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Çàäà÷à î äâèæåíèè óïðóãîé ñðåäû, îáðàçîâàâøåéñÿ íà ôðîíòå
çàòâåðäåâàíèÿ

Ðàññìîòðåíà ñëåäóþùàÿ àâòîìîäåëüíàÿ çàäà÷à. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè îò
íåêîòîðîé ïëîñêîñòè (êîòîðàÿ äàëåå èìåíóåòñÿ ñòåíêîé èëè ïîðøíåì â çàâèñèìîñòè
îò òîãî ñ÷èòàåòñÿ îíà íåïîäâèæíîé èëè äâèæóùåéñÿ) óõîäèò ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ
ôðîíò ôàçîâîãî ïðåâðàùåíèÿ, â êîòîðîì èç ñðåäû áåç êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé â
ðåçóëüòàòå çàòâåðäåâàíèÿ îáðàçóåòñÿ óïðóãàÿ ñðåäà. Íà ñòåíêå çàäàþòñÿ ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ â âèäå êîìïîíåíò ñêîðîñòè, íàïðÿæåíèé èëè äåôîðìàöèé. Çà ôðîíòîì çà-
òâåðäåâàíèÿ ïî îáðàçîâàâøåéñÿ ñðåäå ìîãóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ïëîñêèå íåëèíåéíûå
óïðóãèå âîëíû, åñëè èõ ñêîðîñòè ìåíüøå ñêîðîñòè ôðîíòà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îá-
ðàçîâàâøàÿñÿ ñðåäà íåñæèìàåìàÿ, ñëàáîíåëèíåéíàÿ è îáëàäàåò ìàëîé àíèçîòðîïèåé.
Ïðè ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ äàíî êà÷åñòâåííîå îïèñàíèå ðåøåíèÿ àâòîìîäåëüíîé çàäà-
÷è ïðè ïðîèçâîëüíûõ ïàðàìåòðàõ, âõîäÿùèõ â åå ïîñòàíîâêó. Â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ
ðàíåå ïðîâåäåííîå àâòîðàìè èññëåäîâàíèå ôðîíòîâ çàòâåðäåâàíèÿ â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî èõ ñòðóêòóðà îïèñûâàåòñÿ ìîäåëüþ âÿçêîóïðóãîé ñðåäû Êåëüâèíà-Ôîéõòà.

Ââåäåíèå
Ïðåäëàãàåìàÿ ðàáîòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîäîëæåíèå èññëåäîâàíèé ôðîíòîâ çà-

òâåðäåâàíèÿ è èõ ñâîéñòâ, îïóáëèêîâàííûõ â [1�3]. Ýòè ôðîíòû èíòåðåñíû (ïîìèìî
âîçìîæíîñòåé èõ ïðÿìîãî èñïîëüçîâàíèÿ [4]) òåì, ÷òî ïðè âûñòàâëåíèè ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé íà ðàçðûâàõ òàêîãî òèïà ìîæåò îêàçàòüñÿ íåäîñòàòî÷íî ñîîòíîøåíèé, ñëå-
äóþùèõ èç óíèâåðñàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ è òðåáóåòñÿ ïðèâëå÷åíèå
"äîïîëíèòåëüíûõ"ñîîòíîøåíèé íà ðàçðûâå.

Èñòî÷íèêîì ïîëó÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ñîîòíîøåíèé, êàê ïðàâèëî, ñëóæèò èññëå-
äîâàíèå íåïðåðûâíûõ ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ â óçêîì ñëîå, íàçûâàåìîì ñòðóêòóðîé
ðàçðûâà, êîòîðûé çàìåíÿåòñÿ ïðè êðóïíîìàñøòàáíîì îïèñàíèè ïîâåðõíîñòüþ ðàçðû-
âà � ôðîíòîì. Ýòè ïðîöåññû ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè è èì îáû÷íî ñîîòâåòñòâóþò
ìîäåëè ñïëîøíîé ñðåäû, âêëþ÷àþùèå ïðîèçâîäíûå ïî ïðîñòðàíñòâó áîëåå âûñîêî-
ãî ïîðÿäêà, ÷åì â èñõîäíîé âíåøíåé êðóïíîèàñøòàáíîé çàäà÷å. Äîïîëíèòåëüíûå ñî-
îòíîøåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è î
ñòðóêòóðå ðàçðûâà. Èõ âèä ÿâíûì îáðàçîì çàâèñèò îò ìîäåëè, ïðèíÿòîé äëÿ îïèñàíèÿ
ñòðóêòóðû ðàçðûâà. Îäíàêî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÷èñëî äîïîëíèòåëüíûõ ñîîòíîøåíèé íå
çàâèñèò îò îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ âíóòðè ñòðóêòóðû [5] (ñì. òàêæå [6,8]), à îïðåäåëÿåòñÿ
óñëîâèåì ýâîëþöèîííîñòè ðàçðûâà (óñëîâèå ýâîëþöèîííîñòè ýòî óñëîâèå ðàçðåøèìî-
ñòè çàäà÷è î âçàèìîäåéñòâèè ðàçðûâà ñ ìàëûìè âîçìóùåíèÿìè â ëèíåéíîì ïðèáëè-
æåíèè [9]).
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Íàèáîëåå èçâåñòíûé ðàçðûâ ñ îäíèì äîïîëíèòåëüíûì ñîîòíîøåíèåì � ôðîíò ìåä-
ëåííîãî ãîðåíèÿ â ãàçå [10]. Äîïîëíèòåëüíîå ñîîòíîøåíèå îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ ôðîíòà, êîòîðàÿ çàâèñèò îò òåïëîïðîâîäíîñòè, äèôôóçèè è êèíåòèêè
õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé, ïðîÿâëÿþùèõñÿ âíóòðè ñòðóêòóðû ôðîíòà ãîðåíèÿ. Ñóùåñòâó-
åò ðÿä äðóãèõ ôðîíòîâ ñ îäíèì äîïîëíèòåëüíûì ñîîòíîøåíèåì, ñòðóêòóðà êîòîðûõ
îïèñûâàåòñÿ êàê ðåøåíèå äâóõ îáûêíîâåííûõ óðàâíåíèé, ñîåäèíÿþùèõ äâå îñîáûå
òî÷êè òèïà ñåäëà (ñì., íàïðèìåð, [11, 12]). Ðàçðûâû ðåøåíèé óðàâíåíèé óïðóãîïëà-
ñòè÷íîñòè òðåáóþò äëÿ ñâîåãî îïèñàíèÿ äâóõ äîïîëíèòåëüíûõ ñîîòíîøåíèé [13, 14].
Ðàññìàòðèâàåìûå íèæå ôðîíòû çàòâåðäåâàíèÿ ñ îáðàçîâàíèåì àíèçîòðîïíîé óïðóãîé
ñðåäû îòëè÷àþòñÿ òåì, ÷òî ÷èñëî äîïîëíèòåëüíûõ ñîîòíîøåíèé íà íèõ ìîæåò áûòü
ðàçëè÷íûì â çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ôðîíòà è ìîæåò ïðèíèìàòü
çíà÷åíèÿ îò 0 äî 2. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ íàïîìèíàåò ðàíåå èçó÷àâøèåñÿ ôðîíòû èîíèçàöèè
è ðåêîìáèíàöèè [15], êîòîðûå òàêæå òðåáóþò â ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ ðàçëè÷íîãî ÷èñëà
äîïîëíèòåëüíûõ ñîîòíîøåíèé.

Â ðàáîòå [1] ðàññìîòðåíû ôðîíòû çàòâåðäåâàíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà îáðàçóþùàÿñÿ çà
ôðîíòîì ñðåäà íåëèíåéíàÿ è èçîòðîïíàÿ. Ïðè ýòîì â çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè ôðîíòà
÷èñëî äîïîëíèòåëüíûõ ñîîòíîøåíèé ïðèíèìàåò îäíî èç äâóõ çíà÷åíèé 0 èëè 2. Â [2,3]
áûëà ó÷òåíà àíèçîòðîïèÿ îáðàçîâàâøåéñÿ ñðåäû, ÷òî ïðèâåëî ê âûâîäó, ÷òî ïðè ðàç-
ëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ çàäà÷è ìîãóò îáðàçîâûâàòüñÿ ôðîíòû ñ ÷èñëîì äîïîëíèòåëüíûõ
ñîîòíîøåíèé 0,1,2.

Êàê èçâåñòíî [6], ìàëàÿ íåëèíåéíîñòü ïðè ìàëîé àíèçîòðîïèè ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíà â óïðóãîì ïîòåíöèàëå îäíèì ÷ëåíîì, êîýôôèöèåíò ïðè êîòîðîì ìîæåò èìåòü
ðàçíûé çíàê â çàâèñèìîñòè îò òèïà ðàññìàòðèâàåìîé ðåàëüíîé ñðåäû. Â çàâèñèìî-
ñòè îò çíàêà ýòîãî êîýôôèöèåíòà êà÷åñòâåííî ìåíÿþòñÿ ñâîéñòâà óïðóãîé ñðåäû è
óïðóãèõ âîëí â íåé. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïðèâîäèò òàêæå ê êà÷åñòâåííûì ðàçëè÷èÿì
ñâîéñòâ ôðîíòîâ çàòâåðäåâàíèÿ äëÿ ñðåä ñ ðàçíûìè òèïàìè íåëèíåéíîñòè, ðàññìîò-
ðåííûõ ñîîòâåòñòâåííî â [2] è [3].

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Íèæå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î íàáåãàíèè ñðåäû áåç êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé

íà íåïîäâèæíóþ ñòåíêó â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïðåâðàùåíèå ïðîèñõîäèò íà ôðîíòå
çàòâåðäåâàíèÿ è â ðåçóëüòàòå îáðàçóåòñÿ íåñæèìàåìàÿ, ñëàáîàíèçîòðîïíàÿ, ñëàáîíå-
ëèíåéíàÿ óïðóãàÿ ñðåäà. Ýòà çàäà÷à ïðè äðóãîé òî÷êå çðåíèÿ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ
òàêæå êàê çàäà÷à ïîðøíå, âäâèãàåìîì â íåïîäâèæíóþ ñðåäó. Íà ñòåíêå ñ÷èòàþòñÿ
çàäàííûìè êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ èëè îïðåäåëÿþùèå èõ ñäâèãîâûå äåôîðìàöèè.

Íàïðàâëåíèå, íîðìàëüíîå ê ñòåíêå, ïðèìåì çà îñü x3 = x äåêàðòîâîé ëàãðàíæåâîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. Äâå äðóãèå äåêàðòîâû îñè x1 è x2 ëåæàò â
îðòîãîíàëüíîé ïëîñêîñòè. Çàäà÷à îäíîìåðíàÿ, âñå âåëè÷èíû çàâèñÿò îò x, t. Ïðîöåññ
ïðåâðàùåíèÿ ïîòîêà â óïðóãóþ ñðåäó ïðîèñõîäèò â óçêîì ñëîå, íàçûâàåìîì ñòðóêòó-
ðîé ðàçðûâà, êîòîðûé ïðè êðóïíîìàñøòàáíîì ðàññìîòðåíèè ïðèíèìàåòñÿ çà ïëîñêèé
ôðîíò. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ôðîíò óõîäèò îò ñòåíêè x = 0 â ìîìåíò âðåìåíè t = 0. Çàäà÷à
àâòîìîäåëüíàÿ, âñå âåëè÷èíû çàâèñÿò îò x/t.
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Ñðåäà ïåðåä ôðîíòîì çàòâåðäåâàíèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ íåñïîñîáíîé âûäåðæàòü êà-
ñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ. Ýòî ìîæåò áûòü ñðåäà èç íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö èëè
èäåàëüíàÿ æèäêîñòü, èñïûòûâàþùàÿ íà ôðîíòå çàòâåðäåâàíèÿ ôàçîâîå ïðåâðàùåíèå,
íàïðèìåð, çàìåðçàíèå èëè ïîëèìåðèçàöèþ. Ôðîíò çàòâåðäåâàíèÿ äâèæåòñÿ â ïîëîæè-
òåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè x. Åãî ñêîðîñòü W = dx/dt â àâòîìîäåëüíîé çàäà÷å ïîñòî-
ÿííà. Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ îáðàçîâàíèå óïðóãîé ñðåäû èç ïîòîêà íåâçàèìîäåéñòâó-
þùèõ ÷àñòèö (íàïûëåíèå), òî çíà÷åíèå W îïðåäåëÿåòñÿ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ìàññû
ïðè çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ ïîòîêà ÷àñòèö è ïëîòíîñòè îáðàçîâàâøåéñÿ ñðåäû. Â ñëó÷àå
ôàçîâîãî ïðåâðàùåíèÿ ýòîò ïðîöåññ îïðåäåëÿåò W . Äàëåå W ñ÷èòàåòñÿ ïðîèçâîëüíî
çàäàííûì ïàðàìåòðîì.

Óïðóãèå íàïðÿæåíèÿ è äåôîðìàöèè íåïîñðåäñòâåííî çà ôðîíòîì çàòâåðäåâàíèÿ
ôîðìèðóþòñÿ âíóòðè ñòðóêòóðû ýòîãî ôðîíòà. Çà ôðîíòîì çàòâåðäåâàíèÿ ïî îáðàçî-
âàâøåéñÿ óïðóãîé ñðåäå ìîãóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ïëîñêèå íåëèíåéíûå óïðóãèå âîëíû.
Â àâòîìîäåëüíîé çàäà÷å ýòî óäàðíûå âîëíû è âîëíû Ðèìàíà, ñëåäóþùèå â ïîðÿäêå
óáûâàíèÿ ñêîðîñòåé, ðàçäåëåííûå îäíîðîäíûìè ñîñòîÿíèÿìè ìåæäó íèìè. Ïðè ìàëîé
àíèçîòðîïèè è íåëèíåéíîñòè îíè áûëè èçó÷åíû àâòîðàìè ðàíåå [6].

Âîçìîæíà äðóãàÿ, ýêâèâàëåíòíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, êîãäà ñðåäà ïåðåä ôðîíòîì
ïîêîèòñÿ, à ñòåíêà äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Òàêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è â ãà-
çîâîé äèíàìèêå è ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêå íàçûâàåòñÿ "çàäà÷åé î ïîðøíå". Äëÿ ïî-
ëóïðîñòðàíñòâà, ïîëíîñòüþ çàïîëíåííîãî óïðóãîé ñðåäîé, ðåøåíèå çàäà÷è î ïîðøíå
ïîñòðîåíî â [6, 17,18].

Â ðàññìàòðèâàåìîé çäåñü çàäà÷å óïðóãèå âîëíû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ïî ñîñòîÿíèþ,
êîòîðîå ïîðîæäåíî ïðîõîæäåíèåì ôðîíòà çàòâåðäåâàíèÿ. Ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé çà
ôðîíòîì çàòâåðäåâàíèÿ â îáðàçîâàâøåéñÿ çà íèì óïðóãîé ñðåäå ñ ðàçíûìè òèïàìè
íåëèíåéíîñòè áûëî íàéäåíî â [2,3] è áóäåò èñïîëüçîâàíî ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ. Ýòî
ìíîæåñòâî áûëî îïðåäåëåíî êàê óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ñòðóêòóðû ôðîíòà çàòâåðäå-
âàíèÿ, îïèñûâàåìîé óðàâíåíèÿìè ìîäåëè âÿçêîóïðóãîé ñðåäû Êåëüâèíà-Ôîéõòà.

Äâèæåíèå ñðåäû çà ôðîíòîì çàòâåðäåâàíèÿ
Ïðîöåññ çàòâåðäåâàíèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ ïîÿâëåíèåì â ñòðóêòóðå ôðîíòà óïðóãèõ

íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé. Ïîñêîëüêó îáðàçîâàâøàÿñÿ óïðóãàÿ ñðåäà íåñæèìàåìà,
íîðìàëüíàÿ ê ôðîíòó ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè ñðåäû îòíîñèòåëüíî ñòåíêè ðàâíà íó-
ëþ. Íîðìàëüíîå íàïðÿæåíèå íåèçìåííî âî âñåé óïðóãîé îáëàñòè, òàê ÷òî èçó÷åíèþ
ïîäëåæàò êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ, äåôîðìàöèè è ñêîðîñòè â óïðóãîé ñðåäå çà ôðîí-
òîì çàòâåðäåâàíèÿ.

Ïóñòü w(x, t) � âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ â óïðóãîé ñðåäå. Òîãäà â ëàãðàíæåâûõ ïåðå-
ìåííûõ êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ñðåäû îïðåäåëåíû ïðîèçâîäíûìè ∂wα/∂t = vα(x, t),
α = 1, 2 è ∂w3/∂t = vx = 0. Äåôîðìàöèè ñäâèãà çàäàþòñÿ âåëè÷èíàìè ∂wα/∂x =

uα(x, t). Óïðóãàÿ ñðåäà ïðè ìàëûõ íåëèíåéíîñòè è àíèçîòðîïèè. ìîæåò áûòü çàäà-
íà ñâîèì óïðóãèì ïîòåíöèàëîì â âèäå ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ ïî êîìïîíåíòàì
äåôîðìàöèé ñäâèãà [6, 19]
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Φ(u1, u2) =
f

2
(u2

1 + u2
2) +

g

2
(u2

2 − u2
1)−

κ
4

(u2
1 + u2

2)
2 (1)

Êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé ñäâèãà σα îïðåäåëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûìè

σα =
∂Φ

∂uα

Êîýôôèöèåíòû f, g,κ â âûðàæåíèè (1) � óïðóãèå ïîñòîÿííûå ñðåäû. Ïåðâîå ñëàãà-
åìîå ïðåäñòàâëÿåò íàïðÿæåíèÿ â ëèíåéíîé èçîòðîïíîé íåñæèìàåìîé ñðåäå è êîýô-
ôèöèåíò f � ìîäóëü ñäâèãà ïðè ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ. Ïîñëåäíèé ÷ëåí âûðàæàåò â
ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè ìàëóþ íåëèíåéíîñòü, êîòîðàÿ ïðè ìàëîé àíèçîòðîïèè ïðèíè-
ìàåòñÿ èçîòðîïíîé. Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíò κ ìîæåò èìåòü ëþáîé çíàê, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóåò ðàçíûì òèïàì íåëèíåéíîñòè è ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó ðàçëè÷èþ â ïîâå-
äåíèè óïðóãèõ âîëí. Êîýôôèöèåíò κ > 0, íàïðèìåð, äëÿ òàêèõ ñðåä êàê ìåòàëëû,
à κ < 0 äëÿ ìàòåðèàëîâ òèïà ðåçèí. Êîýôôèöèåíò g, ïðåäñòàâëÿþùèé àíèçîòðîïèþ
ñðåäû, ïðåäïîëàãàåòñÿ ìàëûì, òàê ÷òî ýôôåêòû íåëèíåéíîñòè è àíèçîòðîïèè èìåþò
îäèí ïîðÿäîê âåëè÷èíû, òî åñòü g ∼ u2, ãäå u � õàðàêòåðíîå çíà÷åíèå ñäâèãîâîé äå-
ôîðìàöèè. Âûáîðîì íóìåðàöèè îñåé êîîðäèíàò x1, x2 êîýôôèöèåíò g ìîæíî âñåãäà
ñäåëàòü ïîëîæèòåëüíûì, ÷òî äàëåå ïðèíÿòî. Òàê êàê ñðåäà íåñæèìàåìà è îäíîðîäíà,
åå ïëîòíîñòü ïîñòîÿííà. Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ôîðìóë ïîëîæèì ρ = 1.

Òàê êàê ïðè ìàëûõ uα ïåðâûé ÷ëåí â (1) ñóùåñòâåííî áîëüøå äâóõ äðóãèõ, òî ñâÿçü
σ1, σ2 ñ u1, u2 âçàèìíî îäíîçíà÷íà.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ îäíîìåðíûõ äâèæåíèé óïðóãîé ñðåäû â ëàãðàíæåâûõ ïå-
ðåìåííûõ èìååò âèä

∂vα

∂t
=

∂

∂x

(
∂Φ

∂uα

)
,

∂uα

∂t
=

∂vα

∂x
, α = 1, 2 (2)

Ýòà ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ñèñòåìà îáëàäàåò ÷åòûðüìÿ ñåìåéñòâàìè õàðàêòåðèñòèê, ñêî-
ðîñòè êîòîðûõ ±c1 ±c2. Âåëè÷èíû õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ñêîðîñòåé c1 è c2 ñîãëàñíî ñ èõ
âåëè÷èíàìè, áóäåì íàçûâàòü ñîîòâåòñòâåííî ìåäëåííûìè è áûñòðûìè. Èõ âûðàæåíèÿ
äëÿ ñðåäû ñ óïðóãèì ïîòåíöèàëîì (1) èìåþò âèä [6, 16]

c1,2(u1, u2) =

[
f − 2κ (u2

1 + u2
2)∓ |κ|

√
(u2

2 − u2
1 − g/κ)2 + 4u2

1u
2
2

]1/2

(3)

Â ñîñòîÿíèè, êîãäà äåôîðìàöèè ñäâèãà îòñóòñòâóþò,

c1,2(0, 0) =
√

f ∓ g = co
1,2

Ñîñòîÿíèå çà ôðîíòîì çàòâåðäåâàíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâ-
íåíèé (2). Ôðîíò çàòâåðäåâàíèÿ â àâòîìîäåëüíîé çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïîâåðõ-
íîñòü ðàçðûâà, íà êîòîðîé äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ìàññû è èìïóëü-
ñà.

4



Çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà äëÿ êàñàòåëüíûõ êîìïîíåíò
σ+

α − σ−α = −W (v+
α − v−α ), α = 1, 2

ñëóæèò äëÿ ñâÿçè íàïðÿæåíèé σ+
α çà ôðîíòîì ñ ïàðàìåòðàìè ïåðåä ôðîíòîì, ãäå â

ïîòîêå ÷àñòèö σ−α = 0 è ñêîðîñòü v−α = Vα çàäàíû. Òàê ÷òî

σ+
α = W (Vα − v+

α ) (4)
Ðàâåíñòâà (4) ýòî îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ íà ôðîíòå çàòâåðäåâàíèÿ, êîòîðûå äîëæ-

íû âûïîëíÿòüñÿ âî âñåõ ñëó÷àÿõ. Îäíàêî, äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ýâîëþöèîííîñòè ðàçðûâà è
îäíîçíà÷íîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ôðîíòå êðîìå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ
íóæíûì âûñòàâëÿòü äîïîëíèòåëüíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèìè
ïðåäñòàâëåíèÿìè [5], êîëè÷åñòâî íåîáõîäèìûõ äîïîëíèòåëüíûõ ñîîòíîøåíèé íà ðàç-
ðûâå, à ñëåäîâàòåëüíî, è ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé çà ôðîíòîì ðàçëè÷íû ïðè
ðàçíûõ ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó ñêîðîñòüþ ôðîíòà W è ñêîðîñòÿìè ìàëûõ âîçìóùåíèé
c1, c2. Ïîýòîìó ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé â äàííîé ðàáîòå çàäà÷è î íàáåãàíèè ïîòî-
êà íà íåïîäâèæíóþ ñòåíêó áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ îòäåëüíî â êàæäîì èç äèàïàçîíîâ
çíà÷åíèé ñêîðîñòè ôðîíòà W .

Ðåøåíèå ñòðîèòñÿ íèæå â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå äåôîðìàöèé ñäâèãà u1, u2 è ñêîðî-
ñòè ôðîíòà W . Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî íà ñòåíêå çàäàíû ïîñòÿííûå çíà÷åíèÿ uα = u∗α,
îäíîçíà÷íî ñâÿçàííûå, ñîãëàñíî (1) ñ íàïðÿæåíèÿìè íà ñòåíêå. Çà ôðîíòîì çàòâåðäå-
âàíèÿ ìîãóò èäòè óïðóãèå âîëíû � óäàðíûå èëè âîëíû Ðèìàíà, â êîòîðûõ ïðîèñõîäÿò
èçìåíåíèÿ äåôîðìàöèé îò çíà÷åíèé u+

α íåïîñðåäñòâåííî çà ôðîíòîì çàòâåðäåâàíèÿ äî
çíà÷åíèé u∗α â ñðåäå, ïðèìûêàþùåé ê ñòåíêå. Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ
W äåôîðìàöèè u1, u2 áóäåì ïðåäñòàâëÿòü íà îðòîãîíàëüíîé îñè W ïëîñêîñòè, ñîîò-
âåòñòâóþùåé ýòîìó çíà÷åíèþ W .

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî èçìåíåíèÿ u1 è u2 ìîãóò ïðîèñõîäèòü íå òîëüêî íà ôðîíòå çàòâåð-
äåâàíèÿ, íî è â óïðóãèõ âîëíàõ, èìåþùèõ ìåíüøóþ ñêîðîñòü, ÷åì ôðîíò çàòâåðäåâà-
íèÿ W . Íî ïðè îïèñàíèè ðåøåíèÿ ýòè èçìåíåíèÿ áóäóò èçîáðàæàòüñÿ íà ïëîñêîñòè
W = const, ñîîòâåòñòâóþùåé ñêîðîñòè ôðîíòà çàòâåðäåâàíèÿ â ñîîòâåòñòâóþùåì ðå-
øåíèè.

Èññëåäîâàíèå áóäåì âåñòè îòäåëüíî äëÿ ñðåä ñ ðàçíûìè òèïàìè íåëèíåéíîñòè, òî
åñòü ïðè ðàçíûõ çíàêàõ óïðóãîãî êîýôôèöèåíòà κ â ôîðìóëå (1).

Î íåëèíåéíûõ âîëíàõ â óïðóãèõ ñðåäàõ
Íèæå äëÿ óïðóãèõ ñðåä, çàäàííûõ ñâîèì óïðóãèì ïîòåíöèàëîì (1), ïðèâîäÿòñÿ

íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ î ïîâåäåíèè òåõ íåëèíåéíûõ âîëí, êîòîðûå ïîòðåáóþòñÿ ïðè ïî-
ñòðîåíèè ðåøåíèÿ àâòîìîäåëüíîé çàäà÷è: äëÿ ñðåä ñ κ > 0 ýòî âîëíû Ðèìàíà [6, 16],
äëÿ ñðåä ñ κ < 0 � óäàðíûå âîëíû [6,7].

Â ðàññìàòðèâàåìîé àâòîìîäåëüíîé çàäà÷å íåïðåðûâíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (2)
äëÿ âåëè÷èí ui çàâèñÿò îò x/t è ÿâëÿþòñÿ âîëíàìè Ðèìàíà. Â ýòèõ ðåøåíèÿõ x/t =

cα(u1, u2) è â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà çíà÷åíèé c1 èëè c2 â âûðàæåíèÿõ (3) îíè íàçûâà-
þòñÿ ìåäëåííûìè èëè áûñòðûìè. Â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå âîëíû Ðèìàíà ðàñøè-
ðÿþòñÿ ñî âðåìåíåì, ïîýòîìó çíà÷åíèÿ cα â íèõ óáûâàþò ñî âðåìåíåì â êàæäîé òî÷êå
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ñðåäû. Èçìåíåíèÿ u1 è u2 îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé [6, 16]. Äâà âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ ñåìåéñòâà èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ýòèõ
óðàâíåíèé íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè u1, u2 èçîáðàæåíû íà ðèñ.1

Ðèñ. 1:

Â ñðåäàõ ñ κ > 0 èíòåãðàëüíûå êðèâûå ìåäëåííûõ âîëí èçîáðàæåíû ñïëîøíûìè
ëèíèÿìè, áûñòðûõ � øòðèõîâûìè. Ñòðåëêàìè óêàçàíî íàïðàâëåíèå óáûâàíèÿ c1, c2

íà èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ êàæäîãî èç ñåìåéñòâ (äâèæåíèå ïî ñòðåëêàì ñîîòâåòñòâó-
åò ïåðåìåùåíèþ îò ïåðåäíåãî ôðîíòà âîëíû Ðèìàíà ê çàäíåìó). Íà îñè u2 èìåþòñÿ
äâå òî÷êè G ñ êîîðäèíàòàìè u2 = ±

√
g/κ. Ýòî îñîáûå òî÷êè óðàâíåíèé âîëí Ðè-

ìàíà, â êîòîðûõ c1 = c2. Èõ íàëè÷èå ñâÿçàíî ñ ó÷åòîì àíèçîòðîïèè ñðåäû. Êàðòèíà
èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îñåé u1 è u2, ÷òî ïîçâîëÿåò äàëåå
ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïîëóïëîñêîñòü u2 > 0.

Â ðåøåíèè àâòîìîäåëüíîé çàäà÷è áóäóò èñïîëüçîâàíû ìåäëåííûå âîëíû Ðèìàíà
ñ íà÷àëüíûìè òî÷êàìè íà îñè u2. ×òî êàñàåòñÿ áûñòðûõ âîëí Ðèìàíà, òî äàëåå â
ðåøåíèå âîéäåò òîëüêî îäíà èíòåãðàëüíàÿ ëèíèÿ, èäóùàÿ âäîëü îñè u2 èç íà÷àëà
êîîðäèíàò O â òî÷êó G.

Äëÿ ñðåä ñ κ < 0 ïîòðåáóåòñÿ íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ îá óäàðíûõ âîëíàõ, â ÷àñòíîñòè
â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñîñòîÿíèå ïåðåä óäàðíîé âîëíîé ëåæèò íà îñè u2 [6, 7].

Ýâîëþöèîííûå óäàðíûå âîëíû â óïðóãèõ ñðåäàõ, òàê æå êàê è âîëíû Ðèìàíà,
äåëÿòñÿ íà ìåäëåííûå è áûñòðûå â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîé èç ñèñòåì íåðàâåíñòâ
ïîä÷èíÿåòñÿ óäàðíàÿ âîëíà

ìåäëåííûå c−1 < W < c−2 , W < c+
1

áûñòðûå W > c−2 , c+
1 < W < c+

2

Çäåñü çíàêè − è + óêàçûâàþò íà ñîñòîÿíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä è çà óäàðíîé âîëíîé.

Íà ðèñ. 2 íà ïëîñêîñòè u1, u2 èçîáðàæåíû ýâîëþöèîííûå ó÷àñòêè óäàðíûõ àäèàáàò
áûñòðûõ è ìåäëåííûõ óäàðíûõ âîëí, êîãäà íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì ñëóæèò òî÷êà íà
îñè u2 [6].
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Ðèñ. 2:

Åñëè ñîñòîÿíèå ïåðåä óäàðíîé âîëíîé ïðåäñòàâëåíî íà ïëîñêîñòè u1, u2 íà÷àëîì
êîîðäèíàò u−1 = 0, u−2 = 0, òî óäàðíàÿ àäèàáàòà èìååò óðàâíåíèå

u1u2 = 0 (5)

è ðàñïîëîæåíà íà îñÿõ êîîðäèíàò. Ñîñòîÿíèÿ çà áûñòðûìè ýâîëþöèîííûìè ðàçðû-
âàìè çàíèìàþò âñþ ïîëîæèòåëüíóþ îñü u2. Íà ðèñóíêå ýòî èçîáðàæåíî øòðèõîâîé
ëèíèåé. Ýâîëþöèîííûé ó÷àñòîê ìåäëåííîé âîëíû èç íà÷àëà êîîðäèíàò ëåæèò íà îñè
u1 â âèäå îòðåçêà, ñèììåòðè÷íîãî îòíîñèòåëüíî òî÷êè O. Åãî ÷àñòü íà ïîëîæèòåëüíîé
÷àñòè îñè u1 èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2 îòðåçêîì OP è èìååò äëèíó

OP =
√

(c2
2 − f + g)/(−κ) =

√
2g

|κ|

Ñêîðîñòè óäàðíûõ âîëí èç íà÷àëà êîîðäèíàò îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèåì

V 2 = f − κ(u2
1 + u2

2)− g
u2

1 − u2
2

u2
1 + u2

2

(6)

Äëÿ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé íà îñè u2 âûøå íà÷àëà êîîðäèíàò (u−1 = 0, u−2 = U > 0)
óäàðíûå àäèàáàòû ìåäëåííûõ âîëí ïðåäñòàâëåíû äóãàìè îêðóæíîñòåé ñ öåíòðàìè íà
îòðèöàòåëüíîé ÷àñòè îñè u2

u2
1 +

(
u2 − g

κU

)2

=
(
U − g

κU

)2

(κ < 0) (7)

Êàðòèíà ýâîëþöèîííûõ ó÷àñòêîâ óäàðíûõ àäèàáàò ìåäëåííûõ óäàðíûõ âîëí èç
òî÷åê îñè u2 ïðèâåäåíà íà ðèñ. 2 äëÿ ñðåä ñ κ < 0 ñïëîøíûìè ëèíèÿìè. Ýâîëþ-
öèîííûå îòðåçêè óäàðíîé àäèàáàòû, ñîîòâåòñòâóþùèå ìåäëåííûì óäàðíûì âîëíàì ñ
íà÷àëüíûìè òî÷êàìè íà ïîëîæèòåëüíîé ÷àñòè îñè u2, çàêàí÷èâàþòñÿ â òî÷êàõ, ãäå
äëÿ ýòèõ ïðåäåëüíûõ óäàðíûõ âîëí âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå W = c−2 . Äëÿ íà÷àëüíûõ
ñîñòîÿíèé 0 < U < 2g/|κ| (êîòîðûå áóäóò èíòåðåñîâàòü íàñ â ñâÿçè ñ ðåøåíèåì àâ-
òîìîäåëüíîé çàäà÷è) êîîðäèíàòà u2 êîíöà ýâîëþöòîííîãî ó÷àñòêà óäàðíîé àäèàáàòû
ìåäëåííîé âîëíû, ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé (0, U) èìååò âåëè÷èíó u2 = κU3/g [6]. Ýòè ñî-
ñòîÿíèÿ ðàñïîëîæåíû â îáëàñòè u2 < 0 è êîíöû ýâîëþöèîííûõ îòðåçêîâ ñîñòàâëÿþò
íåêîòîðóþ ëèíèþ PL íà ðèñ. 2.
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Â äàëüíåéøåì, ïîëüçóÿñü ñèììåòðèåé ïîëó÷åííîé êàðòèíû ðàñïîëîæåíèÿ óäàðíûõ
àäèàáàò îòíîñèòåëüíî îñè u2, áóäåì èñïîëüçîâàòü òîëüêî ïîëóïëîñêîñòü u1 > 0.

Ìîäåëü ñòðóêòóðû ôðîíòîâ çàòâåðäåâàíèÿ
Äëÿ îïèñàíèÿ ñòðóêòóðû ôðîíòà çàòâåðäåâàíèÿ áûëà ïðèíÿòà [2, 3] ìîäåëü âÿçêî

óïðóãîé ñðåäû Êåëüâèíà-Ôîéõòà, â êîòîðîé óïðóãèå íàïðÿæåíèÿ îïðåäåëåíû óïðóãèì
ïîòåíöèàëîì (1), à èçîòðîïíàÿ âÿçêîñòü çàäàíà ñâîèì êîýôôèöèåíòîì µ. Ïðè ýòîì
òå÷åíèå âíóòðè ñòðóêòóðû îäíîìåðíî è ñòàöèîíàðíî â ñèñòåìå êîîðäèíàò ξ = Wt−x,
ñâÿçàííîé ñ ôðîíòîì. Óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó

µW
duα

dξ
= −∂F (u1, u2)

∂uα

, α = 1, 2 (8)

ãäå
F (u1, u2) =

f −W 2

2
(u2

1 + u2
2) +

g

2
(u2

2 − u2
1)−

κ
4

(u2
1 + u2

2)
2 + Q1u1 + Q2u2

Çäåñü Q1 è Q2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.
Ñòðóêòóðà óïðóãèõ óäàðíûõ âîëí îïèñûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé, ñîåäèíÿþ-

ùåé îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû (8). Ìåäëåííûì óäàðíûì âîëíàì ñîîòâåòñòâóþò èíòåãðàëü-
íûå êðèâûå, èäóùèå èç ñåäëà â óçåë, à áûñòðûì � èíòåãðàëüíûå êðèâûå, èäóùèå èç
óçëà â ñåäëî. Ñòðóêòóðà ôðîíòîâ çàòâåðäåâàíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé
èç íà÷àëà êîîðäèíàò â îäíó èç îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû (8).

Ñòðîåíèå óäàðíûõ àäèàáàò äëÿ ôðîíòîâ çàòâåðäåâàíèÿ, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçî-
âàíèåì óðàâíåíèé (8) áóäåò ïðåäñòàâëåíî â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ âìåñòå ñ ðåøåíèåì
çàäà÷è î äâèæåíèè óïðóãîé ñðåäû, îáðàçîâàâøåéñÿ âî ôðîíòå çàòâåðäåâàíèÿ.

Ðåøåíèå çàäà÷è î ïîðøíå äëÿ ñðåä ñ κ > 0.
Íàïîìíèì,÷òî â àâòîìîäåëüíîé çàäà÷å íà ñòåíêå (ïîðøíå)ñ÷èòàþòñÿ çàäàííûìè

êîìïîíåíòû äåôîðìàöèé u1 = u∗1, u2 = u∗2, à íà äðóãîé ãðàíèöå óïðóãîé ñïêäû ñî-
ñòîÿíèå u+

1 , u+
2 � òî, êîòîðîå ïîëó÷èëîñü â ðåçóëüòàòå ïðîõîæäåíèÿ ôðîíòà ôàçîâî-

ãî ïðåâðàùåíèÿ. Ýòî ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé áûëî íàéäåíî à ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèÿ
ñòðóêòóðû ôðîíòà è ðàçëè÷íî äëÿ ñðåä ñ ðàçíûì òèïîì íåëèíåéíîñòè, òî åñòü ðàç-
íûìè çíàêàìè êîýôôèöèåíòà κ â óïðóãîì ïîòåíöèàëå (1).

Ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé çà ôðîíòîì çàòâåðäåâàíèÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå W,u1, u2

äëÿ ñðåä ñ κ > 0, íàéäåííîå ðàíåå [2], ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ.3. Îíî ñîñòîèò èç ÷àñòåé
ðàçíîé ðàçìåðíîñòè. Äëÿ ôðîíòîâ ñî ñêîðîñòÿìè 0 < W < c1(u1, u2) (îíè íàçâàíû
ìåäëåííûìè) ýòî ìíîæåñòâî òðåõìåðíîå, ðàñïîëîæåííîå âäîëü îñè W âíóòðè ïîâåðõ-
íîñòè, ñîñòîÿùåé èç òî÷åê, â êîòîðûõ W = c+

1 . Ïî àíàëîãèè ñ ãàçîâîé äèíàìèêîé òàêèå
òî÷êè íàçâàíû òî÷êàìè Æóãå, à ïîâåðõíîñòè è ëèíèè, ñîñòîÿùèå èç òàêèõ òî÷åê, áó-
äåì íàçûâàòü ïîâåðõíîñòÿìè è ëèíèÿìè Æóãå. Íà ðèñ.3 îáëàñòü ìåäëåííûõ ôðîíòîâ
âûäåëåíà çàòåíåíèåì. Äëÿ ôðîíòîâ ñî ñêîðîñòÿìè c1(u1, u2) < W < c2(u1, u2), íàçâàí-
íûõ áûñòðûìè, ñîñòîÿíèÿ çà ôðîíòîì ëåæàò â äâóìåðíîé îáëàñòè íà ïëîñêîñòè u1 = 0,
ãðàíèöàìè êîòîðîé ñëóæàò ëèíèè Æóãå W = c+

1 è W = c+
2 . Íà ðèñ.3 ýòà îáëàñòü îò-

ìå÷åíà âåðòèêàëüíîé øòðèõîâêîé. Â ñâåðõáûñòðûõ ôðîíòàõ ñî ñêîðîñòÿìè W > c0
2

óïðóãèå äåôîðìàöèè íå âîçíèêàþò, è ñëåäîâàòåëüíî, ñîñòîÿíèÿ çà íèìè u+
1 = u+

2 = 0
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ðàñïîëîæåíû âäîëü îñè W , íà÷èíàÿ îò òî÷êè W = c0
2 è äàëåå äî áåñêîíå÷íîñòè è

èçîáðàæåíû æèðíîé ëèíèåé.

Ðèñ. 3:

Î÷åâèäíî, çàäà÷à îáëàäàåò ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè u2 = 0, ïîýòîìó
äàëåå áóäåì îáñóæäàòü âñå ðåøåíèå òîëüêî â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, òî åñòü äëÿ
u2 > 0.

Ïóñòü 0 < W < c0
1 =

√
f − g.

Åñëè òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè W,u∗1, u
∗
2 > 0 ëåæèò âíóòðè îáëàñòè ìåäëåííûõ ôðîí-

òîâ çàòâåðäåâàíèÿ îïèñàííîé âûøå, òî ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ñîñòîèò èç
îäíîãî ìåäëåííîãî ôðîíòà çàòâåðäåâàíèÿ è îäíîðîäíîãî ñîñòîÿíèÿ u1 = u∗1, u2 = u∗2
çà íèì.

Êîãäà ñîñòîÿíèÿ W,u∗1, u
∗
2 ëåæàò çà ïðåäåëàìè ýòîé îáëàñòè, ñëåäóåò ó÷åñòü òîò

ôàêò, ÷òî â îáëàñòè u2 > 0 ïðè ëþáîì W èìåþòñÿ òî÷êà, ïîìå÷åííàÿ íà ðèñ.3 áóêâîé
G, â êîòîðîé c+

1 = c+
2 . Âûðàæåíèå (3) äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ñêîðîñòåé ïîêàçûâàåò,

÷òî ýòî îñîáàÿ òî÷êà óðàâíåíèé âîëí Ðèìàíà. Ïîâåäåíèå èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ âîëí
Ðèìàíà â åå îêðåñòíîñòè îáñóæäàëîñü âûøå è èçîáðàæåíî íà ðèñ.1. Êîîðäèíàòû ýòîé
òî÷êè u1 = 0, u2 =

√
g/κ íå çàâèñÿò îò âåëè÷èíû W . Êîãäà W =

√
f − 2g, ýòà òî÷êà

îêàçûâàåòñÿ íà ïîâåðõíîñòè Æóãå è ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé àâòîìîäåëüíîé çàäà÷è
èìååò ðàçíîå ñòðîåíèå ïðè W <

√
f − 2g è W >

√
f − 2g.

Ïóñòü 0 < W <
√

f − 2g < c0
1

Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü u1, u2 ïðè W = const. Êàê ìîæíî âèäåòü íà
ðèñ. 3, íà ýòîé ïëîñêîñòè èìååòñÿ îáëàñòü ñîñòîÿíèé çà ôðîíòàìè çàòâåðäåâàíèÿ,
îãðàíè÷åííàÿ ëèíèåé Æóãå W = c+

1 . Òî÷êà G ëåæèò âíóòðè ýòîé îáëàñòè (ðèñ. 4a).
Ëèíèÿ Æóãå ïåðåñåêàåò èíòåãðàëüíûå êðèâûå ìåäëåííûõ âîëí Ðèìàíà, êîòîðûå

ïîêðûâàþò âñþ âíåøíîñòü êðèâîé Æóãå. Â ëþáóþ òî÷êó u∗1, u
∗
2, ëåæàùóþ íà ïëîñêî-

ñòè W = const çà ïðåäåëàìè ëèíèè Æóãå, ìîæíî ïðèäòè èç ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êè
ëèíèè Æóãå W = c+

1 ïî èíòåãðàëüíîé êðèâîé ìåäëåííîé âîëíû Ðèìàíà.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â óêàçàííîì âûøå äèàïàçîíå çíà÷åíèé W , êîãäà òî÷êà u∗1, u

∗
2

ëåæèò âíå îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ëèíèåé Æóãå, ðåøåíèå çàäà÷è èìååò â ôèçè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå ñëåäóþùèé âèä. Âïåðåäè ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ìåäëåííûé ôðîíò çàòâåðäå-
âàíèÿ Æóãå ñî ñêîðîñòüþ W , íåïîñðåäñòâåííî çà íèì èäåò ìåäëåííàÿ óïðóãàÿ âîëíà
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Ðèñ. 4:

Ðèìàíà, ìåæäó çàäíåé ãðàíèöåé êîòîðîé è ñòåíêîé èìååòñÿ îäíîðîäíîå ñîñòîÿíèå
u1 = u∗1, u2 = u∗2. Êîìïîíåíòû ñêîðîñòè v1 è v2 íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (4)
íà ôðîíòå çàòâåðäåâàíèÿ è óðàâíåíèé âîëí Ðèìàíà.

Ïóñòü òåïåðü
√

f − 2g < W <
√

f − g = c0
1

Ñèòóàöèÿ îòëè÷àåòñÿ îò îïèñàííîé âûøå òåì, ÷òî íà ïëîñêîñòè u1, u2 (W = const)
ëèíèÿ Æóãå W = c+

1 � ãðàíèöà îáëàñòè ìåäëåííûõ ôðîíòîâ � ïðîõîäèò íèæå òî÷êè
G (ðèñ.4b) è ïåðåñåêàåò îñü u2 â òî÷êå J1. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëå èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ,
âûõîäÿùèõ èç òî÷åê ëèíèè Æóãå, íå ïîêðûâàåò âñåé ïëîñêîñòè u1, u2. Áåç ðåøåíèÿ
îñòàåòñÿ îòðåçîê J1G îñè u2 è îáëàñòü, ïðèëåæàùàÿ îñè u2, îãðàíè÷åííàÿ ñíèçó èí-
òåãðàëüíîé êðèâîé, âûõîäÿùåé èç òî÷êè J1. Íî, êàê âèäíî èç ðèñ.3, â ýòîì äèàïàçîíå
W ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé çà áûñòðûì ôðîíòîì çàòâåðäåâàíèÿ (ïðè äîïîëíèòåëüíîì
óñëîâèè u1 = 0 çà ôðîíòîì) ñîäåðæèò åùå äâóìåðíóþ îáëàñòü â âèäå ÷àñòè ïëîñêîñòè
u1 = 0 ìåæäó ëèíèÿìè Æóãå W = c+

1 è W = c+
2 . Íà ïëîñêîñòè u1, u2 ýòî òî÷êè J1

è J2 íà ðèñ.4b. Êîãäà ñîñòîÿíèÿ u∗1, u
∗
2 ïðèíàäëåæàò ýòîìó îòðåçêó, ðåøåíèå çàäà÷è

ñîñòîèò èç îäíîãî áûñòðîãî ôðîíòà çàòâåðäåâàíèÿ ñ îäíîðîäíûì ñîñòîÿíèåì çà íèì.
Âåðõíÿÿ ãðàíèöà ýòîãî îòðåçêà òî÷êà J2 ïðåäñòàâëÿåò ñîñòîÿíèå çà áûñòðûì ôðîí-

òîì çàòâåðäåâàíèÿ Æóãå ñî ñêîðîñòüþ W = c+
2 . Çà òàêèì ôðîíòîì, íåïîñðåäñòâåííî

ê íåìó ïðèìûêàÿ, ìîæåò èäòè áûñòðàÿ âîëíà Ðèìàíà. Åå èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ, êàê
âèäíî èç ðèñ.1, èäåò âäîëü îòðåçêà J2G îñè u2. Íà ðèñ.4b îíà èçîáðàæåíà òàê æå êàê
è îòðåçîê J1J2, ñîîòâåòñòâóþùèé áûñòðûì ôðîíòàì, øòðèõîâîé ëèíèåé. Òàêèì îáðà-
çîì ïîëó÷åíî ðåøåíèå äëÿ ñîñòîÿíèé u∗1, u

∗
2 íà îòðåçêå J1G îñè u2. Êîãäà ñîñòîÿíèÿ

u∗1, u
∗
2 íå ïðèíàäëåæàò óêàçàííîìó îòðåçêó, ìíîæåñòâî èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ìåäëåí-

íûõ âîëí Ðèìàíà, êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ íà îòðåçêå J1G, çàïîëíÿþò âñþ íåäîñòàþùóþ
îáëàñòü ïëîñêîñòè u1, u2.

Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è, â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé u∗1, u
∗
2, áóäåò

èìåòü îäíó èç ôîðì, êîòîðûå ïåðå÷èñëÿþòñÿ íèæå.
Åñëè òî÷êà u∗1, u

∗
2 ëåæèò âíóòðè èëè íà êðèâîé Æóãå W = c+

1 , òî ðåøåíèå çàäà÷è
ñîñòîèò èç ìåäëåííîãî ôðîíòà çàòâåðäåâàíèÿ, çà êîòîðûì âïëîòü äî ñòåíêè ðàñïîëà-
ãàåòñÿ ðàñøèðÿþùàÿñÿ ñî âðåìåíåì îáëàñòü, â êîòîðîé u1 = u∗1, u2 = u∗2.

Åñëè òî÷êà u∗1, u
∗
2 ðàñïîëîæåíà íà îòðåçêå J1J2 îñè u2, òî ðåøåíèå ñîñòîèò èç áûñò-
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ðîãî ôðîíòà çàòâåðäåâàíèÿ, ìåæäó êîòîðûì è ñòåíêîé ñðåäà ïîêîèòñÿ â îäíîðîäíî
äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè.

Åñëè u∗1 = 0 è çíà÷åíèå u∗2 ïðèíàäëåæèò îòðåçêó J2G îñè u2, òî íåïîñðåäñòâåí-
íî âñëåä çà áûñòðûì ôðîíòîì çàòâåðäåâàíèÿ Æóãå, ñîîòâåòñòâóþùèì òî÷êå J2,èäåò
áûñòðàÿ âîëíà Ðèìàíà, ìåæäó êîòîðîé è ñòåíêîé ðàñïîëàãàåòñÿ îäíîðîäíàÿ îáëàñòü,
â êîòîðîé u1 = u∗1, u2 = u∗2.

Åñëè òî÷êà u∗1, u
∗
2 íå ïðèíàäëåæèò ïåðå÷èñëåííûì ìíîæåñòâàì, òî ðåøåíèå çàäà÷è

ñîäåðæèò ìåäëåííóþ óïðóãóþ âîëíó Ðèìàíà. Ñîâîêóïíîñòü èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ
ìåäëåííûõ âîëí Ðèìàíà, âûõîäÿùèõ èç òî÷åê ëèíèè Æóãå W = c+

1 è îòðåçêà J1G îñè
u2, çàïîëíÿþò íà ïîëóïëîñêîñòè u1, u2 > 0 âñþ îáëàñòü âíå ëèíèè Æóãå è îòðåçêà
J1G. Ïðè ýòîì âîçìîæíû ñëåäóþùèå âàðèàíòû.

Åñëè èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó u∗1, u
∗
2, èìååò ñâîèì íà÷àëîì

òî÷êó íà ëèíèè Æóãå W = c+
1 , òî ðåøåíèå ñîñòîèò èç ìåäëåííîãî ôðîíòà Æóãå è

ñëåäóþùåé íåïîñðåäñòâåííî çà íèì ìåäëåííîé óïðóãîé âîëíû Ðèìàíà, ìåæäó êîòîðîé
è ñòåíêîé âñþäó âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà u1 = u∗1, u2 = u∗2.

Åñëè èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó u∗1, u
∗
2 , âûõîäèò èç îòðåçêà

J1J2, òî ðåøåíèå ñîñòîèò èç áûñòðîãî ôðîíòà çàòâåðäåâàíèÿ ñ êîíå÷íîé òî÷êîé íà
îòðåçêå J1J2 è ñëåäóþùåé çà íèì íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè ìåäëåííîé âîëíîé Ðèìàíà,
ìåæäó êîòîðîé è ñòåíêîé âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî u1 = u∗1, u2 = u∗2.

Åñëè òî÷êà u∗1, u
∗
2 ëåæèò íà èíòåãðàëüíîé êðèâîé, íà÷èíàþùåéñÿ íà îòðåçêå J2G, òî

ðåøåíèå ñîñòîèò èç áûñòðîãî ôðîíòà çàòâåðäåâàíèÿ, ñîñòîÿíèå çà êîòîðûì ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ òî÷êîé J2, çà êîòîðûì, ïðèìûêàÿ ê íåìó, ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ áûñòðàÿ óïðóãàÿ
âîëíà Ðèìàíà è äàëåå ñ ìåíüøåé ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ìåäëåííàÿ âîëíà Ðè-
ìàíà, çà êîòîðîé u1 = u∗1, u2 = u∗2.

Ðàññìîòðèì òåïåðü èíòåðâàë ñêîðîñòåé ôðîíòà c0
1 < W < c0

2. Ïðè ýòîì ñèòóàöèÿ îò-
ëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåé îòñóòñòâèåì ìåäëåííûõ ôðîíòîâ çàòâåðäåâàíèÿ, à ðåøåíèÿ
çàäà÷è ñîäåðæàò òå æå âàðèàíòû, êðîìå âàðèàíòîâ ñ âîëíàìè Ðèìàíà, íà÷èíàþùè-
ìèñÿ íà ìåäëåííîé ëèíèè Æóãå W = c+

1 , êîòîðîé â ýòîì ñëó÷àå íåò.
Ïóñòü òåïåðü W > c0

2. Òîãäà âîçìîæåí òîëüêî ñâåðõáûñòðûé ôðîíò çàòâåðäåâàíèÿ,
íà êîòîðîì u1, u2 íå ìåíÿþòñÿ, îñòàâàÿñü ðàâíûìè íóëþ. Äàëåå ðåøåíèå çàäà÷è íå îò-
ëè÷àåòñÿ îò ðåøåíèÿ â óïðóãîì ïîëóïðîñòðàíñòâå [6,17]: ïîñëå ôðîíòà çàòâåðäåâàíèÿ
ñ ìåíüøåé ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ áûñòðàÿ, à çàòåì è ìåäëåííàÿ âîëíû Ðèìàíà.
Âñå âîëíû ðàçäåëåíû îäíîðîäíûìè ñîñòîÿíèÿìè, ðàñøèðÿþùèìèñÿ ñî âðåìåíåì.

Ðåøåíèå äëÿ ñðåä ñ κ < 0

Êàê è â ñëó÷àå κ > 0, ìíîæåñòâî òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå u1, u2,W , õàðàêòåðèçóþùèõ
ñîñòîÿíèå çà âñåâîçìîæíûìè ôðîíòàìè çàòâåðäåâàíèÿ (óäàðíàÿ àäèàáàòà), ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì, ðàçìåðíîñòü ÷àñòåé êîòîðîãî ðàâíà 1,2,3. Ýòî ìíîæåñòâî èçîáðà-
æåíî íà ðèñ.5

Èìååòñÿ òðåõìåðíàÿ ÷àñòü, ðàñïîëîæåííàÿ âíå ïîâåðõíîñòè S1, îáðàçîâàííîé âðà-
ùåíèåì âîêðóã îñè W ëèíèè c+

1 (0, u2) = W , ëåæàùåé íà ïëîñêîñòè W,u2. Ñå÷åíèå
ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ S1 ïëîñêîñòüþ u1, u2,W = const ïðåäñòàâëÿåò îêðóæíîñòü, ðà-
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Ðèñ. 5:

äèóñ êîòîðîé èìååò âåëè÷èíó

r =
√

(W 2 − f + g)/(−κ) (9)

è ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì W [3].
Òðåõìåðíàÿ îáëàñòü ñíàðóæè îò ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ S1 èçîáðàæàåò ñîñòîÿíèÿ

çà ìåäëåííûìè ôðîíòàìè çàòâåðäåâàíèÿ, òî åñòü ôðîíòàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëî-
âèþ

W 6 c+
1 (u1, u2)

Íà ðèñóíêå 5 ýòà îáëàñòü îòìå÷åíà çàòåíåíèåì.
Äâóìåðíàÿ ÷àñòü óäàðíîé àäèàáàòû, ñîäåðæàùàÿ ñîñòîÿíèÿ çà áûñòðûìè ôðîíòà-

ìè çàòâåðäåâàíèÿ, ñêîðîñòü êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

c+
1 6 W 6 c+

2 (10)

ðàñïîëîæåíà íà ïëîñêîñòè W,u2, òî åñòü ñóùåñòâóåò ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè çà
ôðîíòîì u+

1 = 0. Íà ïëîñêîñòè W,u2 îíà îãðàíè÷åíà ëèíèÿìè

W = c+
1 (0, u2), W = c+

2 (0, u2)

Íà ðèñ.5 ýòà îáëàñòü èçîáðàæåíà âåðòèêàëüíîé øòðèõîâêîé.
Îäíîìåðíàÿ ÷àñòü óäàðíîé àäèàáàòû ïðåäñòàâëÿåòñÿ ÷àñòüþ îñè W , óäîâëåòâî-

ðÿþùåé íåðàâåíñòâó W > c0
2. Îíà ñîäåðæèò ñîñòîÿíèÿ çà ñâåðõáûñòðûìè ôðîíòàìè

çàòâåðäåâàíèÿ è âûäåëåíà íà ðèñóíêå æèðíîé ëèíèåé.
Åñëè òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè u∗1, u

∗
2 ïðèíàäëåæèò îïèñàííîìó âûøå ìíîæåñòâó

(óäàðíîé àäèàáàòå), òî ðåøåíèå àâòîìîäåëüíîé çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâó-
þùèì ôðîíòîì çàòâåðäåâàíèÿ è îäíîðîäíûì ñîñòîÿíèåì ñðåäû u1 = u∗1, u2 = u∗2 çà
íèì. Êîãäà ñîñòîÿíèå u∗1, u

∗
2 íå ïðèíàäëåæèò óäàðíîé àäèàáàòå, òî ðåøåíèå çàäà÷è

ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Åñëè çíà÷åíèÿ W óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó

c0
1 < W < c0

2 (11)
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òî ñîñòîÿíèÿ çà áûñòðûìè ôðîíòàìè çàòâåðäåâàíèÿ ïðèíàäëåæèò îòðåçêó îñè u2 > 0

ìåæäó òî÷êîé, ãäå W = c+
1 (u2) è òî÷êîé u2 = 0. Ðàññìîòðèì áûñòðûé ôðîíò, çà êîòî-

ðûì ñîñòîÿíèå íà ïëîñêîñòè W = const ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåêîòîðîé òî÷êîé u+
2 îñè u2. Â

ýòîé òî÷êå c+
2 = c2(0, u

+
2 ) > W > c1(0, u

+
2 ). Çà ôðîíòîì çàòâåðäåâàåèÿ ìîæåò ñëåäîâàòü

ñ ìåíüøåé èëè ðàâíîé ñêîðîñòüþ ìåäëåííàÿ óïðóãàÿ óäàðíàÿ âîëíà. Ñîñòîÿíèå çà íåé
ïðèíàäëåæèò óäàðíîé àäèàáàòå ìåäëåííîé óïðóãîé âîëíû ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé (0, u+

2 )

íà îñè u2. Ýâîëþöèîííûå ó÷àñòêè òàêèõ óäàðíûõ âîëí áûëè ïðèâåäåíû íà ðèñ.2 è
äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ èçîáðàæåíû íà ðèñ.6a. Ïî ìåðå äâèæåíèÿ ïî óäàðíîé
àäèàáàòå ñêîðîñòü ìåäëåííîé óäàðíîé âîëíû ðàñòåò. Íî îíà íå äîëæíà ïðåâîñõîäèòü
ñêîðîñòè ôðîíòà W . Ìàêñèìàëüíàÿ àìïëèòóäà ìåäëåííîé óäàðíîé âîëíû â ðàññìàò-
ðèâàåìîì ðåøåíèè ìîæåò äîñòèãàòüñÿ, åñëè åå ñêîðîñòü îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé W . Ýòî
ïðîèçîéäåò â òî÷êå K ïåðåñå÷åíèÿ óäàðíîé àäèàáàòû ñ îêðóæíîñòüþ (9), ïðè ýòîì
ñàìà óäàðíàÿ àäèàáàòà ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé íà îñè u2 ïðîäîëæàåòñÿ äàëüøå. Äâèæó-
ùèåñÿ ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ W áûñòðûé ôðîíò çàòâåðäåâàíèÿ è ìåäëåííàÿ óäàð-
íàÿ âîëíà ïðåäåëüíîé àìïëèòóäû ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îäèí êîìáèíèðîâàííûé
ôðîíò çàòâåðäåâàíèÿ. Ýòîò êîìáèíèðîâàííûé ôðîíò � ìåäëåííûé, ïîñêîëüêó çà ìåä-
ëåííîé óäàðíîé âîëíîé åå ñêîðîñòü è ñêîðîñòü êîìáèíèðîâàííîãî ôðîíòà, ðàâíûå W ,
óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó W < c+

1 .

Ðèñ. 6:

Íà ðèñ.6a îêðóæíîñòü (9) èçîáðàæåíà æèðíîé ëèíèåé, îíà ïåðåñåêàåòñÿ ñ îñÿìè
êîîðäèíàò â òî÷êàõ B è C. Ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâ (11) îòðåçîê OB îñè u2 âíóòðè
îêðóæíîñòè íà ðèñ.6a ïðåäñòàâëÿåò ñîñòîÿíèÿ çà áûñòðûìè ôðîíòàìè çàòâåðäåâàíèÿ
è èçîáðàæåí æèðíîé øòðèõîâîé ëèíèè. Ïðè ýòîì òî÷êà P ëåæèò âíå îêðóæíîñòè
(9), ïîýòîìó óäàðíûå àäèàáàòû ìåäëåííûõ âîëí, íà÷èíàþùèåñÿ íà îòðåçêå OB, íå
äîõîäÿò äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ u1 ðàíüøå, ÷åì îíè ïåðåñåêóò îêðóæíîñòü (9). Óäàðíûå
àäèàáàòû ìåäëåííûõ âîëí íåïðåðûâíûì îáðàçîì çàïîëíÿò âñþ îáëàñòü íà ïëîñêîñòè
u1, u2 âíóòðè îêðóæíîñòè (9) âûøå ëèíèè OC.

Òî÷êè òèïà K, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîñòîÿíèÿ çà ìåäëåííûìè êîìáèíèðîâàííûìè
ôðîíòàìè ïðè óâåëè÷åíèè u+

2 ïåðåìåùàþòñÿ ââåðõ ïî îêðóæíîñòè (9). Êîãäà ñîñòîÿ-
íèå u+

2 äîéäåò äî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè ñ îñüþ u2, îíà ñîëüåòñÿ ñ äâóìÿ ñèì-
ìåòðè÷íûìè òî÷êàìè K, èçîáðàæàþùèìè ñîñòîÿíèÿ çà êîìáèíèðîâàííûìè ôðîíòà-
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ìè. Â òî÷êå ñëèÿíèÿ ìåäëåííàÿ âîëíà èìååò áåñêîíå÷íî ìàëóþ àìïëèòóäó, è ïîýòîìó
â ýòîé òî÷êå W = c+

1 .
Òàêèì îáðàçîì, åñëè òî÷êà u∗1, u

∗
2 ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâ (11) ïîïàäàåò âíóòðü

îêðóæíîñòè (9), òî ðåøåíèå ñîñòîèò èç äâóõ ðàçðûâîâ � áûñòðîãî ôðîíòà çàòâåðäåâà-
íèÿ è ìåäëåííîé óïðóãîé óäàðíîé âîëíû, ñëåäóþùèõ îäèí çà äðóãèì, è îäíîðîäíûõ
ñîñòîÿíèé ìåæäó íèìè. Åñëè òî÷êà u∗1, u

∗
2 ëåæèò íà îêðóæíîñòè (9), òî, ïîñêîëüêó ñêî-

ðîñòè ýòèõ äâóõ âîëí îêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, ïðîèñõîäèò îáúåäèíåíèå ýòèõ ðàçðûâîâ
ñ îáðàçîâàíèåì ìåäëåííîãî ôðîíòà çàòâåðäåâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñòðîåíèå ðåøåíèÿ ïðè W > c0
2. Íà ïëîñêîñòè u1, u2,W = const

òî÷êà P ëåæèò âíóòðè îêðóæíîñòè (9) (ðèñ.6b). Ñîñòîÿíèÿ çà áûñòðûìè ôðîíòàìè
ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå îòðåçêîì AB. Èç êàæäîé òî÷êè ýòîãî îòðåçêà, êàê èç íà-
÷àëüíîé, ïðîâåäåíû óäàðíûå àäèàáàòû ìåäëåííûõ âîëí. Îòðåçîê AB � ýòî ëèíèÿ
ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè W = const ñ äâóìåðíîé îáëàñòüþ, ñîîòâåòñòâóþùåé áûñòðûì
ôðîíòàì½ êîòîðàÿ ðàñïîëîæåíà íà ïëîñêîñòè W,u2 è ïîêðûòà âåðòèêàëüíîé øòðè-
õîâêîé íà ðèñ.5

Êðîìå òîãî, íà÷àëî êîîðäèíàò ïðè W > c0
2 ñîîòâåòñòâóåò ñîñòîÿíèþ çà ñâðõáûñò-

ðûìè ôðîíòàìè çàòâåðäåâàíèÿ u+
1 = 0, u+

2 = 0. Êîíöû îòðåçêà AB, êàê âèäíî èç
ðèñ.5, ýòî òî÷êè Æóãå, ãäå W = c+

1 (B) è W = c+
2 (A). Èõ êîîðäèíàòû íà îñè u2

u2(B) =

√
W 2 − f + g

|κ| , u2(A) =

√
W 2 − f − g

3|κ| (12)

Ïîñêîëüêó A � òî÷êà Æóãå, òî íåïîñðåäñòâåííî çà ñâåðõáûñòðûì ôðîíòîì ìîæåò
ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ áûñòðàÿ âîëíà Ðèìàíà, ñîñòîÿíèå çà êîòîðîé ìîæåò ïðåäñòàâëÿòüñÿ
ëþáîé òî÷êîé îòðåçêà AO. Òàêèì îáðàçîì, ñîñòîÿíèå çà áûñòðûì ôðîíòîì èëè åãî
êîìáèíàöèåé ñ áûñòðîé âîëíîé Ðèìàíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî òîñêîé îòðåçêà BO.

Ñëåäîì çà ýòèìè âîëíàìè ìîæåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ (âîîáùå ãîâîðÿ, ñ ìåíüøåé ñêî-
ðîñòüþ) ìåäëåííàÿ óäàðíàÿ âîëíà. Óäàðíûå àäèàáàòû ìåäëåííûõ âîëí èçîáðàæåíû
íà ðèñ.6b. Äâèæåíèå ïî óäàðíîé àäèàáàòå (óâåëè÷åíèå àìïëèòóäû âîëíû) ñâÿçàíî ñ
ðîñòîì ñêîðîñòè óäàðíîé âîëíû è åå èñïîëüçîâàíèå ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ ìîæåò
áûòü îãðàíè÷åíî ëèáî òåì, ÷òî ñêîðîñòü ýòîé ìåäëåííîé óäàðíîé âîëíû äîñòèãíåò
çíà÷åíèÿ W , ëèáî òåì, ÷òî çàêîí÷èòñÿ ýâîëþöèîííûé ó÷àñòîê óäàðíîé àäèàáàòû.

Ðàíåå íà ðèñ.2 áûëî óêàçàíî, ÷òî êîíöû ýâîëþöèîííûõ ó÷àñòêîâ ìåäëåííûõ óäàð-
íûõ âîëí ñ íà÷àëüíûìè òî÷êàìè íà îñè u2 ëåæàò íà ëèíèè PL â îáëàñòè u2 < 0.
Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå îêîí÷àíèå ýâîëþöèîííîãî ó÷àñòêà ïðîèñõîäèò íà ëèíèè
PEL (êîòîðàÿ ïåðåñåêàåòñÿ ñ îêðóæíîñòüþ (9) â òî÷êå E (ðèñ.6b)). Ýòî îáóñëîâëåíî
òåì, ÷òî ñêîðîñòü ìåäëåííîé óäàðíîé âîëíû ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé c2 â åå íà÷àëüíîé òî÷-
êå, òî åñòü çíà÷åíèþ c2 çà áûñòðûì ôðîíòîì èëè íà çàäíåé ãðàíèöå âîëíû Ðèìàíà.
Ïîñêîëüêó ôðîíò áûñòðûé, òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî c+

2 > W , ïðè÷åì ðàâåíñòâî
èìååò ìåñòî â òî÷êå A. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñå óäàðíûå àäèàáàòû, íà÷àâøèåñÿ â
òî÷êàõ âíóòðè îòðåçêà AB, ñíà÷àëà ïåðåñåêàþò îêðóæíîñòü (9), à òîëüêî ïîòîì äî-
ñòèãàþò êîíöà ýâîëþöèîííîãî ó÷àñòêà íà ëèíèè PEL. Óäàðíàÿ àäèàáàòà, âûõîäÿùàÿ
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èç òî÷êè A, ãäå W = c+
2 , îäíîâðåìåííî äîñòèãàåò îêðóæíîñòè (9) è ëèíèè PEL, òî

åñòü ïðèõîäÿò â òî÷êó èõ ïåðåñå÷åíèÿ E.
Óäàðíûå àäèàáàòû ìåäëåííûõ âîëí, íà÷èíàþùèåñÿ íà îòðåçêå OA ìîãóò ìîãóò

èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ öåëèêîì, âïëîòü äî êîíöà ýâîëþöèîííîãî
ó÷àñòêà, ãäå ñêîðîñòü ìåäëåííîé óäàðíîé âîëíû äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè çàäíåãî
ôðîíòà âîëíû Ðèìàíà c2(0, u2).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ òî÷åê âíóòðè îáëàñòè OBC íà ðèñ.6b, ñîñòîÿùåé èç ÷åò-
âåðòè êðóãà u1 > 0, u2 > 0 è ÷àñòè îáëàñòè u2 < 0, îãðàíè÷åííîé êðèâîëèíåéíûì òðå-
óãîëüíèêîì PEC, ïîñòðîåíî ðåøåíèå çàäà÷è î ïîðøíå, ñîñòîÿùåå èç áûñòðîãî ôðîíòà
çàòâåðäåâàíèÿ, âîçìîæíî, áûñòðîé âîëíû Ðèìàíà è ìåäëåííîé óäàðíîé âîëíû.

Òî, ÷òî îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ïîñòðîåííîãî ðåøåíèÿ çàõîäèò â íèæíþþ ïîëó-
ïëîñêîñòü u2 < 0 ïðè íàëè÷èè ñèììåòðèè çàäà÷è îòíîñèòåëüíî îñè u1 (òî åñòü ïå-
ðåìåíû çíàêà u2) ãîâîðèò î òîì, ÷òî â ëåæàùåì â îáëàñòè u2 > 0 êðèâîëèíåéíîì
òðåóãîëüíèêå PE ′C èìååòñÿ åùå îäíî ðåøåíèå, îòëè÷àþùååñÿ çíàêîì u2 îò ïîñòðîåí-
íîãî âûøå ðåøåíèÿ â êðèâîëèíåéíîì òðåóãîëüíèêå PEC.

Â òîì æå äèàïàçîíå ñêîðîñòåé W > c0
2 äëÿ òî÷åê u∗1, u

∗
2, ëåæàùèõ âíóòðè îêðóæíî-

ñòè (9), ñóùåñòâóåò ðåøåíèå, ñâÿçàííîå ñî ñâåðõáûñòðûìè ôðîíòàìè çàòâåðäåâàíèÿ,
ó êîòîðûõ óäàðíàÿ àäèàáàòà ïðåäñòàâëåíà â ïðîñòðàíñòâå W,u1, u2 îäíîìåðíûì ìíî-
æåñòâîì � ÷àñòüþ îñè W > c0

2. Ðàññìîòðèì ýòè ðåøåíèÿ.
Ñîñòîÿíèÿ çà ñâåðõáûñòðâìè ôðîíòàìè u+

1 = 0, u+
2 = 0. Èçìåíåíèÿ u1, u2 äî çàäàí-

íûõ çíà÷åíèé u∗1, u
∗
2 ïðîèñõîäÿò â óïðóãèõ âîëíàõ, ïðè÷åì ïðè íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè

â íà÷àëå êîîðäèíàò ýòî óäàðíûå âîëíû. Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå (5), óäàðíàÿ àäèà-
áàòà èìååò â ýòîì ñëó÷àå âèä u1u2 = 0, òî åñòü ðàñïîëîæåíà âäîëü îñåé êîîðäèíàò. Çà
ñâåðõáûñòðûì ôðîíòîì, ñêîðîñòü êîòîðîãî W , ìîæåò èäòè áûñòðàÿ óäàðíàÿ âîëíà ñî
ñêîðîñòüþ V , íå ïðåâûøàþùåé W . Ñîñòîÿíèÿ çà íåé íà ïëîñêîñòè u1, u2,W = const
ëåæàò íà îñè u2 (ðèñ.2), íà÷èíàÿ îò òî÷êè O è âûøå. Ñîãëàñíî îáùåé òåîðèè óäàðíûõ
âîëí â ðàññìàòðèâàåìîé óïðóãîé ñðåäå (6) ñêîðîñòü òàêîé âîëíû ðàâíà

V (0, u2) =
√

f + g + |κ|u2
2

Ñ ðîñòîì åå àìïëèòóäû, òî åñòü çíà÷åíèÿ u2 çà íåé, óâåëè÷èâàåòñÿ åå ñêîðîñòü V è
â íåêîòîðîé òî÷êå D åå ñêîðîñòü V ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé ñêîðîñòè ôðîíòà V (D) = W .
Êîîðäèíàòà u2(D) òî÷êè D íàõîäèòñÿ èç ðàâåíñòâà (6) ïðè V = W è îêàçûâàåòñÿ
ðàâíîé

u2(D) =

√
W 2 − f − g

|κ|
÷òî óêàçûâàåò íà òî, ÷òî îíà ëåæèò íà îñè u2 âûøå òî÷êè A (12) è íèæå òî÷êè
B (âåðõíåé òî÷êè îêðóæíîñòè (9)). Ýòî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíàÿ àìïëèòóäà áûñòðîé
âîëíû. Ïîñëå âîçìîæíîãî îäíîðîäíîãî ñîñòîÿíèÿ çà áûñòðîé âîëíîé ìîæåò ñëåäîâàòü
ìåäëåííàÿ óäàðíàÿ âîëíà.

Âäîëü óäàðíîé àäèàáàòû ìåäëåííîé óäàðíîé âîëíû ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé F , ëåæà-
ùåé íà îòðåçêå OD îñè u2, åå ñêîðîñòü, êîòîðàÿ ñíà÷àëà áûëà ìåíüøå, ÷åì V (F ),
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çàòåì ðàñòåò ïîêà íå ñòàíåò ðàâíîé V (F ). Òîãäà áûñòðàÿ è ìåäëåííàÿ óäàðíûå âîë-
íû áóäóò èìåòü îäèíàêîâûå ñêîðîñòè è ñîñòîÿíèå çà òàêîé ñäâîåííîé âîëíîé äîëæíî
ïðèíàäëåæàòü óäàðíîé àäèàáàòå ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé â íà÷àëå êîîðäèíàò (5), òî åñòü
äîëæíî ëåæàòü íà îñè u1.

Ñêîðîñòü ìåäëåííîé óäàðíîé âîëíû, àäèàáàòà êîòîðîé íà÷èíàåòñÿ â òî÷êå D, ðàâíà
c1(0, u2(D)) < W è ðàñòåò âäîëü óäàðíîé àäèàáàòû ïîêà íå ñðàâíÿåòñÿ â íåêîòîðîé
òî÷êå, ëåæàùåé íà îñè u1 ñî ñêîðîñòüþ èäóùåé âïåðåäè áûñòðîé âîëíû V (D). Ïðè
ýòîì, ïîñêîëüêó V (D) = W , òî ýòî äîëæíà áûòü òî÷êà C, ëåæàùàÿ íà ïåðåñå÷åíèè
îñè u1 ñ îêðóæíîñòüþ (9).

Óäàðíûå àäèàáàòû ìåäëåííûõ âîëí èç âñåõ òî÷åê îòðåçêà OD íåïðåðûâíûì îáðà-
çîì çàïîëíÿþò âñþ îáëàñòü íà ïëîñêîñòè u1, u2 ìåæäó óäàðíîé àäèàáàòîé ìåäëåííîé
âîëíû DC è îñüþ u1.

Òàêèì îáðàçîì, â äèàïàçîíå ñêîðîñòåé W > c0
2 èìååòñÿ åùå îäíî ðåøåíèå àâòîìî-

äåëüíîé çàäà÷è, ñîñòîÿùåå èç ñâåðõáûñòðîãî ôðîíòà çàòâåðäåâàíèÿ è ñëåäóþùèõ çà
íèì áûñòðîé è çàòåì ìåäëåííîé óäàðíûõ âîëí.

Èòàê, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå κ < 0 ïðè W < c0
1 èìååòñÿ îäíî ðåøåíèå, ñîäåð-

æàùåå ìåäëåííûé ôðîíò çàòâåðäåâàíèÿ. Ïðè c0
1 < W < c0

2 ïðè âñåõ u∗1, u
∗
2 ðåøåíèå

åäèíñòâåííî, õîòÿ åãî ñòðîåíèå çàâèñèò îò ýòèõ çíà÷åíèé. Ïðè W > c0
2 ðåøåíèå ìîæåò

áûòü îäíîçíà÷íûì, äâóçíà÷íûì èëè òðåõçíà÷íûì.
Çàìåòèì, ÷òî îáðàçîâàíèå òîãî èëè èíîãî àâòîìîäåëüíîãî ðåøåíèÿ â ñëó÷àå

íååäèíñòâåííîñòè ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü êàê ðåøåíèå, ñôîðìèðîâàâøååñÿ íà íà÷àëü-
íîé íåàâòîìîäåëüíîé ñòàäèè ðàçâèòèÿ, è çàòåì ïðîäîëæàþùååñÿ â òàêîì âèäå ïðè
èçìåíåíèè âðåìåíè â àâòîìîäåëüíîé ôàçå.

Çàìå÷àíèÿ
1. Ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ÷èòàëîñü, ÷òî íà ñòåíêå çàäàíû çíà÷åíèÿ ñäâè-

ãîâûõ äåôîðìàöèé u∗1, u
∗
2. Ñ íèìè îäíîçíà÷íî ñâÿçàíû íàïðÿæåíèÿ íà ñòåíêå σ∗1 è σ∗2.

Êàê ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà (1), σi = fui + O(ε3), ãäå ε � ïîðÿäîê âåëè÷èí ui. Åñëè çà-
äàþòñÿ òàíãåíöèàëüíûå êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ñòåíêè v∗i ïî îòíîøåíèþ ê ñðåäå ïåðåä
ôðîíòîì çàòâåðäåâàíèÿ, òî òî÷íî òàêæå â ãëàâíîì ïîðÿäêå ñ òîé æå ïîãðåøíîñòüþ
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî v∗i =

√
fu∗i , ïîñêîëüêó ñêîðîñòè ðàçðûâîâ è õàðàêòåðèñòèê â

ïðîñòûõ âîëíàõ ñ îøèáêîé ïîðÿäêà ε2 ñîâïàäàþò ñ
√

f . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, åñëè íà
ñòåíêå âìåñòî u∗i çàäàþòñÿ σ∗i èëè v∗i , òî ïîñòàíîâêè ýòèõ çàäà÷ ýêâèâàëåíòíû ñëó÷àþ
çàäàíèÿ u∗i .

2. Åñëè κ = 0, òî çàäà÷à î äâèæåíèè ñðåäû ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíîé. Åå ðåøåíèå ïðè
âñåõ u∗1 è u∗2 ïîâòîðÿåò ïîñòðîåííîå â ðàáîòå ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ìàëûì u1 è
u2.

Çàêëþ÷åíèå
Âîïðîñ, íà êîòîðûé ïîëîæèòåëáíî îòâå÷àåò ïðîâåäåííîå âûøå èññëåäîâàíèå �

ìîæíî ëè, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ íà ôðîíòå çàòâåðäåâàíèÿ, âêëþ÷àþùèå äîïîëíè-
òåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷åííûå ïðè îïðåäåëåííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ïðîöåññàõ,
ïðîèñõîäÿùèõ â ñòðóêòóðå ðàçðûâà, ðåøèòü ôèçè÷åñêè ïîñòàâëåííûå çàäà÷è. Â êà÷å-
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ñòâå ïðèìåðà çäåñü ïðåäñòàâëåíà àâòîìîäåëüíàÿ çàäà÷à, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ñôîðìó-
ëèðîâàíà êàê çàäà÷à î ïîðøíå è êîòîðàÿ, íåñìîòðÿ íà ïðîñòîòó, ñîäåðæèò â âàðèàíòàõ
ðåøåíèé âñå òèïû ôðîíòîâ çàòâåðäåâàíèÿ. Ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå âûøå, íàõîäÿòñÿ ïðè
ëþáûõ ïàðàìåòðàõ, çàäàâàåìûõ ïîñòàíîâêîé çàäà÷è. Ïðè κ < 0 ðåøåíèÿ ïîñòàâëåí-
íîé çàäà÷è â íåêîòîðîé îáëàñòè çàäàíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ïîðøíå îïðåäåëÿåòñÿ
íåîäíîçíà÷íî.

Ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ çàäà÷è ïðîèñõîäèò ñìåíà îäíîãî òèïà ôðîíòà äðóãèì,
ïðè÷åì ýòî ïðîèñõîäèò ïóòåì îáúåäèíåíèÿ èëè ðàçúåäèíåíèÿ ôðîíòà ñ óäàðíîé âîë-
íîé èëè âîëíîé Ðèìàíà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (15-01-00361)
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A.G. Kulikovskii, E.I. Sveshnikova
Elastic medium motion formed when passing throw the solidi�cation front
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