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ОБ УТОЧНЕНИИ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ ДЛЯ
НЕМАТИЧЕСКОГО ЖИДКОГО КРИСТАЛЛА
В ОДНОКОНСТАНТНОМ ПРИБЛИЖЕНИИ

А.Г. Калугин1

В работе рассматриваются краевые условия в модели слабого сцепления вектора ори-
ентации на границе для нематического жидкого кристалла в случае общего положения и
для одноконстантного приближения энергии Франка упругих искажений поля директора.
Показано, что применение одноконстантного приближения является корректным только в
одномерном случае, а для двух- и трехмерных задач оно существенным образом упрощает
граничные условия, при этом по сравнению с общим выражением для энергии Франка
меняется тип краевой задачи.
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In the presented work the boundary conditions for nematic liquid crystal in case of
weak anchoring are studied. The cases of general expression and one-constant approximation
for Frank energy are considered. It is shown that one-constant approximation is correct for
one-dimensional problems only and for two- and three-dimensional one this model simplifies
boundary conditions and changes their type.

Key words: nematic liquid crystals, boundary conditions, one-constant approximation.

1. Нематический жидкий кристалл (НЖК) — среда, молекулы или структурные единицы которой
как правило имеют сильновытянутую форму и в жидкокристаллическом состоянии их длинные оси в
частице сплошной среды располагаются в среднем в одном направлении. Это направление описывается
единичным вектором |~n| ≡ 1 [1]. С учетом свойств симметрии нематика [2] и гипотезы об эквивалентности
направлений ~n и −~n [1,2] в разложении внутренней энергии Франка упругих искажений поля директора
FV = Cijkl∇inj∇knl будут 10 независимых коэффициентов Cijkl [3]. Тождества ni∇jni ≡ 0 и ni∇i n

k =
−[~n, ~rot~n]k, выполняющиеся для единичного вектора, позволяют привести выражение для энергии Франка
к виду, в котором присутствует только четыре независимых коэффициента при производных:

2FV = K1(div~n)2 + K2(~n, ~rot~n)2 + K3|[~n, ~rot~n]|2 + K24∇i(nk∇k ni − nidiv~n) . (1)

Во многих случаях для нематиков рассматривается одноконстантное приближение, когда полагаются
равными объемные коэффициенты в энергии Франка K1 = K2 = K3 = K, обычно близкие по величине
для типичных представителей НЖК [2], слагаемое с K24 при этом не учитывается:

2FV = K∇inj∇inj + K24∇i(nk∇k ni − nidiv~n) . (2)

В ранних работах по жидким кристаллам в качестве краевых условий для директора обычно ис-
пользовалось условие жесткого сцепления, когда ориентация на границе считалась заданной, это также
позволяло отбросить дивергентное слагаемое, не дающее вклад в уравнения внутри объема. В работе [4]
была предложена модель слабого сцепления, в которой направление вектора ориентации на границе на-
ходилось из условия минимума поверхностной энергии. В этом случае граничные условия, полученные,
например, на основе применения вариационного принципа, можно записать в виде [5]:

(
δj
k − njnk

)(
∂FV

∂∇inj
mi +

dFS

dnm
mj

)
= 0 , (3)
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где уравнение (3) спроектировано на нормаль к ~n для исключения неопределенного множителя Лагранжа,
возникающего из-за постоянства длины директора.

2. Выпишем граничные условия общего вида для трех наиболее часто встречающихся случаев, когда
директор направлен вдоль (планарная ориентация) или перпендикулярно (гомеотропная) границе, а FV

задана выражением (1). Пусть НЖК занимает область z 6 0 в декартовых координатах (x, y, z), а компо-
ненты директора зависят от переменных x и z, тогда краевые условия для указанных случаев принимают
вид:

1) ~n = (1, 0, 0), K1(n1
x + n3

z)−K24n
1
x = fS , K2n

2
z = 0;

2) ~n = (0, 1, 0), K2(n1
z − n3

x) + K24n
3
x = 0 , K1(n3

z + n1
x)−K24n

1
x = fS ;

3) ~n = (0, 0, 1), K3n
1
z + K24n

3
x = fS , K3n

2
z = 0.

Здесь fS — поверхностная сила, определяемая из поверхностной энергии, в качестве которой, например,
можно взять выражение 2FS = 2γ+W (1−(~n, ~m)2) [4], где ~m — единичный вектор, составляющий заданный
угол с нормалью к границе, который при этом может вращаться по конусу вокруг нормали. В качестве
примера использования таких условий можно указать работы [6-10].

Аналогичные граничные условия для одноконстантного приближения (2) принимают вид:
1) Kn3

z = fS , n2
z = 0; 2) Kn1

z = 0, Kn3
z = fS ; 3) Kn1

z = fS , Kn2
z = 0.

Из этих соотношений видно, что применение одноконстантного приближения допустимо для одно-
мерных задач, когда все зависит только от одной переменной z. Для двумерных и трехмерных задач это
приближение является некорректным, поскольку может менять тип граничных условий в случае прене-
брежения слагаемым с коэффициентом K24. При учете дивергентного слагаемого для одноконстантного
приближения, например в [11-13], вид граничных условий не меняется по сравнению с общим случаем,
однако оценка величины K24, полученная из этих условий будет отличаться от неодноконстантного при-
ближения. При этом можно привести пример как работ, где в двумерной задаче при одноконстантном
приближении в граничные условия входят касательные производные [14], так и работы, где эти произ-
водные отсутствуют [15-17].

Таким образом корректное применение одноконстантного приближения для неодномерных задач воз-
можно только в случае жесткого сцепления директора с границей. В случае слабого сцепления такая
модель меняет тип граничных условий, поскольку не учитываются касательные к границе производные
директора. Это упрощение, например, не допускает класс периодических решений, рассмотренных в рабо-
тах [6-12] и ряде других. При этом в некоторых случаях можно применять одноконстантное приближение,
выделив дивергентное слагаемое в энергии Франка с отдельным коэффициентом, что сохраняtт тип гра-
ничных условий, однако такой подход дает возможность получения только качественных решений и не
позволяет делать правильные оценки физических величин.

Работа поддержана РФФИ, грант № 15-01-00361.
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