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Ãîëóáÿòíèêîâ Àëåêñàíäð Íèêîëàåâè÷ � ïðîôåññîð êàôåäðû ãèäðîìåõàíèêè ÌÃÓ, âå-
äóùèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê ÍÈÈ ìåõàíèêè ÌÃÓ, äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê
(1999), ñïåöèàëèñò øèðîêîãî ïðîôèëÿ â îáëàñòè ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû. Èìååò 316
íàó÷íûõ ïóáëèêàöèé, âêëþ÷àÿ 8 ìîíîãðàôèé, äâå � íà àíãëèéñêîì.

Â ïðèáëèæåíèè ¾ìåëêîé âîäû¿ ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ðàñïðîñòðàíåíèè íåëèíåé-
íûõ âîëí ìàëîé àìïëèòóäû â òîíêîì ñëîå ïàðàìàãíèòíîé æèäêîñòè ïåðåìåííîé òîëùèíû
â íåîäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå. Âûâåäåíû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è ðàçâèò òî÷íûé ìå-
òîä ðåøåíèÿ çàäà÷è ñî ñëàáûì ðàçðûâîì, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ðåøàåòñÿ çàäà÷à î ñëàáîé
óäàðíîé âîëíå. Ðàññìîòðåí ïðèìåð ðàâíîâåñíîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ.

1. Óðàâíåíèÿ ìåëêîé âîäû. Îãðàíè÷èìñÿ àíàëèçîì ïëîñêîé çàäà÷è. Ïóñòü y =
ζ(x, t) è y = −h(x, t) � ôîðìû âåðõíåé è íèæíåé ïîâåðõíîñòåé ñëîÿ ïî îòíîøåíèþ ê ïî-
ñòîÿííîìó ãðàâèòàöèîííîìó ïîëþ g. Ôóíêöèÿ h(x, t) ñ÷èòàåòñÿ çàäàííîé. Êàê èçâåñòíî
[1, 2], óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìåëêîé âîäû ìîãóò áûòü âûâåäåíû â ïðåäïîëîæåíèè ìàëî-
ñòè îòíîøåíèÿ òîëùèíû ñëîÿ è õàðàêòåðíîé äëèíû âîëíû ε = (ζ + h)/λ ≤ 1. Ìàãíèòíàÿ
ïðîíèöàåìîñòü µ ñ÷èòàåòñÿ êóñî÷íî ïîñòîÿííîé, ïðè÷åì µ = 1 âíå ñëîÿ. Òàêèì îáðàçîì,
äâèæåíèå æèäêîñòè è ìàãíèòíîå ïîëå îêàçûâàþòñÿ ñâÿçàííûìè òîëüêî êðàåâûìè óñëîâè-
ÿìè íà ïîâåðõíîñòè ñëîÿ [3].

Ïî âåðòèêàëè ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ, êîòîðîå îïðåäåëÿåò äàâëåíèå

p = p1(x, t)− ρg(y − ζ).

Íîðìàëü íà ïîâåðõíîñòè ñëîÿ ñ ó÷åòîì ÷ëåíîâ ïîðÿäêà ε åñòü n = (−ζx, 1), êàñàòåëüíûé
âåêòîð τ = (1, ζx). Íèæíèé èíäåêñ x îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ.

Äàâëåíèå âûøå ñëîÿ ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì íóëþ. Òîãäà ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ p1 ñ ó÷å-
òîì óñëîâèé [Hτ ] = 0 è [µHn] = 0 îïðåäåëÿåòñÿ ñêà÷êîì íîðìàëüíî-íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿ-
þùåé òåíçîðà ìàêñâåëëîâñêèõ íàïðÿæåíèé

p1 =
1

8π

[
µ(H2

n −H2
τ )

]1

0
= −µ− 1

8πµ
((H0

n)2 + µ(H0
τ )2) < 0. (1)

Íóëåì îáîçíà÷åíî ñîñòîÿíèå âíå ñëîÿ, åäèíèöåé � âíóòðè. Ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå íå
ó÷èòûâàåòñÿ. Àíàëèç ïîâåäåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ðåãóëÿðíîãî â îêðåñòíîñòè ñëîÿ, ïîêà-
çûâàåò, ÷òî âíåøíåå èñêàæåíèå ïîëÿ òîíêèì ñëîåì ïðîÿâëÿåòñÿ òîëüêî â ÷ëåíàõ ïîðÿäêà
ε2. Ýòî ÿâíî ìîæíî âèäåòü íà ïðèìåðå ñïëþñíóòîãî ýëëèïñà (èëè ýëëèïñîèäà [4]). Òà-
êèì îáðàçîì, â âûðàæåíèå (1), êîòîðîå âû÷èñëÿåòñÿ ñ ó÷åòîì ÷ëåíîâ ïîðÿäêà ε, íàðÿäó ñ
ìàëûìè îòêëîíåíèÿìè ïîâåðõíîñòè âîéäåò òîëüêî âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå.

Ïóñòü ïîòåíöèàë ìàãíèòíîãî ïîëÿ H = (H1, H2) = ∇χ (∆χ = 0) ðàâåí

χ = a0(x, t) + a1(x, t)y − a0(x, t)xxy
2/2 + . . . .
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Òîãäà
p1 =

1

8π

(
[1/µ](a2

1 − 2a1(ζa0,x)x)− [µ](a2
0,x + 2a0,x(ζa1)x)

)

Âûáîð ñòåïåíè ïðèáëèæåíèÿ ñâÿçàí ñ ïîñëåäóþùèì äôôåðåíöèðîâàíèåì p1 ïî x. Åñëè
p1,x = 0, íàïðèìåð ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì, íî ïîñòîÿííîì âíåøíåì ïîëå, òî íåîáõîäèìî
ó÷èòûâàòü èìåííî ÷ëåíû ïåðâîãî ïîðÿäêà. Äàëåå ìû îñòàíîâèìñÿ íà áîëåå ïðîñòîì ñëó÷àå
ïåðåìåííîãî ïîëÿ, êîãäà

p1 =
1

8π

(
[1/µ](H0

2 )2 − [µ](H0
1 )2

)
.

Òðàäèöèîííûé ïîäõîä ê âû÷èñëåíèþ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ÷ëåíîâ â ðàìêàõ èäåàëüíîé
íåñæèìàåìîé îäíîðîäíîé æèäêîñòè [1, 2] ñ ó÷åòîì çàäàííîé ïåðåìåííîé ãëóáèíû h(x, t)
(îáû÷íî ýòîò ôàêòîð âîîáùå íå ðàññìàòðèâàåòñÿ) äàåò äëÿ ñðåäíåé ïî òîëùèíå ñëîÿ ñêî-
ðîñòè ïðîäîëüíîãî äâèæåíèÿ v è òîëùèíû ñëîÿ ζ + h ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ

(ζ + h)t + ((ζ + h)v)x = 0, vt + vvx + g ζx = −p1,x/ρ, (2)

ãäå ρ � ïëîòíîñòü æèäêîñòè.
Àíàëîãè÷íî ìîæíî âûâåñòè è óðàâíåíèÿ ìåëêîé âîäû äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé çàäà÷è.
Ïîëåçíî ââåñòè ìàññó m ó÷àñòêà ñëîÿ, îòñ÷èòûâàåìóþ, íàïðèìåð, îò ïîäâèæíîé ñòåíêè

(ïîðøíÿ), êàê íåçàâèñèìóþ ëàãðàíæåâó ïåðåìåííóþ, âõîäÿùóþ â ôóíêöèþ x(t,m). Òîãäà
ïåðâîå óðàâíåíèå (2) äàåò ρ(ζ + h) = 1/xm è v = xt. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

xtt +

(
g

2ρx2
m

)

m

= ghx − p1,x/ρ. (3)

Âàæíî, ÷òî óðàâíåíèå (3) èìååò âèä óðàâíåíèÿ Ýéëåðà Λx − (Λxt)t − (Λxm)m = 0, ãäå

Λ =
x2

t

2
− g

2ρxm

+ gh(x, t)− p1(x, t)/ρ,

ò.å. äîïóñêàåò ëàãðàíæèàí, êîòîðûé áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ äàëåå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è î
ñëàáîì ðàçðûâå.

Óñëîâèÿ íà ñèëüíûõ ðàçðûâàõ (ðàçðûâàõ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ çàêîíà äâèæåíèÿ x(t,m))
ïðè îòñóòñòâèè ñîñðåäîòî÷åííûõ ïðèòîêîâ ìàññû, èìïóëüñà èëè ýíåðãèè ñëåäóþò èç âè-
äà Λ [3]. Ïóñòü t = T (m) � âðåìÿ äâèæåíèÿ ðàçðûâà ïî ìàññå. Ââåäåì óäàðíîå âðåìÿ
τ = t− T (m), ðàâíîå íóëþ íà ðàçðûâå. Òîãäà â ïåðåìåííûõ τ, m èìååì

xt = xτ , xm(t, m) = xm(τ, m)− T ′(m)xτ , Λ = Λ(τ, T (m), x, xτ , xm).

Îòìåòèì, ÷òî â ýòèõ ïåðåìåííûõ äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî m íà ðàçðûâå ñîõðàíÿåò íåïðå-
ðûâíîñòü äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè.

Íà ñèëüíîì ðàçðûâå
[x]10 = 0, [Λxτ ]

1
0 = 0. (4)

Ñîñòîÿíèå 0 ðàñïîëîæåíî ïåðåä ðàçðûâîì, 1 � çà íèì.
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Ê ýòèì óñëîâèÿì íàäî äîáàâèòü åùå íåðàâåíñòâî, ñâÿçàííîå â òåîðèè ìåëêîé âîäû ñ
ïîòåðåé ýíåðãèè [1],

[xτΛxτ − Λ] ≤ 0.

Ôóíêöèÿ T (m) íà ñèëüíîì ðàçðûâå òàêæå ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé. Â ñëó÷àå ñëàáîãî ðàçðû-
âà, êîòîðûé âñåãäà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñêîðîñòüþ (ñêîðîñòüþ çâóêà),
äâèæåíèå ðàçðûâà ïî èçâåñòíîìó ôîíó èçâåñòíî. Â ýòîì ñëó÷àå èìåþò ìåñòî ðàçðûâû
âòîðûõ èëè áîëåå âûñîêèõ ïðèçâîäíûõ ôóíêöèè x(t,m), âåëè÷èíû êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ
óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ è èõ äèôôåðåíöèàëüíûìè ïðîäîëæåíèÿìè (òðàíñïîðòíûìè óðàâ-
íåíèÿìè [5]).

2. Ðàçðûâû ìàëîé àìïëèòóäû. Ðàññìîòðèì êëàññ ðåøåíèé óðàâíåíèé (3) ñî ñëàáûì
ðàçðûâîì, ñîçäàâàåìîì àíàëèòè÷åñêèì äâèæåíèåì ïîðøíÿ âèäà

xp(t) = x0(t, 0) + α2t
2/2 + α3t

3/6 + . . . .

Ðàçðûâ äâèæåòñÿ ïî èçâåñòíîìó, âîîáùå ãîâîðÿ, íåñòàöèîíàðíîìó ôîíó x0(t,m), îòâå÷à-
þùåìó íåêîòîðîìó ÷àñòíîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (3).

Â ðàáîòå [6] â ðàìêàõ èäåàëüíîé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè áûë ðàçâèò ìåòîä ðåøåíèÿ
çàäà÷ ñî ñëàáûì ðàçðûâîì, äâèæóùèìñÿ ïî ïðîèçâîëüíîìó ôîíó. Çäåñü ìû èçëîæèì ýòîò
ìåòîä â ëàãðàíæåâîé ôîðìå, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíûì óïðîùåíèÿì. Èñïîëüçóåì
îáîçíà÷åíèÿ v = xτ è w = xm(τ, m).

Îïðåäåëåíèå ñêîðîñòè çâóêà ôîíà 1/T ′
0 åñòü Λ0

vv = 0. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Λ0
vw > 0

è Λ0
vvv < 0 (íîðìàëüíûé ãàç [7]). Ïóñòü α2 6= 0. Òîãäà ðåøåíèå ïåðâîãî òðàíñïîðòíîãî

óðàâíåíèÿ (óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè [5]) îïðåäåëÿåò ñêà÷îê óñêîðåíèÿ æèäêîñòè íà ðàçðûâå

1

[vτ ]
= (Λ0

vw)1/2 exp

m∫

0

(Λvv)
0
τdm

Λ0
vw


C2 +

m∫

0

Λ0
vvv

2(Λ0
vw)3/2

exp


−

m∫

0

(Λvv)
0
τdm

Λ0
vw


 dm


 . (5)

Îòìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà ñêà÷êà óñêîðåíèÿ ïîðÿäêà åäèíèöû, õîòÿ ñêà÷îê ñêîðîñòè òî÷íî
ðàâåí íóëþ. Âñå ïîñëåäóþùèå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ ñêà÷êà çàêîíà äâèæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì τ
îïðåäåëÿþòñÿ ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè â êâàäðàòóðàõ.

Ïîñòîÿííàÿ C2 ñâÿçàíà ñî çíà÷åíèåì íà÷àëüíîãî óñêîðåíèÿ ïîðøíÿ α2 6= 0 è ñîñòîÿíè-
åì ôîíà. Åñëè α2 < 0, òî ñêà÷îê óñêîðåíèÿ âñåãäà îòðèöàòåëåí. Åñëè æå α2 > 0, òî èìååòñÿ
âîçìîæíîñòü óõîäà ñêà÷êà óñêîðåíèÿ â áåñêîíå÷íîñòü çà êîíå÷íîå âðåìÿ (îïðîêèäûâà-
íèå ñëàáîãî ðàçðûâà). Âàæíî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà (5) íå ñîäåðæèò ÿâíî ïàðàìåòðîâ
âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ãëóáèíû ñëîÿ, êîòîðûå âõîäÿò òîëüêî ÷åðåç ïðîèçâîäíûå v0

è w0 çàêîíà äâèæåíèÿ ôîíà.
Ñëó÷àþ α2 = 0 îòâå÷àåò îñîáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè [vτ ] = 0. Òîãäà ïðè α3 6= 0

èìååì
[vττ ] =

C3

(Λ0
vw)1/2

exp


−

m∫

0

(Λvv)
0
τdm

Λ0
vw




è ò.ä.
Ïóñòü òåïåðü èìååòñÿ ìàëàÿ ïî îòíîøåíèþ ê ñêîðîñòè çâóêà ôîíà îòíîñèòåëüíàÿ íà-

÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ïîðøíÿ α1 > 0, êîòîðàÿ ñîçäàåò ñëàáóþ óäàðíóþ âîëíó. Òîãäà, ëèíåàðè-
çóÿ âòîðîå óñëîâèå íà ðàçðûâå (4), íàéäåì ïîïðàâêó ê âåëè÷èíå T ′

0, îòâå÷àþùåé ñêîðîñòè
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óäàðíîé âîëíû,
δT ′ = − Λ0

vvv

2Λ0
vvT ′

[v]

Çàòåì, ëèíåàðèçóÿ óðàâíåíèå äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ìàëîãî ñêà÷êà ñêîðîñòè [v] íà
ðàçðûâå, ðåøàÿ ñîîòâåòñòâóþùåå ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå è èñïîëüçóÿ (5),
ïîëó÷èì

[v] =
C1

(Λ0
vw)1/2

exp

m∫

0

(Λvv)
0
τ

2Λ0
vw

dm

∣∣∣∣∣∣
1 +

m∫

0

Λ0
vvv

2C2(Λ0
vw)3/2

exp


−

m∫

0

(Λvv)
0
τdm

Λ0
vw


 dm

∣∣∣∣∣∣

−1/2

. (6)

Ïîñòîÿííàÿ C1 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç α1.
Ôîðìóëà (6) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ïîëîæèòåëüíîì C2 âìåñòå ñ îïðîêèäûâàíèåì ñëàáîãî

ðàçðûâà, êîãäà vτ → ∞, ñêîðîñòü v òàêæå íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò ïðè ëþáîì C1 > 0, ÷òî
ãîâîðèò î òîì, ÷òî óäàðíàÿ âîëíà ñòàíîâèòñÿ ñèëüíîé, è äàííàÿ òåîðèÿ òðåáóåò ñóùåñòâåí-
íîé êîððåêòèðîâêè.

3. Äâèæåíèå ðàçðûâîâ ïî ñòàòè÷åñêîìó ôîíó. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ðàçðûâîâ
ìàëîé àìïëèòóäû ïî ñòàòè÷åñêîìó ôîíó, v0 = 0. Òîãäà â ôîðìóëàõ (5), (6) ìîæíî îïóñòèòü
âñå ïðîèçâîäíûå îò ôîíà ïî τ . Óäîáíî ïåðåéòè ê ïåðåìåííîé x, ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå
w dm = dx. Óðàâíåíèå (2) äàåò

ρgζ0 + p1 = C0, w0 =
g

C0 − p1 + ρgh
. (7)

Òàêèì îáðàçîì, ðàâíîâåñíàÿ ôîðìà ïîâåðõíîñòè èñêàæàåòñÿ òîëüêî âíåøíèì ìàãíèò-
íûì ïîëåì, ïðè÷åì ðîñò ïîëÿ íåçàâèñèìî îò ãëóáèíû âñåãäà óâåëè÷èâàåò âåðõíèé óðîâåíü
æèäêîñòè.

Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ ëàãðàíæèàíà

Λ =
v2

2
− g

2ρ(w − T ′
0v)

+ gh(x)− p1(x)/ρ

ïðè v = 0 äàåò

Λ0
vw = gT ′

0/(ρw3), Λ0
vvv = −3g(T ′

0)
3/(ρw4

0), T ′
0 = (ρw3

0/g)1/2.

Òîãäà äëÿ óñêîðåíèÿ æèäêîñòè íà ñëàáîì ðàçðûâå ïîëó÷èì

vτ = (g/ρ)w
3/4
0


C2 −

x∫

xp(t)

(3/2)w
7/4
0 dx



−1

,

à äëÿ ñêîðîñòè íà ñëàáîé óäàðíîé âîëíå �

v = 1(ρ/g)1/4w
3/4
0

∣∣∣∣∣∣∣
1−

x∫

xp(t)

(3/(2C2))w
7/4
0 dx

∣∣∣∣∣∣∣

−1/2

.
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Àíàëèç ýòèõ ôîðìóë ïîêàçûâàåò, ÷òî ìîæåò òàêæå âîçíèêàòü îñîáåííîñòü, ñâÿçàííàÿ ñ
îáðàùåíèåì â íîëü çíàìåíàòåëÿ óäåëüíîãî îáúåìà w0 (7) ïðè âûõîäå ðàçðûâà íà íóëåâóþ
òîëùèíó ñëîÿ ζ0 + h = 0. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè îòðèöàòåëüíîì óñêîðåíèè ïîðøíÿ,
ïðîïîðöèîíàëüíîì C2. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïðîñëåäèòü çà ïðîöåññîì çàòóõàíèÿ óäàðíîé
âîëíû [6, 7]. Ïðè ïîëîæèòåëüíîì C2 åùå äî ýòîãî ñîáûòèÿ ïðîèçîéäåò îïðîêèäûâàíèå ñëà-
áîãî ðàçðûâà, ïðè ýòîì òåîðèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñëàáîé óäàðíîé âîëíû ñòàíîâèòñÿ íåïðè-
ìåíèìîé. Èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ íà ýòè ïðîöåññû ôàêòè÷åñêèõ êîíôèãóðàöèé ìàãíèòíîãî
ïîëÿ H è èçìåíåíèÿ ãëóáèíû ñëîÿ æèäêîñòè h ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (No, No 15-01-00361, 17-01-00037).
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