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В приближении стоксовой пленки исследуется нестационарное растекание тонкого слоя тяжелой
вязкой жидкости вдоль горизонтальной супергидрофобной поверхности. Рассматривается режим
принудительного, вызванного массоподводом, растекания. Исследуется плоскопараллельное тече-
ние вдоль главного направления тензора скольжения супергидрофобной поверхности, когда соот-
ветствующая компонента является степенной функцией пространственной координаты. Получено
уравнение толщины пленки с учетом поверхностного натяжения, зависящего от пространственной
координаты. Решена задача групповой классификации. Для специального вида коэффициента по-
верхностного натяжения построены автомодельное и инвариантное решения для соответственно
степенного и экспоненциального по времени законов массоподвода. Проведено сравнение полу-
ченных решений с решениями для случая отсутствия поверхностного натяжения. Показано, что по-
верхностное натяжение оказывает существенное влияние на характер растекания.
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ВВЕДЕНИЕ
Для анализа математических моделей, описы-

вающих различные физические процессы, важ-
ной является задача нахождения точных решений
таких уравнений [1, 2]. Автомодельные решения
задачи о растекании стоксовой пленки от локали-
зованного источника в поле силы тяжести с усло-
вием прилипания были исследованы во многих
работах. Были рассмотрены стационарные тече-
ния на горизонтальных [3] и наклонных [4] плос-
костях, а также на конических поверхностях [5].
Нестационарное растекание стоксовой пленки
было рассмотрено в работах [6, 7]. В работе [8]
было исследовано течение сильновязкой жидко-
сти между слоями более легкой и более тяжелой
жидкостей. В работе [9] в приближении стоксо-
вой пленки было исследовано нестационарное
растекание тонкого слоя тяжелой вязкой жидко-
сти вдоль горизонтальной супергидрофобной по-
верхности при заданном локализованном массо-
подводе и с условием проскальзывания Навье
[10, 11]. В работе [9] было также получено эволю-
ционное уравнение для толщины пленки, рас-
смотрен режим принудительного растекания и
исследовано автомодельное решение. Поверх-
ностным натяжением в указанных выше работах
пренебрегают.

В данной работе рассмотрена задача растека-
ния тонкого слоя тяжелой вязкой жидкости вдоль
горизонтальной супергидрофобной поверхности
с учетом поверхностного натяжения. Получено
уравнение для толщины пленки тяжелой вязкой
жидкости, движущейся плоскопараллельно вдоль
горизонтальной супергидрофобной поверхности.
Найдены симметрии полученного уравнения и
для коэффициента поверхностного натяжения
указан вид зависимости его от координаты, при
котором происходит максимальное расширение
алгебры Ли операторов симметрии. Получены и
исследованы инвариантные решения. Проведено
сравнение полученных решений с решениями
для случая отсутствия поверхностного натяже-
ния.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Следуя работе [9], можно получить уравнение
толщины пленки тяжелой вязкой жидкости, дви-
жущейся вдоль горизонтальной супергидрофоб-
ной поверхности, в предположении переменного
коэффициента поверхностного натяжения. Оно
имеет следующий вид
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(1)

Уравнение (1) записано в безразмерных перемен-
ных. Здесь  – толщина пленки,  –
эффективная длина скольжения в направлении
растекания,  – коэффициент поверх-
ностного натяжения. Отметим, что условие при-
липания соответствует случаю , а граничное
условие при отсутствии трения – случаю 
[12]. Как и в работе [9] будем рассматривать су-
пергидрофобные поверхности, для которых

, , , где  – безразмерное рас-
стояние до источника массоподвода.

Для нахождения формы поверхности  ис-
пользуется интегральное условие, следующее из
закона массоподвода, и условие равенства нулю
толщины пленки на переднем фронте

(2)

Здесь  – заданный закон массоподвода,
 – координата переднего фронта.

ГРУППОВАЯ КЛАССИФИКАЦИЯ
Операторы симметрии уравнения (1) ищем в

виде

где , , . Ис-
пользуя критерий инвариантности [2], получаем
следующую систему определяющих уравнений
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Здесь , а нижние индексы обо-
значают операцию дифференцирования по соот-
ветствующей переменной.

Анализ решения системы определяющих урав-
нений показывает, что ядро операторов симмет-
рии состоит из оператора симметрии

При специальном виде функции ,
 ядро операторов симметрии расширя-

ется оператором симметрии

ВИДЫ ИНВАРИАНТНЫХ РЕШЕНИЙ
Рассмотрим оператор симметрии вида

, . В зависимости от пара-
метров  и  инварианты группы преобразова-
ний, соответствующей оператору симметрии ,
имеют следующий вид

Соответствующие инвариантные решения имеют
вид

(3)
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(4)

(5)

Инвариантное решение вида (5) в дальнейшем
не рассматривается, так как для него не выполня-
ется условие на переднем фронте в условиях (2).

АВТОМОДЕЛЬНОЕ РЕШЕНИЕ

Рассмотрим инвариантное решение (3), соот-
ветствующее случаю , и положим .
Оно имеет следующий вид

(6)

Инвариантное решение (6) является автомо-
дельным, так как соответствующий ему оператор
симметрии задает однопараметрическую группу
неоднородных растяжений [2].

Согласно (2) объем жидкости (приходящийся
на единицу длины по размаху), ограниченный
формой поверхности пленки, вычисляется следу-
ющим образом

Так как , то  является постоянной ве-
личиной. Тогда закон массоподвода в пленку бу-
дет степенным по времени и его можно записать
в виде

(7)

Значение константы  выбирается так, чтобы ав-
томодельная координата переднего фронта 
равнялась единице. Тогда константа  определя-
ется выражением

(8)

Подставляя выражение (6) в уравнение (1), по-
лучаем следующее обыкновенное дифференци-
альное уравнение
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Подставляя выражения для  и  из (3) в по-
следнее соотношение в (7), находим

(10)

Отметим, что в силу того, что , из соотно-
шений (10) следует выполнение следующих нера-
венств

Обыкновенное дифференциальное уравнение
(9) имеет четвертый порядок. Точка , в кото-
рой  (условие на переднем фронте), явля-
ется особой точкой этого уравнения. Найдем вид
решения в окрестности особой точки. Для этого в
уравнении (9) выделим слагаемые, имеющие
главный порядок. Тогда соответствующее укоро-
ченное уравнение имеет следующий вид

(11)
Решение укороченного уравнения ищем в виде

(12)

где , ,  – постоянные величины. Подставляя
выражение (12) в укороченное уравнение (11) и
выделяя слагаемые главного порядка, получаем

(13)

Тогда из (13) находим

Таким образом, мы получили, что в окрестности
особой точки

(14)

Исследуем поведение решения уравнения (9)
при , считая что порядок величины 
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больше порядка величины . Для этого в уравне-
нии (9) выделим слагаемые, имеющие главный
порядок. Тогда соответствующее укороченное
уравнение имеет следующий вид

(15)

Решение укороченного уравнения ищем в виде

(16)

где ,  – постоянные величины. Подставляя
выражение (16) в укороченное уравнение (15) и
выделяя слагаемые главного порядка, получаем

(17)

Из (17) находим показатель степени

(18)

Откуда следует, что при  показатель степе-
ни удовлетворяет неравенству  и инте-
грал в (8) определен, а при  показатель
степени удовлетворяет неравенству  и инте-
грал в (8) не определен. Таким образом, при

 автомодельное решение задачи не
существует.

Уравнение (9) решалось численно с использо-
ванием метода Рунге–Кутта четвертого порядка
точности. Разложение (14) было использовано в
численных расчетах для того, чтобы снести гра-
ничное условие из особой точки на сколь угодно
малое расстояние в точку . Разложение (16),
(18) использовалось при вычислении интеграла
в (8). Значение константы  в законе движения
переднего фронта находилось методом ”стрель-
бы” с использованием итераций, продолжаю-
щихся до тех пор, пока с заданной точностью не
выполнялся интегральный закон сохранения
массы в пленке.

Вычисленные значения множителя  в законе
движения переднего фронта пленки для супер-
гидрофобной поверхности c величиной про-
скальзывания в направлении растекания пленки,
заданной формулой  представлены в
таблице 1.

На рис. 1 представлены результаты численного
решения уравнения (9) при значении параметра
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массоподвода  и нескольких значениях па-
раметров массоподвода , проскальзывания  и
поверхностного натяжения .

Из рис. 1 видно, что при фиксированном зна-
чении параметра  графики формы поверхности
пленки, при увеличении значения параметра 
располагаются ближе к горизонтальной оси .
Поскольку из таблицы 1 следует рост постоянной

 при увеличении параметра , то за одно и то же
время передний фронт пленки проходит при
больших значениях параметра  большее рассто-
яние, чем при малых значениях.

ИНВАРИАНТНОЕ РЕШЕНИЕ
Рассмотрим инвариантное решение (4), соот-

ветствующее случаю , . Оно имеет
следующий вид

(19)

Значение константы  выбирается так, чтобы ко-
ордината переднего фронта  равнялась
единице. Аналогично случаю автомодельного ре-
шения получаем, что закон массоподвода в плен-
ку можно записать в виде

(20)

Подставляя выражение (19) в уравнение (1),
получаем следующее обыкновенное дифферен-
циальное уравнение

(21)

Аналогично случаю автомодельного решения,
из соотношений (20) находим

Как и в случае автомодельного решения, по-
стоянная  находилась из соотношения (8).
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Таблица 1
10 10 10 5 5 5 1 1 1
1.5 1 0.6 1.5 1 0.6 1.5 1 0.6
1.209 1.284 1.351 0.961 1.030 1.098 0.433 0.479 0.535

K
γ
C



ВЕСТНИК НАЦИОНАЛЬНОГО ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОГО ЯДЕРНОГО УНИВЕРСИТЕТА “МИФИ”  том 5  № 6  2016

ВЛИЯНИЕ ПОВЕРХНОСТНОГО НАТЯЖЕНИЯ 493

Обыкновенное дифференциальное уравнение
(21) имеет четвертый порядок. Точка , в ко-
торой  (условие на переднем фронте), яв-
ляется особой точкой этого уравнения. Найдем
вид решения в окрестности особой точки. Для
этого в уравнении (21) выделим слагаемые, имею-
щие главный порядок. Тогда соответствующее
укороченное уравнение имеет следующий вид

(22)

Решение укороченного уравнения ищем в виде

(23)

где , ,  – постоянные величины. Подставляя
выражение (23) в укороченное уравнение (22) и
выделяя слагаемые главного порядка, получаем

(24)

Тогда из (24) находим

Таким образом, мы получили, что в окрестности
особой точки

(25)

Исследуем поведение решения уравнения (21)
при , считая что порядок величины 

η = 1
=(1) 0F
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/
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4 3
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5
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BK

η � 1 η( )F

больше порядка величины . Для этого в уравне-
нии (21) выделим слагаемые, имеющие главный
порядок. Тогда соответствующее укороченное
уравнение имеет следующий вид

(26)

Решение укороченного уравнения ищем в виде

(27)

где ,  – постоянные величины. Подставляя
выражение (27) в укороченное уравнение (26) и
выделяя слагаемые главного порядка, получаем

(28)

Из (28) находим показатель степени

(29)

Откуда следует, что при  показатель степе-
ни удовлетворяет неравенству  и инте-
грал в (20) определен, а при  показа-
тель степени удовлетворяет неравенству  и
интеграл в (20) не определен. Таким образом, при
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Рис. 1. Функция : , сплошная линия – , штриховая линия – , пунктирная линия – , а)
, б) .
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Таблица 2
10 10 10 5 5 5 1 1 1
1.5 1 0.6 1.5 1 0.6 1.5 1 0.6
1.424 1.620 1.904 0.102 1.256 1.479 0.453 0.519 0.615
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 инвариантное решение задачи не су-
ществует.

Разложения (25) и (27), (29) были применены
при численном решении уравнения (21). Исполь-
зованная численная процедура аналогична про-
цедуре, описанной для случая автомодельного ре-
шения.

Вычисленные значения множителя  в законе
движения переднего фронта пленки для супер-
гидрофобной поверхности c величиной про-
скальзывания в направлении растекания пленки,

< ≤0 1/2K

C

заданной формулой  представлены в
таблице 2.

На рис. 2 представлены некоторые результаты
численного решения уравнения (21) для A = 1.
Как и в случае степенного закона массоподвода,
передний фронт пленки вдоль супергидрофобной
поверхности за одно и то же время при больших
значениях параметра  проходит большее рас-
стояние, чем при малых значениях.

СРАВНЕНИЕ РЕШЕНИЙ 
С УЧЕТОМ И БЕЗ УЧЕТА 

ПОВЕРХНОСТНОГО НАТЯЖЕНИЯ
На рис. 3 при заданных параметрах задачи

представлены графики автомодельных решений
уравнения (1) с учетом поверхностного натяже-
ния и без его учета (см. [9]).

На рис. 4 для соответствующих решений пред-
ставлено их поведение в окрестности точки ,
которая является особой для обоих случаев.
Структуры соответствующих течений существен-
но различаются, что вызвано влиянием поверх-
ностного натяжения на растекание пленки.

Передний фронт пленки проходит за одно и
то же время различные расстояния в случаях, ко-
гда учитывается и не учитывается поверхностное
натяжение. Чтобы сравнить эти расстояния, нуж-
но знать значения константы . При значении
параметра  постоянная  в случае
учета поверхностного натяжения и  в
случае отсутствия поверхностного натяжения.
Таким образом, для случая представленного на
рис. 3, передний фронт пленки, растекающейся

δ= .( ) 0 5b x x

K

η = 1

C
= 10K = .1 146C

= .0 862C

Рис. 2. Функция : , сплошная линия – , штриховая линия – , пунктирная линия – , а)
, б) .
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по супергидрофобной поверхности с учетом по-
верхностного натяжения движется быстрее, чем
передний фронт пленки, растекающейся по су-
пергидрофобной поверхности без поверхностно-
го натяжения.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе показано, что учет поверхностного
натяжения при специальном выборе коэффици-
ента поверхностного натяжения приводит к из-
менению режима течения по сравнению со случа-
ем отсутствия поверхностного натяжения. Коэф-
фициент поверхностного натяжения выбирался
из условия сохранения автомодельности задачи,
что позволило провести сравнение с уже извест-
ным автомодельным решением для случая отсут-
ствия поверхностного натяжения. Для более пол-
ного исследования влияния поверхностного на-
тяжения на режим растекания вязкой жидкости
необходимо решать неизотермическую задачу,
что позволит определить коэффициент поверх-
ностного натяжения, считая его зависящим от
температуры.

Работа выполнена при финансовой поддержке
грантов РФФИ № 15-01-00361, 15-01-04677.
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Abstract—Unsteady plane–parallel spreading of a thin layer of a heavy viscous f luid along a horizontal supe-
rhydrophobic surface is studied in the Stokes film approximation. The spreading regimes induced by mass
supply are considered. A plane–parallel f low along the principal direction of the slip tensor of the superhy-
drophobic surface is studied, when the corresponding slip tensor component is a power function of the spatial
coordinate. An evolution equation for the film thickness is derived taking into account the surface tension de-
pendence on the spatial coordinate. The group classification problem is solved. Self-similar and invariant
solutions are constructed for power and exponent time dependences on mass supply respectively at a special
form of the surface tension coefficient. The surface tension is shown to have a significant influence on the
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