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ВВЕДЕНИЕ

В безразмерных переменных система уравне-
ний одномерной мелкой воды над неровным
дном имеет следующий вид [1]

 (1)

Здесь ,  – профиль дна, 
– средняя по глубине горизонтальная скорость,

 – отклонение свободной поверхности.

В работе [2] было найдено, что система уравне-
ний мелкой воды с профилем дна  может
быть линеаризована в характеристических пере-
менных. Позже в работе [3] было показано, что в
этом случае исходная система уравнений (1) то-
чечной заменой переменных может быть приве-
дена к виду

 (2)

который формально получается отбрасыванием
нелинейных слагаемых в системе уравнений (1).

Классы точных решений линейной системы
уравнений (2) приведены в работах [4, 5].

В настоящей работе найдены все гидродина-
мические законы сохранения для всевозможных
профилей дна, решена задача групповой класси-
фикации, построены примеры инвариантных ре-
шений.
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ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ
Будем искать гидродинамические законы со-

хранения системы уравнений (1) в виде пары
функций , , тождественно
удовлетворяющих уравнению

 (3)
на решениях системы уравнений (1). Здесь

– операторы полной производной по соответ-
ствующей координате.

Замечание 1. Отметим, что оба уравнения си-
стемы уравнений (1) имеют вид (3). Соответству-
ющие два базовых закона сохранения

 (4)

имеют смысл законов сохранения импульса и
массы.

Замечание 2. Из (3) следует, что ,
 и ,  также являются

законами сохранения для произвольных функ-
ции  и постоянной . В дальнейшем за-
коны сохранения будем находить с точностью до
выписанных выше слагаемых и постоянного
множителя.

Используя выражение (3) и систему уравне-
ний (1), можно получить следующую переопре-
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деленную систему уравнений на искомые функ-
ции  и 

 (5)

Исключая из системы уравнений (5) функцию ,
можно получить систему уравнений для определе-
ния функции . Запишем ее в следующем виде

(6)

Систему уравнений (6) можно исследовать на
совместность. Приведем результаты этого иссле-
дования.

1. Случай произвольной функции . В этом
случае решение системы уравнений (5) имеет вид

 (7)

Здесь , ,  – произвольные постоянные.

В силу замечаний 1 и 2, из решения (7) нахо-
дим новый закон сохранения

дополняющий базовые законы сохранения (4).

2. Случай линейной функции . В
этом случае решение системы уравнений (5) име-
ет вид
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Здесь , ;  – произвольная
постоянная; ,  – произ-
вольное решение системы уравнений

3. Случай , . В этом
случае решение системы уравнений (5) имеет вид

(8)

Здесь , , , ,  – произвольные постоян-
ные.

Из решения (8) находим, что в рассматривае-
мом случае существуют два дополнительных за-
кона сохранения

и
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4. Случай , . В этом
случае решение системы уравнений (5) имеет вид

(9)

Из решения (9) находим, что в рассматривае-
мом случае существуют два дополнительных за-
кона сохранения

и

ГРУППОВАЯ КЛАССИФИКАЦИЯ

Задача групповой классификации заключает-
ся в поиске алгебр Ли симметрий, допускаемых
рассматриваемой системой уравнений при каж-
дом виде классифицирующей функции [6].

Будем искать операторы симметрии системы
уравнений (1) в виде
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Применяя критерий инвариантности [6], по-
лучим следующую переопределенную линейную
однородную систему определяющих уравнений

(10)

Систему уравнений (10) можно исследовать на
совместность. Приведем результаты этого иссле-
дования.

1.  – произвольная функция.

 (11)

Оператор симметрии (11) задает ядро операторов
симметрии.

2.  В этом случае
ядро операторов симметрии расширятся операто-
ром симметрии
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4. , , ,
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5.  В этом случае
ядро операторов симметрии расширятся операто-
рами симметрии

6.  В этом случае
ядро операторов симметрии расширятся операто-
рами симметрии

7.  В этом случае базис операторов
симметрии можно записать в виде

где  – произвольное решение си-
стемы уравнений

Отметим, что оператор симметрии  содер-
жится в операторе , если положить ,

.
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8.  В этом случае базис
операторов симметрии можно записать в виде

где  – произ-
вольные решения системы

Здесь использованы такие же обозначения,
как и при поиске законов сохранения у системы
уравнений с линейным профилем дна

Замечание 3. В работе [5] найдена точечная за-
мена переменных, связывающая системы уравне-
ний с постоянной и линейной формами дна. То-
гда алгебры Ли операторов симметрии этих си-
стем изоморфны.

На основании результатов групповой класси-
фикации можно сделать вывод о том, что система
уравнений (1) линеаризуема точечной заменой
переменных только в случаях постоянного и ли-
нейного профилей дна (в остальных случаях ал-
гебра Ли операторов симметрии системы конеч-
номерна).

ИНВАРИАНТНЫЕ РЕШЕНИЯ
Используя результаты групповой классифика-

ции, приведем примеры инвариантных решений.
В рассмотренных ниже примерах представлены
виды инвариантных решений и системы обыкно-
венных дифференциальных уравнений, к реше-
нию которых сводится нахождение инвариантных
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решений. Решения системы уравнений с частны-
ми производными, представляемые через решения
системы обыкновенных дифференциальных урав-
нений, считаются точными решениями.

1.  Найдем
решения, инвариантные относительно оператора
симметрии

Инвариантное решение имеет следующий вид

где

,  – произвольные решения системы обыкно-
венных дифференциальных уравнений

2.  Найдем
решения, инвариантные относительно оператора
симметрии

Инвариантное решение имеет следующий вид

где

,  – произвольные решения системы обыкно-
венных дифференциальных уравнений

3. , , , ,
 Найдем решения, инвариантные относи-

тельно оператора симметрии
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Инвариантное решение имеет следующий вид

где

,  – произвольные решения системы обыкно-
венных дифференциальных уравнений

4.  Найдем ре-
шения, инвариантные относительно оператора
симметрии

Рассмотрим следующие случаи

4.1.  В этом случае инвари-
антное решение имеет вид
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,  – произвольные решения системы обыкно-
венных дифференциальных уравнений

4.2.  В этом случае инвари-
антное решение имеет вид

где

,  – произвольные решения системы обыкно-
венных дифференциальных уравнений

4.3.  В этом случае инвариант-
ное решение имеет вид

где

,  – произвольные решения системы обыкно-
венных дифференциальных уравнений

4.4.  В этом случае инвариант-
ное решение имеет вид
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где ; ,  – произвольные решения системы
обыкновенных дифференциальных уравнений

4.5.  В этом случае инвариантное
решение имеет вид

где ; ,  – произвольные решения системы
обыкновенных дифференциальных уравнений

5.  Найдем ре-
шения, инвариантные относительно оператора
симметрии

Рассмотрим следующие случаи
5.1.  В этом случае инвариантное реше-

ние имеет вид

где
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,  – произвольные решения системы обыкно-
венных дифференциальных уравнений

5.2.  В этом случае инвариант-
ное решение имеет вид

где ; ,  – произвольные решения систе-
мы обыкновенных дифференциальных уравне-
ний

5.3. . В этом случае инвариантное
решение имеет вид

где ; ,  – произвольные решения систе-
мы обыкновенных дифференциальных уравне-
ний

6. 
6.1. Найдем решения, инвариантные относи-

тельно оператора симметрии
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Для этого перейдем к новым переменным

В новых переменных оператор симметрии 
примет вид

Тогда в новых переменных инвариантное реше-
ние имеет вид

где

,  – произвольные решения системы обыкно-
венных дифференциальных уравнений

Отсюда находим , 

,  – произвольные постоянные.
6.2. Найдем решения, инвариантные относи-

тельно оператора симметрии

При этом возникают следующие случаи
6.2.1.  В этом случае инвари-
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,  – произвольные решения системы обыкно-
венных дифференциальных уравнений

6.2.2.  В этом случае инвари-
антное решение имеет вид

где

,  – произвольные решения системы обыкно-
венных дифференциальных уравнений

6.2.3.  В этом случае инвари-
антное решение имеет вид

где ; ,  – произвольные решения систе-
мы обыкновенных дифференциальных уравне-
ний

6.2.4.  В этом случае инвариантное
решение имеет вид

где ; ,  – произвольные решения систе-
мы обыкновенных дифференциальных уравне-
ний

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Основными результатами работы являются

получение нового базового закона сохранения,
дополняющего законы сохранения импульса и
массы, а также решение задачи групповой клас-
сификации. Полученные результаты могут быть
использованы для построения новых точных ре-
шений и при численном моделировании движе-
ний мелкой воды над неровным дном.

Работа выполнена при финансовой поддержке
грантов РФФИ № 15-01-00361, 15-01-04677.
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Conservation Laws, Symmetries, and Exact Solutions of the System 
of Equations of Shallow Water over an Irregular Bottom
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Abstract—The system of equations of one-dimensional shallow water over an irregular bottom has been con-
sidered. All hydrodynamic conservation laws have been obtained and the group classification is performed.
The new conservation law additional to the two basic conservation laws has been obtained. It has been shown

1w 2w

− − + + + = ,

+ − − + + = .
4 4 1 1 4 2 1

4 2 1 4 4 1 2 2

' '( 2 2 ) 2 0

' '2 ( 2 2 ) 2 0

z C z C w w C w w

C w w z C z C w w w
= , = .2 40 1C C

= + ,
η = ,

1 3

2

( ) ln
( )

u w z C t
w z

= − ,3 lnxz C t
t

1w 2w

− − + + + = ,

+ + − − + = .
3 1 1 2 3

2 2 1 3 1 2

' '( ) 0

' '( ) ( ) 0

C z w w w C

w a w C z w w
= , = .4 20 1C C

( )
( )

= + − ,

η = − ,+
3 1 3

2
2 23

2 ( ) 2

( )2

u x C t w z C

w z ax C t
=z t 1w 2w

+ + = ,

+ = .

2
1 1 2

2 1 2

' 2 0

' 3 0

w w w

w w w
= = .2 4 0C C

= + ,

η = ,

1

2

( )

( )

xu w z
t

w z
=z t 1w 2w

+ = ,

+ + = .
1 1

2 2 2

' 0

' 0

zw w

zw w a

=c x



46

ВЕСТНИК НАЦИОНАЛЬНОГО ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОГО ЯДЕРНОГО УНИВЕРСИТЕТА “МИФИ”  том 5  № 1  2016

АКСЕНОВ, ДРУЖКОВ

that the system of shallow water equations can be linearized only in the cases of constant and linear profiles
of the bottom. Examples of invariant solutions have been given.
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