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Предисловие ко второму изданию 

Мы благодарны издательству РХД за инициативу переизда- 

ния нашего учебника и рады встрече с его новыми читателями. 
Книга выходит в полном соответствии с первым изданием, без 
каких-либо изменений в ее тексте или расположении материала. 
Как и раньше, она соответствует первой половине полной про- 
граммы годового курса квантовой механики (к сожалению, мы 
еще не выполнили своих планов, относящихся ко второй части 
книги, но не отказались от них). Общение с большим числом 
студентов и работающих физиков, хорошо знакомых с книгой по 
ее первому изданию, позволяет нам сделать вывод о правильно- 
сти ее общей ориентации. В частности, сейчас, когда широкий 

общий интерес, как многие годы назад, вызывают принципиаль- 
ные вопросы квантовой механики, нам важно повторить слова из 
первого издания: суждение о квантовой механике в целом может 
быть самостоятельным и глубоким только в том случае, когда оно 
основано на хорошем знании ее аппарата и умении применять 
его для рассмотрения широкого круга физических явлений (в том 
числе тех, которые являются объектом современного научного ис- 
следования). Студентам, которые выберут нашу книгу в качестве 
пособия в своей работе по освоению квантовой механики, мы 
желаем успеха. 

В. В. Балашов 

В. К. Долинов



Предисловие к первому изданию 

Предлагаемое учебное пособие основано на опыте препо- 
давания курса квантовой механики студентам отделения ядерной 
физики физического факультета МГУ в 1969-1980 тт. Курс рассчи- 
тан на студентов-физиков, имеющих подготовку по общей физи- 

ке и математике в объеме обычной университетской программы. 
В частности, предполагается, что студент, приступающий к изу- 
чению курса, уже знаком с качественным описанием отдельных 
квантовых явлений из области атомной физики, оптики, физики 
твердого тела и ядерной физики, а также с основными вехами 
истории возникновения квантовой механики. 

Мы начинаем сразу с постулатов квантовой механики, за- 

ботясь о том, чтобы изучение студентом ее математического ап- 
парата шло параллельно с анализом ее конкретных приложений. 
Важно, чтобы в процессе прохождения курса студент мог само- 
стоятельно оценить мощь этих постулатов. Мы придаем принци- 
пиальное значение вопросам о соотношении между квантовой ме- 
ханикой и классической механикой, однако с нашей точки зрения 

начинать курс с этого нерационально, и мы считаем более эффек- 
тивным постепенно готовить студента к специальному, итоговому 
обсуждению этих вопросов, которое проводим в конце курса. То 
же относится к общим философским вопросам квантовой меха- 
ники. При этом мы исходим из того, что суждение о квантовой 
механике в целом может быть самостоятельным и глубоким толь- 
ко в том случае, если оно основано на хорошем знании ее аппа- 
рата и умении применять его для рассмотрения широкого круга 
физических явлений (в том числе тех, которые служат объектом 
современного научного исследования). 

Известен ряд хороших книг, которые очень широко охватыва- 
ют самые различные — принципиальные и прикладные — вопросы 
квантовой механики и поэтому используются не только в качестве 
учебника студентами, но и аспирантами при подготовке к канди- 
датским экзаменам. Мы видели свою задачу в ином: так отобрать 
и преподнести материал, чтобы все, что включено в курс, можно 
было хорошо усвоить в течение двух семестров, отводимых на 
квантовую механику университетской учебной программой. Дру- 

гое отличие предлагаемого курса состоит в том, что он предусмат-
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ривает органическую связь трех основных элементов обучения: 
лекций, семинаров и самостоятельной работы. Имеющиеся в по- 
собии упражнения ни в коем случае нельзя рассматривать просто 
как дополнение к лекциям. Порою в них вынесен материал, столь 
же важный с точки зрения «вживания» в систему понятий и ме- 
тодов квантовой механики, как и материал лекций. По трудности 

упражнения подобраны так, чтобы каждое из них при условии 
последовательного освоения материала студент мог сделать без 
всякой «подсказки». В то же время студент должен знать, что уме- 
ние решить все задачи, относящиеся к данной лекции, является 
необходимым условием перехода к материалу следующей лекции. 

Таким образом, предлагаемое учебное пособие можно рас- 
сматривать как опыт построения курса по принципу програм- 
мированного обучения. Разбиение материала пособия на лекции 
и упражнения к ним отражает сложившийся в процессе препода- 
вания ритм занятий: 2 часа в неделю — лекция, 2 часа — семинар, 
4—6 часов — самостоятельная работа. При этом мы, однако, сочли 
излишним указывать, как делить теоретический материал, прихо- 
дящийся на каждую неделю, между лекцией, семинаром и само- 
стоятельной работой. 

Данная книга соответствует первой половине полной про- 

граммы курса (1-й семестр). Пособие по второй половине курса, 

куда входят разделы «Тождественные частицы», «Теория кван- 
товых переходов», «Теория столкновений», «Введение в реляти- 
вистскую квантовую теорию» и «Принципиальные вопросы кван- 
товой механики», готовится к печати. 

В формировании структуры курса активное участие прини- 
мали преподаватели физического факультета и сотрудники Ин- 
ститута ядерной физики МГУ, проводившие семинарские заня- 

тия по данному курсу: Н.Г. Гончарова, А.Н. Грум-Гржимайло, 

Н.М. Кабачник, Г.Я. Коренман, В.Л. Коротких, Ю.Н. Кременцова, 

А.И. Магунов, В.С. Сенашенко, Ю.Ф. Смирнов, С.И. Страхова, 

О. Д. Тимофеевская, О. А. Хрусталев, Н. П. Юдин. На разных эта- 
пах работы над пособием нам очень помогли замечания В. Б. Бе- 

ляева, В. Г. Зелевинского, Б. А. Лысова. Всем указанным товари- 
щам мы приносим глубокую благодарность. Мы очень благодарны 
Н. Д. Долаберидзе за помощь при подготовке рукописи к изданию.



Раздел 1 

ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ 
КВАНТОВОЙ МЕХАНИКИ 

ЛЕКЦИЯ 1 

$ 1. Вероятностное описание состояний 
физических систем. Волновая функция 

В классической механике состояние физической системы 
в произвольный момент времени # полностью определяется зна- 
чениями п. обобщенных координат и п. обобщенных скоростей, 

где п — количество степеней свободы системы. При этом предпо- 
лагается, что все эти 2п. динамических переменных могут быть 
одновременно и точно измерены. 

В квантовой механике описание состояний физических си- 

стем носит вероятностный характер. Мы не можем, вообще го- 

воря, указать в момент времени # точных значений обобщенных 

координат & = {&1, ©, ..., 6} = (а), характеризующих си- 

стему, а имеем дело лишь с плотностью их распределения (5, #). 
Зная р(5, #), мы знаем вероятность того, что, измеряя в момент 
времени # переменную & в нашем состоянии, получим значение 
в интервале (5, & + а): 

(5, 7) = 9(5, 5) <. (1.1) 

Состояния физических систем делятся на смешанные и чи- 
стые, причем последние можно рассматривать как частный случай 
смешанных состояний. Все свойства чистого состояния можно 

описать, задав некоторую комплексную функцию {/(5, #) — волно- 
вую функцию, зависящую от п обобщенных координат (динами- 

ческих переменных) {6 |3 ‚ и времени #, которое не является дина- 
мической переменной и рассматривается как параметр. Волновая
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функция (ее называют также амплитудой вероятности) опреде- 
ляет плотность распределения динамических переменных &: 

(5, #) = 1#(5, |”. (1.2) 

Описание смешанных состояний сложнее, но мы пока не будем 
касаться этого вопроса, ограничившись в первых шести лекциях 
рассмотрением только чистых состояний (не говоря всякий раз, 
что выражение «состояние» подразумевает чистое состояние). 

Полную вероятность принято нормировать на единицу: 

| = ее. Ра = 1 (1.3) 

где интегрирование производится по всей области определения 
функции {/(&, #). Следовательно, волновая функция должна быть 
квадратично интегрируемой. 

Положение о том, что только квадратично интегрируемые 
функции описывают реальные состояния физических систем, яв- 
ляется важнейшим исходным положением квантовой механики. 
Однако в аппарате квантовой механики нередко используются 
и такие состояния, которые не описываются квадратично инте- 
грируемыми функциями. Эти состояния играют вспомогательную 
роль, а их связь с реальными состояниями надо выяснять в каж- 
дом случае специально. 

Множество всех квадратично интегрируемых комплексных 
функций вещественных переменных является линейным гильбер- 
товым пространством, которое в математике обозначается сим- 
волом Го. Таким образом, в квантовой механике постулируется, 
что каждому состоянию системы сопоставляется некоторый эле- 
мент (вектор) пространства Го. Скалярное произведение в этом 
пространстве вводится с помощью соотношения 

(вв) = } т. до 2) а (1.4 

где 1/1, /о — любые элементы //э; звездочка обозначает комплекс- 
ное сопряжение. Это определение удовлетворяет всем аксиомам 

скалярного произведения, в частности 

(412) = (Мо|1)”. (1.5) 

Другие важные свойства пространства Г» приведены в Дополне- 

НИИ 1.
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Рассмотрим некоторые примеры квантово-механических си- 

стем. 

1. Система А частиц. Эта система имеет ЗА степеней свобо- 
Зв 

ды. В качестве обобщенных координат {& } , можно выбрать про- 
ЗА к 

странственные координаты г’; этих частиц, 1. ©. {©}, = {т}, 

Волновая функция системы есть 

(5, #) = #(г1, го, ..-, Тк, ). 

2. Твердое тело. Эта система имеет 6 степеней свободы. 
В качестве обобщенных координат можно выбрать 3 координаты 

3 В 3 
центра масс твердого тела {;}| и 3 угла Эйлера { о, }, харак- 
теризующих его ориентацию в пространстве. Волновая функция 
системы принимает вид 

(5, #) = (21, то, Тз, Од, 2, Оз, 8). 

$2. Физические величины в квантовой механике 

Полное описание состояния физической системы в момент 
времени # состоит в указании вероятностей тех значений, которые 
могут быть получены в результате измерения всех независимых 
физических величин, характеризующих систему. В $1 мы уже 
рассмотрели этот вопрос в отношении тех физических величин, 
которые являются аргументами волновой функции состояния. Те- 
перь рассмотрим и другие физические величины. 

В квантовой механике постулируются следующие положе- 

НИЯ. 
Постулат 1. Каждой физической величине Р' сопостав- 

ляется некоторый линейный эрмитов оператор Р', действующий 

в пространстве Ло (или в более широком пространстве, включа- 
ющем Го). Явный вид операторов основных физических величин 
постулируется. Физической величине С, которая является функ- 

цией другой физической величины Р', сопоставляется оператор 

С = 5(С(Р) + (С(Р))*): (2.1) 

5
2
|
 

крест обозначает эрмитово сопряжение. 
Условимся о терминах и обозначениях. 
Пусть 1/1 и 1/о — произвольные элементы (векторы) в Г.э. 

Оператор Р + называется эрмитово сопряженным по отношению
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к оператору Р’, если выполняется равенство 

(41| Ру) = (РТ) 4»). (2.2) 

Скалярное произведение векторов 1/1 и Ру» будем также записы- 
вать в форме 

(41| Руо) = (41| Ру). (2.3) 

О правой части этого соотношения мы говорим, что оператор 
взят «в обкладках» векторов 1/1 и 1/2. В новой форме условие (2.2) 
переписывается следующим образом: 

(41| Ро) = (4) Ро) *. (2.4) 

Оператор Р' называется эрмитовым, или самосопряженным, 
если в Го выполняется соотношение 

Е = В", (2.5) 

т.е. для любых 1/1 и 1/о из Ло справедливо 

(41| |4) = (42| Рон)". (2.6) 

Все необходимые сведения о линейных операторах и их свойствах 

приведены в Дополнении 2. 

Постулат 2. Физическая величина Р' в любом кванто- 

во-механическом состоянии может принимать только те значения, 

которые принадлежат спектру ее оператора Г. 

В общем случае спектр оператора Р' представляет собой со- 
вокупность точечного (дискретного) спектра 1, Вэ, ..., Еду... 
и непрерывного спектра { 7}. Каждое значение физической вели- 
чины представлено в состоянии 1} (5, #) с какой-то вероятностью, 
которая, вообще говоря, меняется со временем. Пусть (Е) — 
вероятность того, что в состоянии {/}(5, #) в момент времени # 
физическая величина Р' имеет значение Г), пусть р(7) — со- 
ответствующая плотность вероятности для окрестности точки / 
непрерывного спектра. Мы будем говорить, что совокупность зна- 
чений р(#,) и р(7) дает распределение физической величины Е 
в состоянии 1)(&, 1). Очевидно условие, которому удовлетворяет 
это распределение: 

У. „(во + | ор = 1. 2.7)
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Важнейшими характеристиками распределения физической вели- 

чины в состоянии {1)(&, 1) являются ее среднее значение (матема- 
тическое ожидание) 

в = У Еор(К,) + | лос С (2.8) 

и дисперсия (второй центральный момент) 

ре= Уб, -РУяБ) + [п -Р?орФ 9) 
т 

Как распределение р(Р', ), так и его моменты с течением времени, 
вообще говоря, изменяются. 

Постулат 3. Среднее значение физической величины Г 
в состоянии 1/(5, #) вычисляется по формуле 

— Е р= МЮ) 2.10) 
(414) 

Если волновая функция нормирована на единицу, то получаем 

т = (1). (2.11) 
Мы видим, что зависимость Р` от # определяется временной зави- 

симостью волновой функции и оператора Е. 
Рассмотрим постулаты 1-3 подробнее. 

1. Покажем, что из эрмитовости Е следует, что среднее зна- 

чение Р' вещественно. Действительно, из (2.11) имеем 

(Р)* = ДР)" = (ЕР) = (49|), 

т. ©. 

(Р)* = Р. (2.12) 

Отметим также, что построение (2.1) обеспечивает эрмитовость 
оператора (2.1). 

2. Напомним, что число Р` называется собственным значени- 

ем оператора Р', если в области определения оператора Эр суще- 
ствует функция (вектор) 1} == 0, принадлежащая Г.э, для которой 
выполняется равенство 

Ру = Г). (2.13)
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Функция {} в таком случае называется собственной функци- 

ей (собственным вектором) оператора Г, соответствующей соб- 
ственному значению Р'. Как показывается в математике, совокуп- 
ность всех собственных значений оператора образует дискретный 
спектр. Множество всех собственных функций эрмитова операто- 
ра Р` обозначим через {2 }, а множество собственных значений — 
через { #, }: 

Ее.(©) = Еие(5). (2.14) 

Если уравнению (2.13) удовлетворяет ограниченная функция х ; (5), 
не принадлежащая пространству 1.2, 

Рх (©) = 7х (©) (2.15) 

то в этом случае, как показывается в математике, число 7 при- 

надлежит непрерывному спектру оператора Р'. Соответствующая 
функция х / называется обобщенной собственной функцией, или 
функцией непрерывного спектра. Множество всех обобщенных 

собственных функций оператора Р' обозначим через {ху}, а мно- 
жество точек непрерывного спектра — через { 7}. Совокупность 
точечного и непрерывного спектров называется полным спектром 
оператора. В функциональном анализе доказывается, что полный 
спектр { #, }, 1 7} эрмитова оператора лежит на вещественной оси. 
Вещественность спектра оператора любой физической величины 
находится в соответствии с требованием вещественности резуль- 
тата любого ее измерения. 

Может оказаться, что различным собственным функциям ‹/,, 
соответствует одно и то же собственное значение. Такое соб- 
ственное значение называется вырожденным, а количество со- 
ответствующих линейно независимых собственных функций на- 
зывается кратностью вырождения этого собственного значения. 
Аналогичное положение может быть и в случае непрерывного 
спектра. 

Всегда можно считать (см. Дополнение 2), что собственные 
функции образуют ортонормированный набор 

(2к|#21) = бы. (2.16) 

В функциональном анализе показывается, что функции непрерыв- 
ного спектра всегда можно считать удовлетворяющими условию 

/ хОху( 5 = 6(7 — 7”), (2.17)
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которое аналогично условию (2.16) ортонормированности соб- 
ственных функций. (Свойства дельта-функции Дирака д (2) приве- 
дены в Дополнении 4.) Кроме того, любая обобщенная собствен- 

ная функция х; ортогональна любой собственной функции 

(оп|Ху) = ©. (2.18) 

Важной особенностью оператора физической величины по 
сравнению с произвольным эрмитовым оператором является то, 
что множество всех его собственных функций { 2, } и обобщен- 
ных собственных функций { х / } удовлетворяет равенству 

У. оыеен(е) + | «хубхуе) = 66-8), | 19) 
{Р,} 

которое аналогично условию (Д1.6), выражающему полноту на- 
бора векторов в Го. Соотношение (2.19) является критерием пол- 
ноты набора векторов {2»}, {хх} в Го. Любую функцию {} © Г» 
можно однозначно представить в виде 

„(© = У оно) + / фах (©). (2.20) 
= с) 

где суммирование производится по всем точкам дискретного спек- 
тра, а интегрирование — по всем точкам непрерывного спектра, 
причем в силу условий ортонормированности (2.16) и (2.17) 

аз = (ри), ау = (ху). 2.21) 
В формулах (2.19) и (2.20) подразумевается, что каждому значе- 
нию Е, или } может соответствовать несколько линейно незави- 
симых функций {и (5) и х/(5). Соответствующие дополнитель- 
ные индексы суммирования и интегрирования опущены, чтобы 
не загромождать формулы. Отметим, что ад и ау удовлетворяют 
условию нормировки 

Усы? + | у? а = 1 (2.22) 

3. Третий постулат позволяет найти распределение вероят- 
ностей различных результатов измерений. Подставляя разложе- 
ние (2.20) в (2.11), получаем 

в = 3. гда? + || лег? 4 (2.23) 

{6.1} (3
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Из (2.23) следует, что если Г’, — невырожденное собственное 
значение, то |ал|? есть р(Р’,) — вероятность того, что в результате 
измерения физической величины Р' в состоянии 1/(5, &) будет по- 
лучено значение В’, . Если же ГР, — вырожденное собственное зна- 

чение с кратностью вырождения М, то в сумме (2.23) имеется № 
слагаемых с одним и тем же значением Р,. Тогда вероятность 
того, что в результате измерения будет получено значение В, 
есть 

о(К,) = > Ло? = > |(оз|9))?, (2.24) 

где суммирование производится по всем тем значениям 7, для ко- 
торых РЁ, одинаково. Аналогично из (2.23) следует, что плотность 

вероятности получить в результате измерения значение, лежащее 
в окрестности точки непрерывного спектра /, есть 

е(Р) = У а? = У (хо), (2.25) 

где, как и в (2.24), суммирование учитывает вырождение. Таким 
образом, из постулата о среднем значении физической величины 
следует, что распределение вероятностей результатов измерений 
этой величины в некотором состоянии 1/ определяется коэффици- 
ентами (2.21) разложения 1) по собственным функциям оператора 
этой физической величины. 

Из определения среднего значения (2.10) следует, что сред- 
нее значение не изменяется при умножении вектора состояния (1) 
на любое комплексное число с единичным модулем вида е* (6 — 
любое действительное число). Эта неоднозначность имеет прин- 
ципиальный характер и не может быть устранена. Однако она 
несущественна, потому что, как следует из (1.1), (2.24) и (2.25), 

не отражается на распределениях физических величин в этом со- 
СТОЯНИЙ. 

Таким образом, волновая функция состояния физической си- 
стемы полностью характеризует результаты измерений всевоз- 
можных физических величин, т.е. дает полное описание со- 
стояния. Вероятностный характер этого описания отражает су- 
щество физических законов, которым подчиняются квантово- 
механические системы. 

$3. Операторы важнейших физических величин 

В квантовой механике постулируется, что оператором про- 
странственной координаты частицы г = {1, у, г} является опе-
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ратор умножения на г, т.е. 

т = г. (3.1) 

Оператором импульса частицы р = {р», Ру, р. } является опера- 
тор 

р = — ЛУ, (3.2) 

где У = {д/дх, д/ду, д/дг}, а константа А выражается через 
постоянную Планка Л, 

& = |/Э2п = 1,054 х 107”? эрг - с. (3.3) 

Оператор АВ называется произведением операторов А и В. 
Его областью определения является совокупность всех тех 

у Е Эр, для которых Ви е т. Оператор АВ переводит век- 
тор 1) в вектор 

АВ) = А(В1)). 

Операторы АВ и ВА, вообще говоря, различны, так как может не 
иметь место равенство 

АВ = ВА). 

Более того, вообще говоря, операторы АВ и ВА могут иметь 
различные области определения. 

Назовем оператор 

[А, В] = АВ - ВА (3.4) 

коммутатором, если области определения операторов АВ и ВА 

совпадают. Если А, В) = = (0, то говорят, что операторы Аи В 
коммутируют. Как мы увидим дальше, коммутаторы операторов 
физических величин играют важную роль в математическом ап- 
парате квантовой механики. 

Легко проверить, что коммутатор операторов т и р имеет 
следующее значение: 

[^, Рк] = *1дуь, | 1, & = (1, 2, 3). (3.5) 

Покажем, например, что 

(2, В] =. (3.6)
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Для произвольной дифференцируемой функции 1/(т) © Го имеем 

— -6(г95 — (ху, #) — ‚о°) = #и)(+), 

Ш (&, ро]4(г) = —йнр(т), 
что эквивалентно соотношению (3.6). 

В качестве оператора физической величины (г, р) прини- 
мается согласно (2.1) оператор 

7= 5(К®, В) + /РС@, р). (3.7) 

Например, оператор кинетической энергии частицы с мас- 
сой [1 есть 

2 
= р РП? 0 п [ д? д? д? Т = = = — у? = — + + 3.8 

Зи Зи 2 ду? 52) (3:8) 

Оператор потенциальной энерсии частицы есть 

ро 

У = У(@ в). (3.9) 

Тогда для оператора полной энергии частицы в потенциальном 
поле получаем 

Г 

ШРу 

<)
 

Н =Т+ У? + У (т в. (3.10) 

Оператор полной энергии системы называется гамильтонианом. 
Легко видеть, что моменту импульса частицы Г = [тг х р] = 

= {Га, Г, Г. } следует сопоставить оператор 

В, = #9. — р, = (ие т гоу). 

В, = ®р, — р, = (гро - оо), (3.11)
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Эти соотношения можно записать более компактно в следующем 

виде: 
В: З 

= Ух етмйкй = «у, енко 612) 

где {2, у, #} = {11, то, Тз }, ны — антисимметричный единич- 
ный тензор третьего ранга с компонентой е123 = 1. 

Все введенные операторы эрмитовы в пространстве Го. Про- 
верим, например, эрмитовость оператора импульса: 

воина) = | ооо) (-тто)оа0г) т = 

= 064 | отель 2) [оу(о: в, 2) о бе 

- | ое: и, 2) твое, и, &) (г вуа: — 

- ( | ве (-п) ин в.) = (4о)й 11)”, 

так как Пт (2, у, 2) = 0, если {} © Го. Мы получили 
т —+=Есо 

(Ф1|Р» |2) = (4э|Ра|1)”, 

откуда в соответствии с определением (2.6) следует, что р, — 
эрмитов оператор. 

$4. Состояния с определенными значениями 
физических величин 

В $2 было показано, как находится распределение физиче- 
ской величины Ё' в произвольном состоянии 1). А существуют ли 

такие состояния, для которых распределение стягивается в одну 
точку, и результат измерения величины может быть предсказан 
с достоверностью? Очевидно, что это те и только те состояния 1), 
для которых дисперсия величины Р' равна нулю. 

Дисперсия есть среднее значение величины (Р — Г)? кото- 
рой в соответствии с общим правилом (2.1) следует сопоставить 

оператор 

Вр = (Е — Р)?. (4.1)
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Среднее значение этой величины в искомом состоянии есть 

Ов = (4(Е — Е)" 1) = 0, 

т. ©. 

|(# — Г)? = 0. 

Отсюда получаем 

(В — К) = 0, 

Т.е. ИСКоМЫМмИ ЯВЛЯЮТСЯ состояния, которые описываются соб- 

ственными векторами оператора Р'. Естественно, что в таких со- 

стояниях среднее значение равняется одному из собственных зна- 

чений: 

Р = Е... 

Существуют ли состояния, в которых несколько физических 
величин имеют определенные значения? Для ответа на этот во- 
прос важное значение имеет следующая теорема (Дополнение 5): 
необходимым и достаточным условием существования в //э 0б- 
щего полного набора собственных функций двух эрмитовых опе- 

раторов А и В с чисто дискретными спектрами является коммута- 
тивность этих операторов. Следовательно, если операторы неко- 
торых физических величин А и В с чисто дискретными спектрами 
коммутируют друг с другом, то в Го существует бесконечное мно- 
жество линейно-независимых состояний ‹{2,,, В каждом из которых 
обе эти величины имеют определенные значения: 

Ау» = Алу, Ву» = Вт. (4.2) 

Что можно сказать о состояниях, в которых более двух физи- 
ческих величин имеют определенные значения’? Сколько таких ве- 
личин? Очевидно, что, вообще говоря, их столько, сколько суще- 

ствует взаимно коммутирующих операторов физических величин. 
Однако не все эти величины будут независимыми: может оказать- 
ся, что некоторые из них будут функциями других. Будем называть 
набор независимых физических величин полным для данной си- 
стемы, если операторы всех этих величин коммутируют между 
собой, и этот набор не может быть расширен. Соответствующий 
набор эрмитовых операторов также называется полным.
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$5. Соотношение неопределенностей 

Обратимся теперь к случаю, когда два оператора физических 
величин не коммутируют между собой: 

ГА, В] + 0. (5.1) 

Из теоремы, изложенной в предыдущем параграфе, следует, что 

состояний, в которых каждая из этих физических величин име- 
ет какое-то определенное значение, нет; лишь как исключение 
такие состояния могут встретиться в результате «пересечения» 
бесконечных полных наборов собственных функций каждого из 

операторов А и В. Другими словами, в любом состоянии по край- 
ней мере одна из величин А и В имеет ненулевую дисперсию. 
В квантовой механике большое значение имеют соотношения, 
строго ограничивающие снизу произведения дисперсий физиче- 
ских величин, которым соответствуют некоммутирующие опера- 
торы. Примером такого соотношения является хорошо известное 
соотношение неопределенностей Гейзенберга для координаты и 
импульса частицы: 

Аз - Ар 2 П/2. (5.2) 

Сейчас мы выведем соотношение неопределенностей в общем 

случае для двух произвольных некоммутирующих операторов, 
а затем получим из него соотношение (5.2). 

Пусть А и В — две физические величины. Коммутатор их 
операторов всегда можно представить в виде (см. упражнение 1.4) 

[4, В] = :С, (5.3) 
и 

где С — некоторый эрмитов оператор (СТ? = С). Введем операто- 
ры 

АД-А-А, АВ = В-В, (5.4) 

где А, В — средние значения А и В в состоянии 1). Эти операторы 

удовлетворяют перестановочному соотношению: 

(АА, АВ] = 1С. (5.5) 

Дисперсии величин А и В в состоянии 1) представим в виде 

Рл = (4|(АА)?|) = |Ал. |? 
— 5.6 

Рв = |АВ и)? Вы
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Покажем, что нормы векторов АА . {2 и АВ . 1) удовлетворяют 
следующему неравенству: 

|АА. || х | АВ: || 2 5|(4Су)|. (5.7) 

5
 |
-
-
 

Действительно, ДЛЯ любых двух векторов выполняются соотно- 

шения 

1/1 х 19|! 2 (719), 
(Ла) 2 | (7 | 9). 

С другой стороны, имеем 

(5.8) 

(АД ДАР. 4) = 25 ((АЙ-ДАВ: 1) — (АДНДАВ10)") = 

= 5; (АЛ. АВ) — (АВ. АЙ)") = 0 (№) = С, 

|
 
-
 

где С — вещественное число, так как оператор С эрмитов. 
Таким образом, 

Ра: Ов 2 (С/2)”, (5.9) 

т.е. произведение дисперсий любых двух физических величин А 

и В в произвольном состоянии в любой момент времени ограни- 

чено снизу числом (С)? /4. Неравенство (5.9) называется соотно- 
шением неопределенностей для величин А и В. 

Особенно интересны случаи, когда коммутатор есть некото- 
рая (чисто мнимая) константа, отличная от нуля: 

А, В] = К, К #0; (5.10) 

тогда 

Ра: Рв 2 ДК? > 0, те. Рд>0, Ов>0. (5.11) 

Следовательно, в этом случае в Го не только не существует состо- 
яний, в которых величины А и В имели бы одновременно опре- 
деленные значения, но даже не существует состояний, в которых 
хотя бы одна из них имела определенное значение. 

Примером таких величин являются координата 2 и им- 
пульс ра частицы. Согласно (3.6), коммутатор операторов 72 и р 
есть 

@, р] = #5. (5.12)
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Следовательно, 

1 +2 

т.е. в Го не существует состояний, в которых координата частицы 

и соответствующая компонента ее импульса могут иметь одновре- 

менно исчезающие дисперсии. При этом чем точнее локализована 

некоторая координата частицы, тем болыше минимальная неопре- 

деленность соответствующей компоненты ее импульса, и наобо- 

рот. 
Вводя обозначения 

Ах = (р„)!”?, Ар = (Вр)? 

можем записать (5.13) в форме (5.2). 

Упражнения к лекции 1 

р 

1.1. Пусть А, В, С, ..., Р' — некоторые линейные операто- 

ры. 
Доказать соотношение (Д2.8) 

и и и 

(АВС... РВ)! = В+... ВТА. 

1.2. Найти операторы, эрмитово сопряженные следующим 

операторам: 

а) 4/ах, 6) за/ах, в) рза/ах, г) тра. 
ре 

А 1.3. Доказать унитарность оператора е*^, если А — эрмитов 
оператор. 

1.4. Показать, что коммутатор любых двух эрмитовых опе- 

раторов А и В всегда может быть представлен в виде 

[А, В] = 1С, 

где С — некоторый эрмитов оператор. 

1.5. Показать, что произведение двух эрмитовых операто- 

ров А и В всегда можно представить в виде 

АВ = С + р, 

где С — эрмитов оператор, а Э) удовлетворяет соотношению ? — 

= — ). Найти С’и р.
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1.6. Волновая функция основного состояния атома водорода 
имеет вид 

(т) = Аехр(-тг/а), 

где а = В? /ие?, и — масса электрона, е — его заряд, А — нор- 
мировочная константа. Определить А и найти среднее значение 
потенциальной энергии взаимодействия электрона с ядром 

У = -е?/г 

в Этом СОСТОЯНИИ. 

1.7. Доказать перестановочные соотношения: 

6) [Г;, Г] = В > ет Мл, 
Т 

г) Г, 75] = ПВ Усе, 
Г 

д) |Г;, Рк] = 3й У; ела, 
{ 

е) 1.2, 7] = 24/[(тр)т; — тру), 

ж) [1°, р] = 28М]р?т, — (рт)р.). 

1.8. Упростить следующие коммутаторы: 

а) [Р», (2, у, #)], 6) [Ра 2"], в) [®, 7], г) [Р., [7(, и, 2), Ра). 

1.9. Показать, что операторы квадрата момента количества 

движения Т.2 и его проекции на оси г, у, 2 в сферических коор- 
динатах имеют вид 

В --®(аооо (7099) + чатвоуа) 
г = (зто д. д Ба = (ви орд + сн дов), 

ро = д _ т о-д- Г, = (сов 27 чкдви ео). 

Ро й д 

Г. = ———. Ш
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1.10. Показать, что собственные значения и собственные 

функции оператора Г, в сферических координатах имеют вид 

Г. = т, 

УФэт(42) = Аехр(йтр), 

где т = 0, +1, +2, ... Найти нормировочную константу. 

1.11. Найти собственные значения и собственные функции 
оператора Г2. 

ЛЕКЦИЯ 2 

$ 6. Уравнение Шредингера 

Мы выяснили, как, зная волновую функцию состояния 
{?(5, +), определить распределения различных физических вели- 
чин в этом состоянии. Однако до сих пор остался открытым во- 
прос о том, в каких же состояниях ) © Го может находиться 
данная физическая система. В квантовой механике постулиру- 
ется, что она может находиться в тех и только тех состояниях, 
волновые функции которых удовлетворяют условию 

вое - Я 0) (6.1 

где Н — гамильтониан данной системы. Это условие представ- 
ляет собой линейное однородное дифференциальное уравнение 
относительно волновой функции 1/(5, #). Оно называется уравне- 
нием Шредингера, или волновым уравнением. Вместе с начальным 
условием уравнение Шредингера однозначно определяет состоя- 
ние системы в любой момент времени. 

Пусть 1/1 (5, #) и 1/9(5, #) — два произвольных уравнения 
Шредингера. Ввиду его линейности и однородности любая ли- 
нейная комбинация этих функций 

является решением. Следовательно, произвольная линейная ком- 
бинация волновых функций любых состояний системы является 
волновой функцией некоторого возможного состояния этой систе- 

мы. Это утверждение называется принципом суперпозиции состо- 
яний.
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Если гамильтониан системы ВН не зависит от времени, фор- 
мально можно записать решение уравнения Шредингера в виде 

Ф(5, 5) = О(№, ю)Ф(, ю). (6.2) 
где 

О(&, 1%) = ехр(-+Й ‹ (# — ®)) = у. 3 (- НВ )' (6.3) 
&=0 

есть оператор эволюции системы, а {}(5, 10) — волновая функция 

при # = %о, играющая роль начального условия. Однако обычно 
вычисление правой части выражения (6.2) является более слож- 
ной задачей, чем решение дифференциального уравнения (6.1). 

$7. Уравнение Шредингера для одной частицы. 
Уравнение непрерывности 

Гамильтониан системы, состоящей из одной частицы с мас- 

сой и, которая движется в некотором постоянном потенциальном 

поле \/ (г), имеет вид 

Ё = -© зу) +0) (7.1) 

В этом случае уравнение Шредингера представляет собой 
дифференциальное уравнение в частных производных первого 
порядка по времени и второго порядка по пространственным ко- 
ординатам: 

„дур ад (-2.х? +У())0(, ©). (7.2) 

Поскольку это уравнение содержит вторые производные по ко- 
ординатам и должно выполняться во всех точках пространства, 
волновая функция 1)(г, #) и ее первые производные по координа- 
там должны быть непрерывны во всем пространстве, включая все 
поверхности разрыва потенциала \/ (г), если таковые имеются. 

Волновая функция 1/(г, #) однозначно определяется уравне- 
нием Шредингера, если она задана во всем пространстве при # = () 
и является квадратично интегрируемой: 

| #6 +)? т = 1. (7.2)



Лекция 2 29 

Покажем, что все решения уравнения (7.2) удовлетворяют некото- 
рому другому уравнению, которое аналогично уравнению непре- 
рывности в электродинамике или механике сплошных сред. 

Проводя комплексное сопряжение уравнения (7.2), получаем 

О (к, ©) 

д = (-5? + уе) С '). (7.3) 

Умножим уравнение (7.2) на {/* (г, #), а (7.3) — на (г, #) и вычтем 
из первого результата второй: 

("Уф — МЗ”) = 

п? * * 
= тэ УС0 Уф — ФУ"). 

Введем сюда плотность распределения координат 

о(т, 5) = 1№(т, ЭР (7.4) 
и некоторый вектор 

1, 9 = ит” — ру). (7.5) из 

Получаем искомое уравнение 

д г 
ее. ) + ав уе, В) = 0. (7.6) 

Поскольку др(г, 1)/д% есть скорость изменения вероятности 0б- 
наружить частицу в окрестности точки г, то из уравнения (7.6) 
следует, что вектор (г, #) имеет смысл плотности тока вероятно- 
сти. 

Уравнение (7.6) по аналогии с соответствующим классиче- 
ским уравнением называется уравнением непрерывности. 

$8. Изменение средних значений физических 
величин со временем. Интегралы движения 

Пусть Р'(#) есть среднее значение некоторой физической ве- 
личины Р' в состоянии {/(5, #): 

© = | +*(© ЭР). 1.
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Эта величина зависит от времени # по двум причинам: 1) волно- 
вая функция состояния 1/(5, #) изменяется со временем в соот- 

ветствии с уравнением Шредингера; 2) оператор #' может явно 
зависеть от времени. 

Найдем скорость изменения среднего значения Г'(#): 

иго _ [9816.0 - | рее дан 

+ [ее 0? оЕ ео две + | эс Ро ак 
Из уравнения Шредингера имеем 

дФ _1 5 у. 
ды 

Используя это значение производной, получаем 

(Ча Я) 
Мы видим, что скорость изменения среднего значения Р'(#) 

можно вычислить по общей формуле (2.11) для среднего значения 
с помощью оператора 

аР _ дЁ 5 
@ ОЕ + я. Н), (8. 

который мы назовем оператором скорости изменения физической 
величины Ё'. 

той) ГЕ 
Тогда получаем 

Если Р' не зависит явно от времени и коммутирует с гамиль- 

тонианом системы Н ‚ То среднее значение величины Е сохраняет- 

ся во времени в любом состоянии 1}. Такие величины называются 

сохраняющимися, ИЛИ интегралами движения для данной систе- 

мы. 

Нам редко придется иметь дело с физическими величинами, 

операторы которых явно зависят от времени. Операторы таких 

величин, как координата, импульс, момент количества движения,
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энергия, не зависят, как мы видели, от времени. Для таких опе- 
раторов условие сохранения физической величины Р’ сводится 
к требованию коммутативности ее оператора с гамильтонианом 
системы: 

[Р, Я] = 0. (8.3) 

Подчеркнем, что, как и в классической механике, одна и та же фи- 
зическая величина Р' в одних условиях может быть интегралом 
движения, а в других — нет. Например, если частица движет- 
ся в сферически симметричном потенциальном поле, то квадрат 
ее момента количества движения и все три компоненты вектора 
момента сохраняются. Если же эта частица движется в поле, обла- 
дающем лишь осевой симметрией, то из всех названных величин 
сохраняется только проекция момента на ось симметрии поля (см. 
упражнения 2.5 и 2.6). 

При свободном движении частицы, т.е. когда потенциаль- 
ная энергия постоянна, сохраняются все три компоненты импуль- 
са. В то же время координата частицы никогда не сохраняется 
(упр. 1.8, в). 

Можно доказать, что в любом состоянии распределение лю- 
бой сохраняющейся величины не меняется со временем (упр. 2.9). 

$9. Стационарные состояния 

Если гамильтониан системы не зависит явно от времени, то 
из (8.3) следует, что полная энергия является интегралом дви- 
жения. Состояния, в которых энергия имеет определенное значе- 
ние, называются стационарными. Следовательно, стационарные 
состояния системы описываются собственными функциями опе- 
ратора полной энергии (гамильтониана): 

Нфв(&, 1) = Ефв(5, В. (9.1) 

Тогда уравнение Шредингера (6.1) для в (5, #) принимает вид 

НЕЕ = вы, В) 
Определяя константу интегрирования из начального условия, по- 

лучаем решение этого уравнения:
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Введем новую функцию 

Ув(5) = Фв(5, 1 = 0), 

которая не зависит от времени и удовлетворяет уравнению (9.1): 

Нун(5) = Ейн(5). (9.3) 

Это уравнение для волновой функции стационарного состояния 
называют иногда стационарным уравнением Шредингера. 

Мы видим, что волновая функция любого стационарного со- 
стояния зависит от времени по гармоническому закону, причем 
частота осцилляций однозначно определяется энергией состоя- 

НИЯ: 

%в(6, ®) = Фв(5)ехр(-тВг). (9.4) 
Стационарные состояния обладают рядом важных свойств, отли- 
чающих их от других возможных состояний квантовых систем. 
Например, плотность распределения обобщенных координат не 
зависит от времени: 

ов (5, №) = |фв(&, ©)? = |4в(6, = 0)? = ФБ (5). (9.5) 

Также не зависит от времени распределение (и, конечно, сред- 
нее значение) любой физической величины, оператор которой не 
зависит явно от времени. Действительно, пусть {к } 17° есть пол- 
ный набор собственных функций оператора некоторой физиче- 
ской величины Р'. Тогда плотность распределения этой величины 
в стационарном состоянии 1) в (5, 1) в соответствии с (2.24) есть 

ев(Р) = У |(ук|в (5, 9), 
Ну, = Е 

где суммирование производится по всем тем собственным функ- 
циям фу, для которых РЁ), имеет заданное значение Р'. Подставляя 
сюда в (5, ё) из (9.2): 

ре(Р) = У (ок! н(5)), (9.6) 
Ву= 

видим, что зависимость от времени отсутствует. 
Подчеркнем, что задача нахождения волновых функций ста- 

ционарных состояний системы относится к классу задач на соб- 
ственные значения. Уравнение (9.3) имеет решения лишь при
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определенных значениях Ё, образующих спектр гамильтониа- 

на Н, или энергетический спектр системы. 
Совокупность всех собственных функций и обобщенных соб- 

ственных функций гамильтониана образует полный набор, по ко- 
торому может быть разложена произвольная функция из 7.2. 

$ 10. О нахождении волновых функций 
нестационарных состояний 

Пусть в момент времени # = () система находится в состо- 
янии, которое описывается волновой функцией Ф(5). Если эта 
функция совпадает с одной из собственных функций {в (5) га- 

мильтониана системы, то это значит, что система находится в 
стационарном состоянии с энергией Ё. При этом изменение вол- 
новой функции со временем определяется уже известным гармо- 
ническим законом (9.2). 

Пусть теперь Ф(5) не есть собственная функция гамильтони- 
ана. Как в этом случае найти волновую функцию системы 1)(ё, +) 
при #ё > 0? 

Функция 1}(5, #) должна удовлетворять как уравнению Шре- 
дингера (6.1), так и начальному условию: 

д4(5, #) 
(0/: 

4(5, 0) = Ф(5). (10.2) 

Воспользуемся тем, что множество всех функций стационарных 
состояний системы вместе со всеми обобщенными собственны- 

ми функциями гамильтониана системы (как множество всех соб- 
ственных и обобщенных собственных функций эрмитова опера- 
тора) представляет собой полный набор. Поэтому любое решение 
уравнения Шредингера можно представить в виде разложения по 
этому набору: 

гв = Нф(&, №), (10.1) 

#6, © = У сад, (Ос 5 / С(е)4.(©)е ^" а, (10.3) 

Нф.() = ей.(5), (10.5) 
а с» и С(е) — некоторые числа. В справедливости разложе- 

ния (10.3) легко убедиться, подставив его в (10.1).
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Потребуем, чтобы функция (10.3) удовлетворяла начальному 
условию (10.2): 

У’ он. (© + | се)о.(6)ае = Ф(0. | (05 

Отсюда находим коэффициенты разложения с, и С(=): 

съ = (4) = | 1,90). (10.7) 

С() = (4.1Ф) = / «тОФО) а. (10.8) 

Таким образом, соотношения (10.3), (10.7) и (10.8) дают решение 
уравнения (10.1) с начальным условием (10.2). 

Иногда оказывается удобным представить решение этой за- 
дачи в несколько ином виде. Для этого подставим (10.7) и (10.8) 
в (10.3) и поменяем местами интегрирование по & и суммирование 

(интегрирование) по энергетическому спектру: 

42(5, &) - | «© (3+0 и ( ё’)е —еб 

+ | 6:© ие(& )е с “а )ое) (10.9) 

Введем новую функцию: 

= У\и.(60т, (Се В / и(ОЧт(Е)е “а. 
(10.10) 

Эта функция называется функцией Грина для уравнения (10.1). 
Она не зависит от начального состояния системы и определяется 
только ее гамильтонианом. С помощью функции Грина решение 
уравнения Шредингера (10.1) с начальным условием (10.2) пред- 
ставляется в соответствии с (10.9) в виде 

о, 0 = / С(&, ©, ФЕ) (10.11) 

Легко проверить, что функция Грина (10.10) удовлетворяет
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соотношениям 

„оЁ ЕЮ Яск е0) (10.12) 

В $ 8 мы отметили, что в любом состоянии распределение 

любой сохраняющейся величины не меняется со временем. Сей- 
час мы можем легко доказать это утверждение для распределения 
энергии. Действительно, согласно (10.3) вероятность того, что в 
произвольном состоянии 1}(5, #) энергия имеет значение с, В СО- 
ответствии с (2.24) есть: 

2 

= в)? (10.14) 

т. ©. не зависит от времени. Неопределенность энергии в нестаци- 
онарном состоянии не означает, конечно, что энергия в этом со- 
стоянии не сохраняется. Она сохраняется в среднем; кроме того, 
как мы только что показали, сохраняется распределение энергии. 

Упражнения к лекции 2 

2.1. Показать, что нормировка волновой функции, удовле- 

творяющей уравнению Шредингера, не изменяется со временем. 

2.2. Показать, что операторы скорости и ускорения частицы, 
движущейся в поле с потенциальной энергией \/ (г), могут быть 
представлены в виде 

У = Р/и, = а = — стай И(г)/и, 

где и — масса частицы, р — оператор се импульса. 

2.3. Показать, что гамильтониан свободной частицы в сфе- 

рических координатах имеет вид 

’ 

т Ь2 д [2 д В? < Я = _ д (22 \_ № д 
дит? дт (' 5) дит? 

где 

Л 3 (2 (но) + бя). 

и — масса частицы.
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2.4. Показать, что вектор плотности тока вероятности в сфе- 

рических координатах имеет следующие компоненты: 

* ‚— й (уж д9 _ „д% 
бк — (1 , 28 К" дк "оду 

„= зас (и*де - уд) 
дит д0 ’ д0 

ой ‚дФ — ‚ду” 
№ = затон дур °оо). 

2.5. Частица движется в сферически симметричном поле. 

Из приведенных ниже физических величин выбрать интегралы 
движения: 

р? 

192 т = ди” Г, 1, г” (гр). 

2.6. Частица движется в поле с осевой симметрией. Из при- 

веденных в упражнении 2.5 физических величин выбрать инте- 

гралы движения. 

2.7. Частица находится в состоянии, описываемом в сфери- 
ческих координатах волновой функцией 

(г) = (г) сов? у, 

где В(1) — некоторая квадратично интегрируемая функция. Найти 
распределение проекции момента количества движения на ось 2. 

2.8. Используя волновую функцию из упражнения 1.6, найти 

среднее значение кинетической энергии электрона в основном 
состоянии атома водорода (движением ядра пренебречь). 

2.9. Доказать, что в любом состоянии распределение любой 
сохраняющейся величины не меняется со временем. 

2.10. Построить оператор плотности распределения коорди- 
наты частицы, движущейся в заданном поле. 

2.11. То же для оператора плотности тока.
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ЛЕКЦИЯ 3 

$ 11. Линейный гармонический осциллятор. 
Стационарные состояния 

Рассмотрим одну из простейших механических систем — ча- 

стицу с массой ии, движущуюся в одномерном поле с потенциаль- 
ной энергией 

И (г) = 5 ва. (11.1) 

Из классической механики известно, что частица, находящаяся 

в таком поле, совершает гармоническое колебательное движение 

вдоль оси 2 относительно точки 2 = () с частотой 

о = (в/и)\?, (11.2) 
т.е. координата частицы в момент времени # есть 

х = а сов(шё + ф), (11.3) 

где а — амплитуда колебаний, ф — фаза колебаний при # = 0. При 
этом полная энергия частицы есть 

В = рига, (11.4) 

т.е. при фиксированных и и & она определяется амплитудой а 
и не зависит от начальной фазы ф. 

Решение этой же задачи в квантовой механике состоит в на- 

хождении всех функций, удовлетворяющих уравнению Шредин- 
гера (6.1) и соответствующим начальным условиям. 

Начнем с нахождения тех решений уравнения Шредингера, 

которые описывают стационарные состояния. В общем случае для 
этого надо найти все решения стационарного уравнения Шредин- 

гера (9.1), принадлежащие области определения гамильтониана 
в пространстве Го. В нашем случае волновые функции 1}(х) за- 

висят только от переменной г, а гамильтониан АН согласно (3.10), 
(11.1) и (11.2) имеет вид 

— —. —^ 2 2 

В = Т +7 = — ВО ФО 32а, (11.5)
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Отметим, что уравнение (9.1) инвариантно относительно из- 
менения начала отсчета полной и потенциальной энергии. Поэто- 
му начало отсчета энергии можно выбирать исходя из соображе- 
ний математического удобства. Мы совместим его с минимумом 
потенциальной энергии \ (0) = 0. 

Таким образом, наша задача сводится к решению одномер- 
ного уравнения 

а? 

Для этого удобно ввести безразмерные величины 

И Е = 8 (1. 
где 

1/2 

ь = |] Е) = с (11.8) 

Будем искать решение уравнения (11.6) в виде 

(2) = (5) ехр(-5©?). (11.9) 

где 1(5) — некоторая непрерывная функция, имеющая непрерыв- 
ную производную и удовлетворяющая условию квадратичной ин- 
тегрируемости 1)(2:). Подставляя (11.9) в (11.6), получаем для 0(&5) 
уравнение 

„(ё) — 260'(5) + (= 1)0(5) =. (11.10) 
Будем искать решение этого уравнения в виде полинома 

о(5) = У акё^. (11.11) 
к=0 

Подставляя (11.11) в (11.10), получаем 

2К 1 —Е 
а 

К + 1)(& + 2) 
ак+з = г к. (11.12) 

Это есть рекуррентное соотношение для коэффициентов искомого 
многочлена 1/(5). Задавая произвольно значения ад и ат, получаем 
все остальные коэффициенты ао, аз, ..., а. Величины ад И ал



Лекция 3 39 

здесь играют роль констант интегрирования дифференциального 
уравнения 2-го порядка (11.10). Определим их из условий, кото- 

рым должна удовлетворять функция 1/(1), следовательно, и 0(5). 
Одним из них является квадратичная интегрируемость функ- 

/ №(#)|? аг = 1. (11.13) 

Покажем, что это условие выполняется только в том случае, ко- 

гда ряд (11.11) содержит конечное количество членов. Для до- 

казательства от противного предположим, что ряд (11.11) с ко- 
эффициентами, удовлетворяющими условию (11.12), бесконечен. 
Поскольку в есть некоторое конечное число, то остаток ряда бу- 
дет знакопостоянным и при больших значениях & будет сходиться 

к остатку степенного ряда функции 

е? = 1 К её = её (11.14) 

Действительно, из (11.12) имеем 

а к--2 

ак 
-* при & — со, 

что совпадает с отношением соответствующих коэффициентов ря- 
да (11.14). Следовательно, 

©(6) — ехр(&°) при & — 00, 

#е) = © екр(-1е*) —ено(-1(#)") ти г 
т.е. 1)(т) не является квадратично интегрируемой. Поэтому кон- 
станты интегрирования ад И а1 должны быть выбраны такими, 
чтобы ряд (11.11) содержал конечное количество членов. 

Пусть а„ё” будет последним членом ряда, т. е. 

ап 37 0, ак = О при & > пт. (11.15) 

В частности, для & = п, + 2 получаем 

дп + 1 — Е а = 

п + )(п +2) 
атп--2 — (
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откуда 
дтп, + 1 — в = 0, 

т. ©. для того, чтобы ряд (11.11) был полиномом степени п, необхо- 
димо, чтобы собственное значение в удовлетворяло соотношению 

© = дп + 1. (11.16) 

Согласно (11.15) для & = п + 1 имеем 

апт = 0. 

Отсюда в соответствии с (11.12) и (11.16) следует, что 

ал-1 = 0. 

Используя рекуррентное соотношение (11.12), последовательно 
получаем: ад-з = 0, ап-5 = 0, ..., @о = 0 при нечетном п или 

ап-з = 0, ад-5 = 0, ..., ал = 0 при четном п. Следовательно, 

другим необходимым условием конечности ряда (11.11) является: 

ао = 0, если п нечетно, (11.17) 

ал = 0, если п четно. ` 

Нетрудно видеть, что совокупность условий (11.16) и (11.17) 
является достаточным условием конечности ряда (11.11), т.е. 

квадратичной интегрируемости функции (11.9). Таким образом, 
остается одна произвольная константа (ар при четном т. и аз при 
нечетном п). Это находится в соответствии с инвариантностью 
решений однородного уравнения (11.6) относительно операции 
умножения на произвольное число. Если выбрать а, = 2”, то 
ПОЛИНОМ 

к=0 

коэффициенты которого удовлетворяют всем наложенным выше 
условиям, совпадает с полиномом Эрмита Н,(5) (см. Дополне- 
ние 6). 

Итак, наша задача на собственные значения (11.6) имеет ре- 
шения 

а(2) = с„Н,(®) ехр(-2(*)), (11.18) 

соответствующие собственным значениям 

В, = №(» +5), п = 0,1, 2,... (11.19)
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Таким образом, спектр гамильтониана линейного гармониче- 
ского осциллятора представляет собой эквидистантную систему 
энергетических уровней, причем минимальное значение энергии 
есть Во = Лш/2, а расстояние между соседними уровнями рав- 
няется Ли. Нормируя собственные функции 1), (2/Б) на единицу, 
получим 

со = (2"п!п!/2р)— М/?. (11.20) 

Теперь видно, что, получив уравнение (11.10), мы могли бы 

и не проводить дальнейших выкладок, а, сославшись на матема- 
тику, сразу записать условие (11.16) и выразить решение этого 
хорошо известного в теории специальных функций уравнения че- 
рез полиномы Эрмита. В дальнейшем всякий раз, решая задачу на 
собственные значения гамильтониана, подобную рассмотренной 
сейчас, мы так и будем поступать. 

Нормированные волновые функции первых трех стационар- 
ных состояний линейного гармонического осциллятора имеют 

вид: 

= ——ех —х° 2 . “о(е) = потек”), (11.21) 

ол 
— Эьут 

1 да? 2 2 4э(а) = о та 1) ехр(—а? /(25?)). (11.23) 

Отметим, что количество узлов функции 1/,, (5) есть тп, т. е. чем 
больше энергия состояния, тем сильнее осциллирует волновая 
функция. Графики первых трех функций приведены на рис. 1. 

Плотность распределения вероятности обнаружить частицу 
в окрестности точки 2 в соответствии с (1.2) есть (2) = 
— 2 = |4»(2)°. 

На рис. 2 представлены графики этой функции для п = 
= 0, 1, 2, 10. 

Найденный набор функций {17 (2) }5° является ортонорми- 
рованным: 

(2) “А ехр(-а?/(25?)), (11.22) 

(фи Фу) = / (2) (г) @г = бат, (11.24)
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Рис. 1. Волновая функция 1/», (5) линейного гармонического осциллятора 
при п = 0, 1, 2 

2 

Рис. 2. Плотность р, (5) координатного распределения линейного гармо- 
нического осциллятора при п. = 0, 1, 2, 10 

как этого требует общая теорема, доказанная в Дополнении 2. 
Правильность этого соотношения легко проверить непосредствен- 
но, используя ортонормированность полиномов Эрмита (6). Так-
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же можно доказать, что этот набор является полным в простран- 

стве Гэ, т.е. мы нашли все собственные векторы оператора Н, 
а его непрерывный спектр пуст. Условие полноты набора {12 } ° 
в соответствии с (1) можно записать в виде 

Ъ чьи ()и7 (27) = (в =’). (11.25) 
п=0 

Теперь подведем итоги и сравним полученные результаты 
с теми, которые были приведены в начале параграфа для класси- 
ческого линейного гармонического осциллятора. 

1. В стационарном состоянии полная энергия квантового ос- 
циллятора в отличие от классического не может быть произ- 
вольной, а «квантуется»; она должна удовлетворять соотноше- 
нию (11.19). Энергию Ли можно рассматривать как величину 

кванта колебаний и считать, что в состоянии с энергией В’, име- 

ется п. квантов. 
2. Минимальное значение Ео = Ли /2 лежит выше минимума 

потенциальной энергии \/ = () («нулевые колебания» осциллято- 
ра). 

3. Квантовая частица может заходить за классические «точки 
поворота» г = т, определяемые условием (г) = Е, т.е. 
находиться в тех областях пространства, где движение класси- 
ческой частицы с такой же полной энергией запрещено. Однако 

вероятность пребывания частицы в этих областях очень быстро 
убывает по мере удаления от области, разрешенной для классиче- 
ского движения. Классическое движение строго финитно. Что же 
касается квантового осциллятора, то его движение можно считать 
финитным только условно. 

4. Каждому энергетическому уровню В, соответствует толь- 

ко одно состояние (11.18), т. е. спектр гармонического осциллято- 
ра невырожден. 

5. Полином Эрмита Н,(5) при четном значении п. содержит 
только четные степени аргумента, а при нечетном п — только 
нечетные степени. Поэтому все состояния с четными (нечетны- 
ми) п. описываются четными (нечетными) волновыми функциями. 

В следующем параграфе мы специально рассмотрим вопрос 
о четности волновой функции. А сейчас остановимся на заключе- 
нии, которое сформулировано в пункте 4. Мы покажем, что этот 

результат не случаен и в то же время не связан с какими-либо спе- 
цифическими особенностями осциллятора. Оказывается, что при 
одномерном движении частицы собственные значения гамильто- 
ниана невырождены всегда, независимо от вида потенциала \/ (2).
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Докажем это утверждение от противного. 
Допустим, что некоторое собственное значение РЁ’ являет- 

ся вырожденным и ему соответствуют две линейно независимые 

ие) + (75) (8 — И(е))н (г) = 0, 

2 (2) + (5) (Е — У (#))\2(2) =. 

Умножим первое уравнение на 1/2, второе — на 1/1 и из первого 
результата вычтем второй; тогда получим 

Фот — Фа4о = 0 

а („А пу, 992 \ — 
ах (** ах ах ) — ©. 

Следовательно, 

{о — 211 = С, 

где С — некоторая константа. Для ее определения рассмотрим 
предел левой части равенства при |2| — со. Поскольку по усло- 
вию Е есть точка дискретного спектра, то Шли 1/1, = 0, т.е. 
С = 0. Следовательно, || —>с© 

Фо ура = {1 арэ, 

откуда 

1 — адро р 

где а — некоторая константа. 
Таким образом, 1/1 и 1/о линейно зависимы, что противоречит 

исходному предположению. 

$12. Четность состояния 

В $ 11 мы видели, что волновые функции всех стационарных 

состояний линейного гармонического осциллятора имеют опреде- 

ленную четность. Покажем, что это свойство присуще всем ста- 

ционарным состояниям дискретного спектра любого одномерного 

четного гамильтониана 

Н(-х) = Н(:).
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Введем новый оператор Р — оператор пространственной инвер- 
сии, который определен во всем пространстве Го и действует по 
правилу 

Руф(т) = #(-х), (12.1) 
т.е. он реализует преобразование инверсии (или пространствен- 
ного отражения): 

п — —Ф, у — —у, 2 — —&. 

В результате этого преобразования правая переходит в левую и на- 
оборот. 

Если гамильтониан системы инвариантен относительно этого 
преобразования, то 

РН(к)ф4(г) = Н(-г)ф(-т) = Н(к)0(-г) = Н(г)Ро(г), 

т. ©. ^^ ВЦ 

РН = НР. 

Следовательно, в этом случае гамильтониан коммутирует с опе- 

ратором инверсии. 

Таким образом, если гамильтониан является четной функци- 
ей пространственных координат 

Н(-х) = Н(»), (12.2) 

то в системе, описываемой этим гамильтонианом, имеется спе- 
цифический для квантовой механики интеграл движения — чет- 
ность. В дальнейшем мы увидим, что инвариантность гамильто- 
ниана системы относительно какого-либо преобразования обоб- 
щенных координат всегда связана с существованием для этой си- 
стемы некоторого интеграла движения. 

Легко проверить, что оператор Р эрмитов. Поэтому его соб- 
ственные значения должны быть вещественными. Найдем их: 

Ри(г) = Ру(г), 

#(-т) = Ру(»). 
Подействуем на обе части этого равенства оператором Р: 

Ро(-т) = РРо(г), | ф(@) = Р?уу(г), 
т.е. Р® = 1, Р = +1.
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Таким образом, оператор инверсии имеет два собственных 
значения (+1), а все его собственные функции распадаются на 
два класса: 

1) четные функции {}(—гт) = (г), Р = 1, 
2) нечетные функции 1}(—т) = —1}(т), Р = —1. 
Собственные значения оператора инверсии (Р = +1) называ- 

ются четностью. Состояния, описываемые четными (нечетными) 
функциями, называются четными (нечетными). 

Если гамильтониан системы коммутирует с оператором ин- 
версии, то в соответствии с теоремой, приведенной в $ 4, суще- 
ствует общий полный набор собственных функций этих двух опе- 
раторов. Каждое из состояний, описываемых этими функциями, 
является либо четным, либо нечетным. 

Пусть В — невырожденное собственное значение четного 
тамильтониана: — 

Нив(к) = Ефв(г). 

Тогда Ру к(т) — тоже собственная функция этого гамильтониана, 
принадлежащая тому же собственному значению 

Рфк(г) = Рфи(г). 

Следовательно, {в(г) — собственная функция оператора инвер- 
сии, т. е. она обладает определенной четностью. 

$ 13. Осциллирующий волновой пакет 

Вернемся к линейному гармоническому осциллятору. В $ 11 
мы установили свойства его стационарных состояний и обна- 
ружили, что, несмотря на принципиальные отличия квантово- 
механического описания от классического (квантование энергии 
колебаний, возможность проникновения в область, где полная 
энергия меньше потенциальной и т. д.), в то же время существует 
и определенное сходство в движении квантового и классического 
осцилляторов. Продолжим это сопоставление. 

В классической механике мы обычно имеем дело со сле- 
дующей задачей: в момент времени # = () задаются отклонение 

2(0) = хо и начальный импульс р(0) = ро; требуется найти откло- 
нение (1) и импульс р(#) в произвольный момент времени # > 0. 
Как в квантовой механике сформулировать задачу, аналогичную 

этой задаче классической механики? 
В силу соотношения неопределенностей задать в начальный 

момент определенные значения координаты и импульса нельзя.
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В квантовой механике роль начального условия играет задание 

волновой функции системы в момент # = 0. Подберем эту ВОЛНО- 
вую функцию таким образом, чтобы при #& = () средние значения 
координаты и импульса осциллятора равнялись заданным значе- 
ниям 20 и ро: 

а неопределенности координаты и импульса были бы минималь- 
ными. Возьмем для этого, например, функцию вида 

(г, % = 0) = тв 9(3С)) ехр(+рог). (13.2) 

где 
Ь = /й/ио. (13.3) 

Она нормирована в соответствии с общим правилом (1.3) и, как 
легко проверить, удовлетворяет условиям (13.1). Легко вычисля- 

ются также дисперсии координаты и импульса: 

р,(# = 0) = ?/2, „(ев = 0) = 2/25? (13.4) 

Отсюда видно, что выбранная волновая функция (13.2) обла- 
дает уникальным свойством — она минимизирует соотношение 
неопределенностей (5.2): 

Аг - Ар, = П/2. (13.5) 

Заметим, что это свойство не связано со специальным выбором 
параметра в виде (13.3). 

Если то = 0 или ро =* 0, состояние с волновой функци- 

ей (13.2) не является стационарным и энергия не имеет опреде- 

ленного значения (см. упр. 3.11). Такое нестационарное состояние 
частицы, довольно четко локализованное в пространстве, являет- 
ся примером пространственного волнового пакета. 

Как ведет себя с течением времени осциллятор, который в 
начальный момент находится в состоянии с волновой функци- 
ей (13.2)? Для ответа на этот вопрос надо решить уравнение 
Шредингера (6.1) с начальным условием (13.2). Для простоты 

положим ро = 0. 

В соответствии с (10.3) ищем 1/(т, #) в виде суперпозиции 
волновых функций стационарных состояний: 

9(2, ©) = У) оо (г) скр(- 7), (13.6)
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где согласно (11.18) и (11.20) 

6.) = ой (3) ео(-3(3) ), 03 
со = (27 п! тб) М2 (13.8) 

собственные функции гамильтониана линейного гармонического 
осциллятора. 

Согласно (10.7) имеем 

(13.9) 
Для вычисления этого интеграла удобно воспользоваться свой- 

ством (Дб.3) производящей функции полиномов Эрмита: 

ехр(2А2 — №) = у. л.(; ) М. (13.10) 

2 
Умножим обе части этого равенства на ехр (1 (2) -1 (* т ) ) 

и проинтегрируем по х. Используя (13.9), получаем 

2 _— \2 Е! г) -1(#=*°)”) В 

/ еФ(2›; №) ехр( (5) 2\ ат = 
— оо 

Оп \/ БТ = у`^ ЗМ ан (13.11) 

Интеграл, стоящий в левой части этого равенства, имеет значение 

2 1 ("9 ) Хо утоехр(-1 =5) + А==). 
4\ь ( 

Разлагая в ряд ехр(Лхо/5) и сравнивая с правой частью равен- 
ства (13.11), получаем 

ал = но ехр(-1(*°)). (13.12) 
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Подставляя (13.12) в (13.6) и учитывая, что 

— 1 
Вл = (* + 5) Ри, 

с помощью (13.10) окончательно получаем 

— 2 (г, г) = 1 ехр(-2(* тоеоВе) Ш 

Бут 2 6 

—(Злн 8.80 — 1 (29) )) (3-Я „ эши 1 (*°) 51 247% | |. (13.13) 

Найдем средние значения координаты и импульса В этом со- 

СТОЯНИИ: 

@2(#) = то соБи, р(Ё) = — оно 51 и. (13.14) 

Мы видим, что в среднем рассматриваемый волновой пакет дви- 

жется так же, как классический осциллятор, начинающий движе- 
ние из точки 2 = 20 С нулевой скоростью. В отличие от класси- 
ческого осциллятора в квантовом случае координата и импульс 
в любой момент времени не имеют определенных значений: они 
«размазаны» относительно средних значений (13.14) с дисперси- 

ями, для которых легко получить следующие значения: 

Ь2 2 

РЭ, = 2 (13.15) 

Сравнивая их с (13.4), видим, что дисперсии координаты и им- 

пульса осциллятора не зависят от времени. При этом плотность 

координатного распределения дается формулой 

р(х, ©) = (г, |? = нееФ((Т)) (13.16) 

Упражнения к лекции 3 

3.1. Сформулировать краевую задачу о нахождении стаци- 
онарных состояний дискретного спектра частицы, движущейся в 
одномерной потенциальной яме следующего вида: 

а) прямоугольная яма бесконечной глубины, 

_ ]0 при |х| < а/2, 
У(=) = те, при |2] > а/2;
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6) прямоугольная яма с одной бесконечно высокой стенкой, 

со при 2 < 0, 

У (2) = { — М < 0 при 0 < г <а 
0 при 2 > а; 

в) «усеченный» гармонический осциллятор с бесконечно вы- 

сокой стенкой, 

У (=) = 2 
О при г < 0, 

ох” при г > 0; 

г) несимметричная прямоугольная яма, 

У; > 0 при г < 0, 
И (х) = 0 при 0 < х < а, 

\% > 0 при 2 > а; 

3.2. В случае (в) упражнения 3.1 найти все стационарные 

состояния, воспользовавшись известным решением задачи о ли- 
нейном гармоническом осцилляторе. 

3.3. Частица находится в основном состоянии линейно- 

го гармонического осциллятора. Найти вероятность пребывания 

этой частицы в области, запрещенной для классического движе- 
НИЯ. 

3.4. Заряженная частица с зарядом е и массой и соверша- 

ет гармонические колебания вдоль оси 2 с частотой ш. Найти 
стационарные состояния этой системы при наложении внешнего 
электростатического поля, имеющего напряженность & и направ- 
ленного вдоль оси {х. Сравнить результат с решением соответству- 
ющей классической задачи. 

3.5. Используя рекуррентные соотношения (Дополнение 6) 

для полиномов Эрмита, вычислить интегралы 

ИС г)тт( в] ® 2)рглн (г) бт 

где {к }0° — волновые функции стационарных состояний линей- 
ного гармонического осциллятора. 

3.6. То же для интегралов 

©о 

Ге к)? чт ( п) #6 у () бт
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3.7. Вычислить средние значения потенциальной и кинети- 

ческой энергий в п-м стационарном состоянии линейного гармо- 

нического осциллятора. 

3.8. Проверить выполнение соотношения неопределенно- 

стей для координаты и импульса частицы, совершающей линей- 
ные гармонические колебания (стационарные состояния). 

3.9. Найти энергетический спектр системы, состоящей из 
двух одинаковых линейных гармонических осцилляторов, потен- 
циальная энергия взаимодействия которых есть \/ — 02129 (а — 
некоторая константа, 21 И 2о — координаты осцилляторов). 

Указание: в уравнении Шредингера разделить перемен- 
ные, описывающие относительное движение частиц и движение 
их центра масс. 

3.10. Линейный гармонический осциллятор находится при 

# = 0 в состоянии {}(г, # = 0) = 2—ММ?(уо + 1). Вычислить @(+). 

3.11. Найти среднее значение и дисперсию энергии ли- 
нейного гармонического осциллятора с потенциальной энергией 

У (г) = зада? в состоянии (13.2). 

3.12. Найти среднее значение и дисперсию энергии свобод- 
ной частицы в состоянии (13.2). 

3.13. Рассмотреть движение линейного гармонического ос- 

циллятора, находящегося при # = 0) в состоянии 

где то, 6, Р — некоторые константы; принять 6 = \/А/ шо. Срав- 
нить полученные результаты с аналогичными результатами клас- 
сической механики. 

3.14. Доказать соотношение 

йа (г) / аа = уно /2В( упал (2) — Уп + 11а (г), 

ху (2) — М б/2о( уп ина (2) а у’пп—1(х)), 

где {1/7 }0° — волновые функции стационарных состояний линей- 

ного гармонического осциллятора.
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ЛЕКЦИЯ 4 

$ 14. Прямоугольная потенциальная яма 
(стационарные состояния) 

Рассмотрим одномерное движение частицы с массой иг в поле 
с потенциальной энергией (рис. 3): 

0 при х < —а/2, (0) 

И(х) = { — 0 < 0 при — а/2 < г < а/2, (П) 

0 при х > а/2. (1) 

Здесь за начало отсчета энергии принято значение потенциальной 
энергии на бесконечности. Такое поле принято называть прямо- 
угольной потенциальной ямой. Одномерная прямоугольная потен- 

циальная яма часто используется в качестве первого приближения 
для описания движения частицы в 

(г) реальных полях с большим гра- 
диентом в отдельных малых обла- 

— а/2 0 а/2 а стях пространства. Примером та- 

кой ситуации может служить дви- 
жение электрона в металлической 

(0) (0 @ пластинке, поскольку внутри метал- 
ла движение в первом приближении 
может считаться свободным, а на 
поверхности металла за счет конеч- 

— 
0 ной работы выхода электрона име- 

ется скачок потенциала. 

Рис. 3.  Одномерная  прямо- Хорошо видно, что общий ха- 
угольная потенциальная яма рактер движения классической ча- 

стицы в прямоугольной яме суще- 
ственно отличается от характера движения классического гар- 
монического осциллятора. Движение классического осциллятора 
всегда финитно, поскольку при любой полной энергии Е; конечны 
размеры той области, где Е больше потенциальной энергии. В то 
же время характер движения классической частицы в прямоуголь- 
ной потенциальной яме (рис. 3) существенно зависит от величины 

полной энергии: при Ё < (0 движение финитно, а при В 2 () ин- 
финитно. Говорят, что при Е < ( частица находится в связанном 
состоянии с энергией связи & = — Е. Энергия связи представляет
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собой ту минимальную энергию, которую надо передать частице 
для того, чтобы она перешла в состояние инфинитного движения. 

Переходя к квантовой механике, сначала рассмотрим стаци- 
онарное движение квантовой частицы в прямоугольной потенци- 
альной яме, т. е. свойства стационарных состояний. 

Итак, наша задача состоит в нахождении решений одномер- 
ного стационарного уравнения Шредингера, которые удовлетво- 
ряют требованиям квадратичной интегрируемости, непрерывно- 
сти и непрерывности производной на всей вещественной оси. 

Поскольку гамильтониан нашей задачи является четным, 
можно утверждать, что все стационарные состояния дискретно- 
го спектра обладают определенной четностью. Используем эту 
информацию для упрощения решения задачи. 

Ищем решения в интервале энергии — 0 < Е < 0. В про- 
странственной области (1) стационарное уравнение Шредингера 
принимает вид 

2 
(2) а °С (л) = (0. (14.1) 
ах? А 

Введем обозначение 

(14.2) 

тогда 

Общее решение уравнения (14.1) есть 

Ух) (2) = Ае”* + Де **. 

Для обеспечения квадратичной интегрируемости этой функции во 

всей области (1) (—оо < т < —а/2) следует положить 2) = 0), т.е. 

У) (2) = Ае”“. (14.3) 

Аналогично в области (ПШ) получим 

Уатт) (2) = Се”*. (14.4) 

В области (П) уравнение Шредингера принимает вид 

2
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где 2 
К = а (Е + и) > 0, (14.6) 

т. ©. 

к = > УЭд(Е +») > 0. 

Общее решение уравнения (14.5) есть 

(п) (2) = В, сов(&а) + Во 5 (Кг). (14.7) 

Поскольку каждая собственная функция должна быть либо чет- 
ной, либо нечетной, только одна из констант В1, Вэ может быть 
отлична от нуля в данном состоянии. Таким образом, все стацио- 
нарные состояния нашего гамильтониана могут быть разбиты на 
два класса: 

(А) состояния положительной четности, для которых Вэ = 0, 
А = С; 

(В) состояния отрицательной четности, для которых В, = 0, 
А = —С. 

Теперь мы должны наложить требования непрерывности 
функций и их производных в точках разрыва потенциальной энер- 
гии 2 = +а/2. Эти условия позволяют определить константы 

интегрирования. 
Произведем «сшивание» для состояний класса (А). 

В точке г = —а/2 получаем 

9” 

—Т ма К 
иАе ? = КВ, вт ка 

Отсюда имеем й 

А = В1е?” сов ка, (14.8) 

В, (* в ЕЙ — сов №) = 0. (14.9) 

Легко проверить, что сшивание в точке г = а/2 с учетом того, 
что А = С, приводит к этому же результату. 

Мы видим, что система уравнений (14.8) и (14.9) имеет 
нетривиальные решения тогда и только тогда, когда & и м удо- 
влетворяют уравнению 

К - +6 (Ка/2) = м. (14.10)
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Для исследования уравнения (14.10) можно использовать графи- 
ческий метод, если заметить, что условие 

К + г? = К? К = = \/диМ > 0 (14.11) 

представляет собой уравнение окружности с центром в точке 
(& = 0, к = 0) и с радиусом К. Поскольку нас интересует толь- 
ко одна четверть этой окружности (& > 0, х 2 0), то уравне- 
нию (14.10) соответствует следующий график (рис. 4). 

/ / 
/= лева 
и [== — всьв 

= к= КЕ 

0 п/а Эл/а Зл/а Ап/а к 0 л/а л/а Зл/а Ап/а В 

Рис. 4. Графический анализ урав- Рис. 5. Графический анализ уравнения 
нения & - 2(Ка/2) = м — К све(Ка/2) = м 

Мы видим, что уравнение (14.10) имеет хотя бы одно реше- 
ние при любых значениях параметров потенциала М) и а. 

Теперь рассмотрим состояния класса (В). Сшивание в точках 
2 = +=а/2, приводит к системе уравнений: 

иАе ® = КВ сов === 

из которой получаем 

Вэ (* СО5 Е + квт №) = 0, 

А = —С = —ехр(*@) В; 510 ка,
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Нетривиальное решение этой системы существует тогда и только 

тогда, когда выполняется условие 

—в о сёв и = и. (14.12) 

Уравнению (14.12) соответствует график рис. 5. Видим, что урав- 
нение (14.12) имеет решение только при & 2 л/а. 

Итак, в каждом интервале (п — 1)лд/а < & < пл/а, где п. = 1, 
2, ..., М, только одно из уравнений (14.10) и (14.12) может иметь 
корень, притом единственный. Следовательно, все корни можно 
пронумеровать в порядке возрастания их величины: 

К) < Ко... < Ку. 

Как было отмечено выше, корень &1 существует всегда. Мак- 

симальное количество корней № при данном значении Ка опре- 
деляется из неравенств 

(М — 1)л/а © К < Мтп/а, (14.13) 

т.е. 
Ка/жп < № © Ка/тп +1. 

Каждому корню К, соответствует, как это видно из (14.6), соб- 
ственное значение гамильтониана 

Ел = (№? /2и)К? — Мо, п = 1, 2, 3, ..., №. (14.14) 

Другими словами, энергия связи частицы в яме принимает лишь 

определенные дискретные значения: 

еп = — Ед = Мо — (№ /ди)К2, п = 1,2, 3,..., № (14.15) 

Таким образом, все собственные функции, принадлежащие соб- 

ственным значениям из интервала 

могут быть разбиты на два класса: 
(А) Собственные функции, принадлежащие собственным 

значениям Е, Ез, Ев, ...: 

Аде*®* при г < —а/2, 
Уп(х) = ( В» сов К„а при — а/2 < а < а/2, 

Се *»® — при г > а/2, 

п = 1, 3, 5,..., 

Ка 
А, = С, = Ву, ехр( 52а) сов от, к = = УЭДЕ.
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Все эти функции имеют положительную четность. 
(В) Собственные функции, принадлежащие собственным 

значениям Ёэ, Ед, Ев, .. .: 

Аде*»* при г > —а/2, 

Уп (2) = ‹ Ву 5 кт при — а/2 < г < а/2, 

Се *®** при х > а/2, 

п = 2, 4, 6,..., 

А, = —С,, = — В, ехр (на) 51 Е кп, = > 2] 

Все эти функции имеют положительную четность. 
Заметим, что по мере увеличения энергии состояния увели- 

чивается количество узлов волновой функции (можно показать, 
что /„ (2) имеет п — 1 узел). 

Естественно, что во всех этих функциях, являющихся реше- 
ниями однородного уравнения, остался неопределенным множи- 
тель В, который получает фиксированное значение, если вос- 
пользоваться условием нормировки 

/ (2)? ах = 1. 

Нетрудно проверить, что при В < —\) наша задача на собствен- 
ные значения нетривиальных решений не имеет. 

Пусть теперь В > 0. Тогда во всех трех пространственных 
областях получаем в качестве линейно независимых решений си- 

нусы и косинусы, которые не являются квадратично интегрируе- 
мыми функциями на всей оси г. Такие решения существуют при 
любом значении энергии Ё > 0. Действительно, в каждой из 3-х 

пространственных областей в данном случае имеем по 2 констан- 
ты интегрирования, т. е. всего 6 констант. Сшивание функций и 
их производных на двух границах накладывает только 4 усло- 
вия, и оказывается, что требование непрерывности функции и ее 
производной может быть выполнено без ограничения на величи- 
ну энергии В. Следовательно, каждая точка Ё > (0 принадлежит 
непрерывному спектру нашего гамильтониана; стационарных со- 
стояний при Ё > 0 нет. 

Мы видим, что множество квадратично интегрируемых соб- 
ственных функций нашего гамильтониана конечно (в частном
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случае оно может сводиться всего к одной функции), а поэто- 
му не может быть полным набором в Го (для получения на- 
бора, полного в смысле (2.20), это множество должно быть до- 
полнено всеми линейно независимыми функциями непрерывного 
спектра). 

Сравним результаты квантово-механического рассмотрения 
стационарного движения частицы в прямоугольной потенциаль- 
ной яме с соответствующими результатами классического рас- 
смотрения. 

Ясно, что классическая частица с полной энергией —\) < 

Е < 0 может находиться только в области (П) (-а/2 < 1 < а/2), 
поскольку в областях (1) и (Ш) ее полная энергия была бы меньше 
потенциальной, что в классической механике невозможно. В обла- 
сти (П) классическая частица может двигаться с любым значением 
энергии из интервала (—\0, 0). 

Квантовое стационарное дви- 
жение частицы в тех же условиях 

п=2 имеет совершенно другой харак- 
тер. Энергия частицы может при- 
нимать лишь дискретный ряд зна- 
чений (14.14), причем минималь- 

ное значение всегда больше ми- 
нимума потенциальной энергии 
(Е, > —\И). Волновая функция 
любого стационарного состояния 

—-а —у2 0 42 ах отлична от нуля в областях (1) 
и (Ш), т. е. частица с конечной ве- 

Рис. 6. Плотность р» (2) коорди- роятностью может находиться в 
натного распределения для ©та- — области, запрещенной для класси- 

ционарных состоянии частИНЫ В ческого движения. Плотность рас- 
одномерной прямоугольной по- 
тенциальной яме при = 1, 2, з ПРеделения координаты частицы 

для некоторых стационарных со- 
стояний представлена на рис. 6. 

Поскольку вероятность нахождения частицы в области, за- 
прещенной для классического движения, экспоненциально умень- 
шается при |2] — со, можно условно считать, что частица, находя- 
щаяся в стационарном состоянии, совершает финитное движение. 

Нетрудно проверить, что вероятность нахождения частицы 
в области, запрещенной для классического движения, стремится 
к нулю при увеличении энергии связи частицы. Поэтому на грани- 
це >; бесконечно глубокой потенциальной ямы волновая функция 
обращается в нуль: 

Ру \ 

их = 0. (14.16)
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$ 15. Импульсное распределение 

Пусть № (к, #) — волновая функция некоторого состояния ча- 
стицы. Согласно (1.2) она однозначно определяет плотность рас- 
пределения координаты частицы в любой момент времени: 

(к, ©) = |Ф(г, 9)? (15.1) 

А что можно сказать о других физических величинах в этом со- 
стоянии, например, об импульсе частицы? Общее рассмотрение 
этого вопроса было проведено в лекции 1. Здесь мы воспользу- 
емся полученными там результатами. 

В классической механике в любой момент времени { мож- 
но указать как координату частицы г(#), так и ее импульс р(#). 
В квантовой же механике, как мы видели в $$ 4,5, такое опи- 

сание состояния принципиально невозможно. Действительно, из 
соотношения неопределенностей (5.2) для координаты и импульса 
непосредственно видно, что не существует состояний, в которых 
координата или импульс имели бы определенные значения. Более 
того, не существует и таких состояний, в которых неопределенно- 
сти координаты и импульса одновременно были бы сколь угодно 
малы. Поэтому в квантовой механике даже невозможно ввести 
понятие совместного распределения г и р, поскольку операто- 
ры этих величин не коммутируют. Следовательно, в квантовой 
механике не имеет смысла вопрос о вероятности того, что им- 
пульс частицы примет значение из бесконечно малой окрестности 
некоторой точки р при условии, что координата имеет значение, 
лежащее в бесконечно малой окрестности точки г. Можно гово- 
рить только о вероятностях тех или иных значений координаты 
(импульса) безотносительно к тому, каковы значения импульса 
(координаты). 

Координатное распределение дается формулой (15.1). Най- 
дем импульсное распределение в том же состоянии (г, 1). 
Для этого мы можем воспользоваться основными соотношени- 
ями (2.24) и (2.25), но сперва надо найти собственные функции 
(обобщенные собственные функции) оператора импульса р. 

Поскольку состояний с определенным значением импульса 
не существует, сразу можно утверждать, что дискретный спектр 
оператора импульса пуст. Для нахождения непрерывного спектра 
и обобщенных собственных функций надо в соответствии с (2.15) 
найти все решения уравнения 

РИр(т) = ру» (г), (15.2)












































































































































































































































































































































































































































































































































































