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В работе изучается задача о нахождении поля вектора ориентации в сферической капле 
нематического кристалла, окруженной изотропной средой. Рассматривается модель, учитывающая 
дивергентные слагаемые в энергии упругости ориентации Франка при слабом сцеплении директора на 
границе капли. Исследуются линеаризованные относительно однородного состояния уравнения 
равновесия для  поля директора. Показано, что точные  решения для малых отклонений директора от 
однородного состояния при планарном и гомеотропном граничных условиях могут как по величине, так и 
качественно отличаться от аналогичных, полученных ранее для модели без учета дивергентных 
слагаемых, что может быть использовано для определения значения дивергентной константы Франка.    
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The problem of the distribution of director field in a spherical droplet of a nematic liquid crystal enclosed 

an isotropic media is considered. We take into account the Frank energy with splay-bend term and weak 
anchoring conditions at the boundary of the nematic droplet. Equilibrium equations for the director field 
linearized with respect to the homogeneous state are studied. Solutions for small deviations are received. It is 
shown that the solutions can both in value and quality differ from similar ones in case when splay-bend term is 
omitted and it is possible to use this for splay-bend constant retrieving. 
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Введение 

 
Задача о равновесном состоянии капли 

нематического жидкого кристалла может 
рассматриваться с точки зрения нескольких 
подходов. Возможно изучение структуры поля 
директора и видов дефектов на основании 
геометрических или топологических методов [1–
3]. Другой вид задач – изучение распределения 
ориентации и формы капли в зависимости от 
свойств внутренней и поверхностной энергии [4–
6]. В работах [7–9] по некоторым характеристикам 
поля директора в капле определялась величина 
коэффициента 24K  при дивергентном слагаемом в 
энергии Франка. 

В настоящей работе рассматривается задача 
о нахождении поля ориентации в сферической 
капле в случае слабого сцепления директора на 
границе с учетом дивергентного слагаемого в 
энергии Франка. 

 
Постановка задачи 

 
Задача о равновесии капли, окруженной 

изотропной средой, может быть сведена к поиску 
минимума для функционала вида  
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с учетом заданного объема капли [4]. Для 
свободной энергии FV внутри объема рассмотрим 
энергию Франка в одноконстантном приближении 
с учетом дивергентного слагаемого  в виде [10, 11] 
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Для поверхностной энергии FS используем модель 
Рапини – Папулара [4, 10, 12] 
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где  и W – постоянные коэффициенты, вектор m


 
– ось легкого ориентирования, которая  в общем 
случае может свободно вращаться по конусу с 
заданным углом  между образующей и нормалью 
к поверхности,   ,/, 20   v


– внешняя для капли 

единичная нормаль к поверхности раздела сред.  
Пусть R – характерный линейный размер 

капли, тогда, используя физические параметры, 
задающие модель, можно ввести два безразмерных 
числа, определяющих задачу 1 = W/ и 2 = WR/K, 
и использовать их для упрощения уравнений.  

Рассмотрим случай, когда 1 << 1 и 2 << 1. 
Будем искать решения для директора в виде малых 
отклонений в меридиональной плоскости от 
однородного поля вида const,n 


 направленного 

вдоль полярной оси капли. В этом случае для 
линеаризованных уравнений задача о нахождении 
n


 отделяется от задачи о форме капли [4], поэтому 
в дальнейшем будем считать ее сферой радиуса R. 
Тогда в сферических координатах r, ,  
единичный директор можно записать в виде n


 = 

(cos, sin/r,). Рассмотрим функцию u =  + (r,) 
– угол между полярной осью и директором. Для 
однородной ориентации u = 0. Введем безразмер-
ные переменные x = r/R, y = /2 – , w(x,y) = u/1, 
которые при этом будут величинами единичного 
порядка. Если в этом случае учесть в функционале 
(1) слагаемые по 1, 2 не выше второго порядка, то 
после его варьирования для функции w(x,y) 
получается уравнение [4] 
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которое в силу свойств симметрии задачи 
достаточно решать в области 10  x , 

2/0  y  с граничными условиями 
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где  = K24 / K,  а нижний индекс означает частную 
производную по соответствующей переменной.  

Рассмотрим наиболее распространенные 
случаи ориентации директора на границе – 
планарную и гомеотропную, которым отвечают 
значения   = /2 и   = 0 соответственно. Для 
таких граничных условий существуют точные 
решения уравнения (3), имеющие вид, анало-
гичный случаю, когда слагаемые с коэффициентом 
K24 в (1) не учитываются [4] 
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при этом в решении (4) верхний знак отвечает 
планарной ориентации, нижний – гомеотропной. 
На рисунке показано полученное распределение 
поля директора в капле при двух значениях  для 
планарной и гомеотропной ориентации на границе 
в меридиональном сечении. В силу свойств 
симметрии задачи рисунок приведен для области 

,/ 20    r < R.  
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Рис. Распределение ориентации в капле:  
I – при  2/ , 5,1  и 0 , 5,2 ; II – при 0 , 5,1  и  2/ , 5,2  соответственно 

Fig. Director field distribution in droplet:  
I –for  2/ , 5,1  and 0 , 5,2 ; II – for 0 , 5,1  and  2/ , 5,2  respectively 

 
 
Из соотношения (4) следует, что для модели, 

учитывающей дивергентные слагаемые в энергии 
Франка, при 024 K  отклонение директора на 
границе будет того же знака, но меньше по величине, 
чем в случае, когда 024 K , при KK 20 24   оно 
возрастает по величине, но направление сохраняется, 
а при  KK 224   происходит перестройка решения, 
когда планарной ориентации на границе будет 
соответствовать гомеотропное решение при 024 K  
и наоборот. Полученное решение, например, может 
быть использовано для оценки величины или знака 

24K . Отметим, что по распределению директора в 
капле можно сделать оценку знака коэффициента 

24K , в отличие от плоского слоя, где для 
одноконстантного приближения аналогичные 
неравенства полу-чаются только для его абсолютной 
величины [12, 13]. Кроме того, по наличию или 
отсутствию смены направления отклонения и по ее 
величине можно оценить значение дивергентной 
константы, которая в настоящее время теоретически 
и экспериментально определена с большим 
разбросом значений [8, 9, 14–16].  

 
Выводы 

 
В работе рассмотрена задача о распределении 

поля директора в сферической капле нематика, 
окруженной   изотропной  средой,  когда  на  границе  

жидкокристаллической среды рассматривается 
модель слабого сцепления. В случае когда поле 
директора ищется в виде малых отклонений от 
однородного состояния, изучены точные решения 
для планарной и гомеотропной ориентации 
директора на границе. Исследован вопрос о влиянии 
дивергентного слагаемого в энергии Франка на вид 
поля вектора ориентации в капле. Показано, что учет 
этого слагаемого может приводить как к большим, 
так и меньшим отклонениям директора вблизи 
границы, чем в случае, когда дивергентным 
слагаемым пренебрегают, и в зависимости от 
величины коэффициента 24K  угол отклонения может 
быть любого знака. 

 
Работа выполнена при поддержке РФФИ, грант 

№  15-01-00361. 
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