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Geleitwort. 
Auf Wunsch von Herrn Dr. OSWATITSCH, der nahezu acht Jahre mein Mit

arbeiter am Kaiser-Wilhelm-Institut fur Stromungsforschung war, gebe ich 
gerne seinem Buch tiber Gasdynamik die folgenden Zeilen als Geleitwort mit: 

Ais ich selbst im Jahre 1904 meine Gottinger Tatigkeit begann, gab es bereits 
Anfange dieser Wissenschaft. Der Name Gasdynamik war allerdings noch nicht 
erfunden. Uber ihren Zustand im Jahre 1905 unterrichtet mein Beitrag V 5 b 
zum Physikband der "Enzyklopadie der mathematischen Wissenschaften"; er 
tragt den Titel "Uber die stromende Bewegung der Gase und Dampfe". Von 
dem, was man heutzutage Gasdynamik nennt, ist dort noch sehr wenig zu finden. 
Es gab altere Ausfuhrungen hieruber in GRASHOF, Theoretische Maschinenlehre 
(1875) und ZEUNER, Technische Thermodynamik (1900), beide vorzugliche klare 
Lehrbucher, die unter anderem auch die stromende Bewegung der Gase be
handelten, und es gab vor allem das beriihmte Dampfturbinenbuch von STODOLA, 
wovon die 3. Auflage 1905 erschie.nen war. Die Stodolaschen Forschungen waren 
auf diesem damals vollig neuen Gebiet fuhrend gewesen. Von fruher her existier
ten Betrachtungen uber den AusfluB von Druckluft, Dampf und dergleichen 
unter groBen Druckunterschieden, es existierten aber auch eine Reihe von Ammen
marchen, so z. B. dieses, daB die AusfluBgeschwindigkeit von Gasen und Dampfen 
niemals die Schallgeschwindigkeit dieser Stoffe uberschreiten konne. Dieses, 
obwohl Energiebetrachtungen zeigten, daB wesentlich groBere Geschwindigkeiten 
moglich waren. Das Marchen von der Schallgeschwindigkeit als Grenzgeschwin
digkeit leitete sich davon her, daB Schlierenbilder von diesen Strahlen Wellen
vorgange zeigten und daraus geschlossen wurde, daB dies Schallwellen sein 
mliBten. Das war die erste Sache, die mich selbst zu einer theoretischen Unter
suchung angereizt hat, und ich konnte auch zeigen, daB es Wellen, und zwar 
solche mit Querschwingungen, gibt, die bei hoheren Geschwindigkeiten als 
Schallgeschwindigkeit als stationare Stromungsformen bestehen konnen. Diese 
und auch andere Fragen lockten mich selbst damals, das fragliche Gebiet durch
zuarbeiten, und ich habe deshalb auch gerne Herrn SOMMERFELD auf seine 
Bitte zugestimmt, den oben erwahnten Artikel fur die Enzyklopadie zu schreiben. 
Diese Enzyklopadie hatte sich die Aufgabe gestellt, die Literatur der letzten 
hundert Jahre auf dem jeweiIigen Einzelgebiet historisch darzustellen. In dem 
FaIle meines Artikels, der mit 1905 abschlieBt, war allerdings der veroffentlichte 
Text im wesentlichen nur ein Nachweis, wie wenig auf dies em Gebiet bis dahin 
vorhanden war. Meine Resultate von den letzten paar Jahren gehorten jedoch 
auch schon zum eigentlichen Thema, aber alles dieses ist ungeheuer wenig gegen
uber dem, was jetzt, also viereinhalb Jahrzehnte spater, vorhanden ist. Seitdem 
namlich die hohen Geschwindigkeiten nicht nur in Druckluft und Dampf erreicht 
werden, sondern auch die Flugzeuge immer schneller wurden, hat man sich mit-
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den Korpergeschwindigkeiten der Schallgeschwindigkeit langsam immer mehr 
genahert und hat sie heutzutage auch schon uberschritten. Dnd daneben gab 
es das ganze Ge biet der Ballistik, das allerdings in j ener Zeit noch keine Theoretiker 
aufzuweisen hatte, von denen man in einer mathematischen Enzyklopadie zu 
berichten gehabt hatte. Durch die modernen Raketengeschosse, die den Flug
zeugen den Rang bezuglich der Hochstgeschwindigkeiten langst abgelaufen 
haben, bei denen aber die fur die Flugtechnik entwickelten Stromungsgesetze 
ebenfalls angewandt werden, flieBen die Theorien der beiden Anwendungs
gebiete vollig in eins zusammen, so daB sich heute ein uberaus stattliches Wissen
schaftsgebiet prasentiert, das sozusagen nach Lehrbuchern schreit. 

Der Autor des gegenwartigen Buches ist gerade in der Zeit, in der die modernen 
Entwicklungen im vollen Flusse waren, zu uns nach Gottingen gekommen und 
hat nicht ganz acht Jahre hier mitgearbeitet. Dank seiner guten physikalischen 
(und auch angewandt physikalischen) AusbiIdung hat er sich uberraschend 
schnell in das ihm vorher fremde Gebiet eingearbeitet und trat bald mit eigenen 
ldeen und eigenen Arbeiten hervor, wobei sich der Kreis der Probleme, die er 
selbstandig bearbeitete, immer mehr erweitert hat. 

Nach KriegsschluB horten die hiesigen Forschungen nach dem Gebot der 
Sieger vollig auf. In dieser Zeit hat er zuerst an dem groBen Monographienwerk 
mitgearbeitet, das die deutschen Forschungsergebnisse auf allen Gebieten der 
kriegswichtigen Stromungslehre fur das britische Military Government zusammen
fassend dargestellt hat. Nach Beendigung dieser Arbeit im Sommer 1946 folgte 
er nacheinander Einladungen englischer und franzosischer Forschungsinstitute, 
fur die er bis zu seiner Ubersiedlung nach Schweden tatig war. Auch hier traf 
er mit anderen Gasdynamikern zusammen und konnte seinen Gesichtskreis 
auch auf deren Arbeitsgebieten noch erweitern. 

lch mochte noch besonders betonen, daB in vorliegendem Buch nicht nur 
das in einem halben Jahrhundert angesammelte Wissen zur Darstellung kommt, 
sondern daB darin auch eine ganze Reihe von eigenen selbstandigen Beitragen 
sowahl aus seiner Gottinger Tatigkeit wie aus der nachfalgenden Zeit enthalten 
ist, die sich den ubrigen wurdig einreihen. 

Gottingen, im Sommer 1951. 
L. PRANDTL. 
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Die Gasdynamik stellt als Lehre von den Stromungen zusammendruckbarer 
Medien die allgemeinste Form der Stromungslehre dar. Sie enthalt die Hydro
dynamik der inkompressiblen Flussigkeiten als Spezialfall. Das gilt insbesondere 
auch fUr die lntegralsatze und Differentialgleichungen und die daraus folgenden 
allgemeinen Satze, wie jene der mechanischen Ahnlichkeit, die Bernoullische 
Gleichung, die Wirbelsatze usw. 

Die ersten gasdynamischen Arbeiten, welche auch heute noch Bedeutung 
besitzen, fallen in das 19. Jahrhundert. Den Anfang machten wohl ST. VENANT 
und W ANTZELII,5 (= Literaturverzeichnis des II. Teiles, Zitat 5) mit einer im 
Jahre 1839 veroffentlichten Arbeit uber das Ausstromen von Gasen bei starken 
Druckunterschieden. 1m Jahre 1860 veroffentlichte RIEMANNIII,l seine bedeu
tende Arbeit uber die Forlpflanzung der Luftwellen endlicher Amplitude. Die 
grundlegenden Arbeiten uber VerdichtungsstoBe stammen von RANKINEII,6 

(1870) und von HUGONIOTII,7 (1887 bis 1889). Gleichzeitig mit letzterem ver
offentlichte E. MACHVI,20 seine Beobachtungen von Stromungswellen an Pro
jektilen, welche schneller als der Schall fliegen. Aus dieser Zeit stammt auch die 
wichtige potentialtheoretische Arbeit von MOLENBROEKVI,9. Ebenfalls im vorigen 
Jahrhundert behandelt P. VIEILLEIII,2S den Ausgleich eines Drucksprunges in 
einem Rohr. Die beruhmte Arbeit von TSCHAPLIGINvI,l1 uber Gasstromungen 
fallt schon in dieses Jahrhundert (1904). Unter PRANDTL setzte nun in Gottingen 
eine systematische Bearbeitung der Gasdynamik ein. Am bekanntesten aus der 
ersten Zeit wurde die Dissertation von MEYERVIJI,52 (1908). Nach dem ersten 
Weltkrieg nahm das Interesse am Gesamtgebiet auBerordentlich zu und hat 
gegenwartig einen Umfang angenommen, welcher kaum mehr die Berucksichtigung 
aller Veroffentlichungen ermoglicht. 

In diesem Buch solI das stromende Medium ausschlieBlich als Kontinuum 
behandelt werden; Betrachtungen, welche in das Gebiet der kinetischen Gas
theorie fallen, bleiben fort. Dennoch ist der Stoff noch ungeheuer groB, denn 
die Dynamik eines Kontinuums umfaBt nicht nur die Stromungen in Maschinen 
und urn fliegende Korper aller Art, mit und ohne Warmezufuhr, sondern auch 
die gesamte Akustik und Meteorologie. Es sind daher weitere Einschrankungen 
erforderlich. NaturgemaB ist die Gasdynamik von den verwandten Gebieten 
nicht scharf abgrenzbar. Die Grenze zur Meteorologie ist in diesem Buch da
durch gezogen, daB der EinfluB der Schwerkraft nur wenig und der EinfluB der 
Corioliskrafte gar nicht berucksichtigt wird. Die Akustik unterscheidet sich 
schon von der Gasdynamik durch die Fragestellungen. Bei der Behandlung 
der Ausbreitung von Wellen endlicher Amplitude ergibt sich aber der AnschluB 
an die Ausbreitung von Schallwellen. Ferner erweist sich der Problemkreis des 
Flugelflatterns kleiner Amplitude als ein zwischen Gasdynamik und Akustik 
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liegendes Forschungsgebiet, das hier nur bei der Behandlung der Ahnlichkeits
gesetze und der instationaren, raumlichen Vorgange beruhrt wird. Obwohl die 
Warmezufuhr in ein Stromungsfeld zu vielen interessanten Fragen flihrt, wird 
sie nur in einfachen Aufgaben berucksichtigt. Insbesondere werden Grenz
schichtstromungen ausschlieBlich ohne Warmezufuhr behandelt, da die Fragen 
des Warmeuberganges gesonderte Monographien beanspruchen. Den allgemeinen 
Aussagen wird moglichst ein beliebiges, physikalisch homogenes (gleichbleibende 
Mischung seiner Bestandteile) Medium zugrunde gelegt, wahrend die speziellen 
Beispiele meist ideale Gase konstanter spezifischer Warme voraussetzen. 

Die typischen Probleme der Gasdynamik sind jene erheblicher Dichteanderung. 
Dabei lassen sich im wesentlichen zwei Ursachen fur starke Dichteanderungen 
angeben. Die eine liegt im Bestreben der Herstellung groBer Kraftwirkungen 
durch groBe Druckunterschiede beispielsweise bei Stromungsmaschinen, Warme
kraftmaschinen, Kanonen, Explosionswellen. Die andere Ursache flir die starken 
Dichteanderungen ist nicht beabsichtigt und ist darin zu suchen, daB dasGas 
bei zunehmender Geschwindigkeit den herankommenden Hindernissen immer 
weniger auszuweichen vermag und dadurch auf Verengung des Stromungs
querschnittes mit einer Verdichtung reagiert. Der Ubergang zur dichtebestandigen 
Stromung ergibt sich dabei einfach dadurch, daB die Dichte bei genugend kleiner 
Geschwindigkeit praktisch konstant bleibt, wobei es gleichgultig ist, ob das 
Medium eher einem Gas oder einer Flussigkeit ahnelt. 

Ich habe mir im vorliegenden Buch die Aufgabe gestellt, den vorhin abge
grenzten Stoff moglichst umfassend darzustellen. Den zahlreichen Werken uber 
groBe, geschlossene Teilgebiete der Physik und Technik, den Buchern uber 
Mechanik, Festigkeitslehre, Optik, Elektrodynamik usw. solI damit em ent
sprechendes Buch uber Gasdynamik an die Seite gestellt werden. Wenn darin 
auch nicht aIle wichtigen Fragen mit gleicher Klarheit beantwortet werden 
konnen, wie in den erwahnten alteren Wissenszweigen, So mag der Bedarf nach 
einem solchen Buch dennoch auBer Zweifel stehen. Dies gilt nicht nur flir die 
an der Gasdynamik direkt interessierten Kreise, sondern auch fur jene, welchen 
es nur auf einen Einblick oder einen Uberblick ankommt. Ihnen hoffe ich 
nicht nur neues Wissen vorgesetzt, sondern auch manche Arbeit erleichtert 
zu haben. 

Das Hauptgewicht wird im folgenden auf eine anschauliche Behandlung 
der physikalischen und technischen Probleme gelegt und nicht auf eine Wieder
gabe der mathematischen Probleme oder aller Berechnungsmethoden. 1m all
gemeinen wird die einfachste Form der Darstellung bevorzugt, doch wird von 
diesem Grundsatz gelegentlich abgewichen, wenn e'> sich urn Gelaufiges handelt 
und ein weniger gebrauchlicher Weg eine willkommene Erganzung zur bekannten 
Darstellung bedeutet. DaB bei den notwendigen Auswahlen die Ansicht des 
Verfassers zum Ausdruck kommt, konnte und sollte nicht vermieden werden. 
So wird bei der Behandlung der ebenen und achsensymmetrischen Uberschall
stromung den Charakteristikenmethoden mehr Raum gegonnt als den analytischen 
Behandlungen, ferner wird die kegelige Uberschallstromung ausschlieBlich mittels 
Quellenbelegungen und nicht mittels konformer Abbildungen behandelt, obwohl 
von anderer Seite je nach Anlage. und Ausbildung die hier vernachlassigten 
Verfahren bevorzugt werden konnten. Wo allerdings, wie bei der Unterschall
stromung wegen der Undurchsichtigkeit der Vernachlassigungen, oder wie bei 
der schallnahen Stromung wegen der UngelOstheit vieler Probleme, eine Ent
scheidung fur die Formeln (v. KARMAN-TsIEN, KRAHN, RINGLEB) oder flir die 
Methoden (Integralgleichung, Hodographenmethode, Relaxationsmethode) vor· 
eilig ware, werden aIle wichtigen Verfahren wiedergegeben. Auch auf eine reiche 
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Wiedergabe wichtigen Schrifttums ist Wert gelegt, doch darf eine enzyklopadische 
Darstellung der Gasdynamik nicht erwartet werden. 

Die einzelnen Problemkreise werden in ihren wesentlichen Punkten behandelt 
und die Resultate meist an einem typischen Beispiel gezeigt, das moglichst 
niit Versuchen verglichen wird. Der Leser solI sich dabei die Behandlung der 
Aufgaben selbst aneignen konnen, wird aber meist das speziell ihn interessierende 
theoretische oder experimentelle Beispiel nicht antreffen. Dementsprechend 
treten die Versuche in dies em Buch etwas in den Hintergrund, weil die Dar
stellung der grundsatzlichen experimentellen Probleme und Methoden weniger 
Raum bedarf. Zur Arbeitsvereinfachung sind die Grundgleichungen und wichtig
sten Formeln in verschiedenster Gestalt wiedergegeben und einige Tabellen und 
Diagramme beigefiigt. 

Der Aufbau des Buches ist so gewahlt, daB die einfachen Fragestellungen 
moglichst unbelastet vom mathematischen Aufwand bleiben. In Teil I wird die 
Thermodynamik des einzelnen Gasteilchens gebracht. Dabei ergibt sich ein 
trberblick iiber die Berechtigung der haufigen Annahme eines idealen Gases 
konstanter spezifischer Warme. In Teil II, der Stromfadentheorie, folgt dann 
die einfache "hydraulische" Behandlung des Gases bei stationarer Stromung 
und in Teil III bei instationarer Stromung. Diese instationare Stromfaden
theorie umfaBt bereits die Ausbreitung von Zylinder- und Kugelwellen und 
ergibt den erwahnten Kontakt mit der Akustik. 

In Teil IV kann nun leicht zu den allgemeinsten Gleichungen iibergegangen 
werden. Ahnlich wie bei der hydraulischen Behandlung werden zuerst die 
Integralsatze aufgestellt, also Gleichungen, welche Aussagen iiber einen endlichen 
Raum machen. Dabei konnen die StoBwellen mit einbezogen werden, die ja bei 
den Differentiaigieichungen stets ausgeschlossen werden miissen. Zu diesen gelangt 
man durch eine einfache Transformation der Integralsatze und ihre Anwendung 
auf ein Raumelement. Den allgemeinen Gleichungen kann eine Reihe allge
meiner Satze entnommen werden. Teil V bringt Beispiele zu den Integralsatzen. 

In Teil VI werden dann alle jene Gleichungen fUr stationare Stromungen 
abgeleitet, weiche der "stationaren Gasdynamik" zugrunde liegen. Auch die 
dabei sich ergebenden exakten Losungen gehoren meist allen folgenden Teilen, 
der stationaren Unterschallstromung (Teil VII), der stationaren Uberschall
stromung (Teil VIII) und der stationaren schallnahen Stromung (Teil IX) gieich
maBig an. Mindestens so eng wie die Verwandtschaft dieser Teile der stationaren 
Gasdynamik untereinander ist die Verwandtschaft der stationaren ebenen und 
achsensymmetrischen Uberschallstromung (Teil VIII) mit der instationaren 
Fadenstromung (Teil III). 

Dieselbe enge Verwandtschaft zeigt sich auch bei der ebenen instationaren 
Stromung und der dreidimensionalen stationaren Uberschallstromung. Letztere 
hat aber im speziellen Fall der "kegeligen Stromung" wieder starke Be
ziehungen zur Unterschallstromung. Diese komplizierteren, kleine Storungen 
voraussetzenden Falle werden in Teil X zusammengefaBt. 

Bei Stromungen mit Reibung (Teil XI) wurden die halbempirischen Theorien 
der TurbuIenz weggelassen. Hier fehit es in der Gasdynamik noch viel mehr 
als bei der dichtebestandigen Stromung an einer befriedigenden theoretischen 
Darstellung. 

Die Versuchstechnik (Teil XII) betrifft im wesentlichen die stationare Stro
mung und setzt meist nur die Kenntnis von Teil II voraus. Die Analogien 
(ebenfalls Teil XII) sind nach ihrer Begriindung der Theorie, nach ihrer prak
tischen Bedeutung aber der Versuchstechnik zuzuzahlen. Ahnliches gilt fiir die 
Kanalkorrekturen. 
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Wie fur die Thermodynamik ist auch fUr die Gasdynamik nicht das spezifische 
Gewicht (Gewicht der Raumeinheit), sondern die Dichte (Masse der Raumeinheit) 
des Teilchens fUr den GroBteil der Vorgange maBgebend. Demzufolge wird 
mit e die Masse der Raumeinheit bezeichnet und die spezifischen Warmen cP ' Cv 

und die Gaskonstante R sind stets auf die Masse bezogen. cp und Cv sind also stets 
Energien pro Masse und Grad. Dabei wird das Warmeaquivalent stets gleich 
eins gesetzt, das heiBt, alle Energiemengen mussen im selben MaB gemessen 
werd.:m. Der Ubergang zu der vielfach in der Technik gebrauchlichen Schreib
weise ist durch eine MUltiplikation mit der Schwerebeschleunigung leicht gefunden. 

Mit Planen zu einem Buch uber Gasdynamik befaBte ich mich schon zu 
Kriegsende, doch gewannen diese erst durch die Initiative von Dr. Ing. ALFRED 
GRATZL Gestalt, der den Kontakt mit dem Springer-Verlag in Wien, Herrn 
OTTO LANGE, herstellte und in Vorbesprechungen eintrat. Dann wurde das 
Buch freilich bedeutend groBer als ursprunglich vorgesehen. Ich mochte beiden 
Herren an dieser Stelle fUr alle Bemuhungen danken, welche die Herausgabe 
des Buches in dieser Form in meiner Heimat ermoglichte. Die bewahrte Er
fahrung des Verlegers und sein verstandnisvolles Eingehen auf meine Wunsche 
hat mir die Arbeit sehr erleichtert. 

Prof. LUDWIG PRANDTL danke ich fur das Geleitwort, welches meine innige 
Verbundenheit mit dem Gottinger Institut fiir Stromungslehre bekundet. 

Den starksten AnteiI an Formulierung und Korrektur hat Dr. HERMANN 
BEHRBOHM. Ihm sowie den Herren Dr. HORST MERBT, Dr. HERBERT SCHUH 
und Dr. HERMANN STUMKE mochte ich namentlich fur die Korrekturarbeit 
und dem engeren Stockholmer Kollegenkreis fUr die tatige Anteilnahme danken. 
Dr. HERBERT SCHUH bin ich fur die eingehende Beratung bei Problemen der 
Stromung mit Reibung und Dr. SIEGFRIED ERDMANN fur die Beratung bei 
experimentellen Methoden sehr verbunden. 

Stockholm, im Herbst 1952. 
KLAUS OSWATITSCH_ 
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I. Thermodynamik. 

1. Einleitung zur Thermodynamik. 
Die Gasdynamik als Lehre von den GesetzmiiBigkeiten stramender Gase 

erfordert die Kenntnis der Grundeigenschaften eines ruhenden Mediums. Aus
fuhrliches daruber bringen die Lehrbucher der Thermodynamik. Die notwendigen 
V oraussetzungen auf dem Gebiet der Thermodynamik seien im folgenden kurz 
zusammengefaBt. 

Das stramende Medium wird im allgemeinen als "physikalisch homogen" 
angenommen, d. h. sein Zustand mage durch den Druck p, die Dichte e (Masse 
der Raumeinheit) und die absolute Temperatur T vollkommen charakterisiert 
sein. Das Medium braucht deshalb keineswegs valIig gleichartig in den kleinsten 
Teilen zu sein. Es kann wie Luft ein Gemisch verschiedener Substanzen (Stick
stoff, Sauerstoff) bilden, wobei das MischungsverhaJtnis auch noch vom Zustand 
selbst abhangen darf (dissoziierte und ionisierte Anteile bei hohen Temperaturen). 
Wichtig ist nur, daB die Zusammensetzung des Stoffes fur jeden Zustand fest
liegt und bei einem bestimmten Zustand keiner Veranderung fahig ist. So kann 
eine Mischung von feuchter Luft und einer bestimmten Menge Wasser, etwa in 
Form von kleinen Tropfen, als physikalisch homogen angesehen werden, wenn 
stets thermodynamisches Gleichgewicht angenommen werden kann. Kommt es 
zu wesentlichen Verzagerungen der Einstellung des thermodynamischen Gleich
gewichtes (N achhinken der Kondensation) oder ist der H 20-Anteil nicht festgelegt 
(Ausfallen des Wassers etwa durch Regen), so kann nicht mehr von einer physi
kalisch homogenen Substanz gesprochen werden. Wie grob die Mischung sein 
darf, welche noch als physikalisch homogen angenommen werden kann, hangt 
lediglich von der GroBe der Dimensionen ab, in welchen sich der betrachtete 
Vorgang abspielt. So kann das Gemisch von unverbrannten Pulverstangen 
und Pulverschwaden, welches in einem Kanonenrohr wahrend des Abschusses 
entsteht, unter Umstanden durchaus als homogenes Medium angesehen werden. 
Auch der Bruckenbauer wird fur seine Berechnungen eine dermaBen heterogen 
zusammengesetzte Substanz, wie es der Eisenbeton ist, als homogen betrachten. 

2. Zustandsgleichung. 
Die drei GraBen p, e und T, welche den Zustand eines homogenen Karpers 

charakterisieren, sind voneinander abhangig. Bei einem physikalisch homogenen 
Karper kannen nur zwei dieser GraBen beliebig eingestellt werden, die dritte 
ist dann bereits festgelegt. Es besteht also stets ein funktionaler Zusammenhang: 

p = p (e, T), (1) 
der als Zustandsgleichung bezeichnet wird. p, e und T nennt man Zustandsgro/3en. 
Sie werden im folgenden noch durch weitere ZustandsgraBen erganzt, deren 

Oswatitsch, Gasdynamik. 1 



2 1. Thermodynamik. 

je zwei beliebige zur Beschreibung des Zustandes eines physikalisch homogenen 
Gebildes ausreichen. 

Der Zustandsgleichung in der allgemeinen Form der Gl. (1) genugt jeder 
Aggregatzustand eines isotropen Korpers, eines Korpers also, dessen Eigenschaften 
unabhangig von der Richtung sind. Gl. (1) wird demnach fur die allgemeinsten 
Betrachtungen in der Gasdynamik herangezogen werden. 

Fur genugend verdunnte, sogenannte ideale Gase bekommt die Zustands
gleichung die einfache Gestalt: 

R 
P=-(2 T. 

m 
(2) 

Der Druck ist hier der Dichte und der absoluten Temperatur proportional. R, die 
sogenannte "absolute Gaskonstante", ist eine universelle Konstante mit dem 
Wert: 

R = 1,986 caljg . Grad = 8,313 Joulejg . Grad = 
= 84,8 em. kg-Gew.jg. Grad = 82,04 cm3 • phys . atmjg . Grad*. 

mist das fUr jedes Gas charakteristische "Molgewicht". Es ist hier als dimensions
lose Zahl eingefuhrt, welche im Norrnalzustand (p = 760 mm Hg, T = 273°) 
folgende Werte hat: fur Sauerstoff m = 32, fur Stickstoff m = 28, fur Luft 
rund m = 29,0. Bei sehr hohen Temperaturen spalten sich die Molekule der 
Gase auf, sie dissoziieren. Diesem Vorgang ist durch Einsetzen eines kleineren 
Molgewichtes in Gl. (2) Rechnung zu tragen. Das dissoziierte Gas kann im 
ubrigen weiter als "ideal" angesehen werden, ein Begriff, der wie vieles in der 
Physik eine Abstraktion darstellt, welcher die realen Substanzen stets nur 
naherungsweise genugen. 

Naturlich kann in Gl. (2) .!i durch einen fur jedes Gas charakteristischen 
m 

Koeffizienten ersetzt werden, doch wurde die Einfuhrung des Molgewichtes 
seiner anschaulichen Bedeutung wegen vorgezogen. 

3. Erster Hauptsatz der Warmelehre; spezifische Warmen. 
Zu weiteren Erkenntnissen fUhrt die Anwendung des Satzes von der Erhaltung 

der Energie auf das Gebiet der Warmelehre. Wird Arbeit in ein Medium, welches 
in einem GefaB eingeschlossen ist, durch starkes Umruhren hereingesteckt, so 
wird die aufgewendete Arbeit mit der Zunahme irgendeiner Energie gekoppelt 
sein. (Von der Betrachtung der kinetischen Energie, welche durch das Umruhren 
im Medium entstanden ist, kann abgesehen werden, da dieses nach einiger Zeit 
stets zur Ruhe kommt.) Wird der Zustand eines homogenen Korpers, wie 
vorausgesetzt, durch ZustandsgroBen allein vollig beschrieben, so muB sich die 

* 1m technischen MaJ3system ist die Kalorie auf das Grammgewicht bezogen. 
Fur die absolute Gaskonstante R, welche auf die technische Kalorie und auf das 
Grammgewicht bezogen wird, ergibt sich deshalb derselbe Zahlenwert, wie er hier 
angegeben wird (dasselbe gilt spater fUr die spezifischen Warmen), aber nicht dieselbe 
Dimension. Dadurch kommt im technischen MaJ3system die Schwerebeschleunigung 
in die Gaszustandsgleichung (2). In diesem Buch ist die Kalorie stets auf die Gramm
masse bezogen. gist die Grammasse. Das Warmeaquivalent wird uberall gleich 

eins gesetzt. pje muJ3 daher im gleichen MaJ3 gemessen werden wie !i. T, also ge-
m 

gebenenfalls auch in caljg. Dies ist nicht so abwegig, wie es anfanglich zu sein 
scheint. Oft, wie in Gl. (9), (11) usw., treten ja mechanische und chemische GraJ3en 
nebeneinander auf. Meistens ist das MaJ3system bei den Zwischenschritten be
deutungslos und muJ3 erst bei der Anwendung der Endformeln geeignet gewahlt 
werden. 
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Anderung des Energiezustandes des Korpers in der Anderung seiner Zustands
graBen auBern, da ja sonst entgegen dem Erhaltungssatz der Energie angenommen 
werden muBte, daB Arbeit aufgewendet wurde, ohne irgendwo Spuren irgendeiner 
.Anderung hinterlassen zu haben. Daraus folgt, daB jeder Korper Energie ent
halt. Diese wird als innere Energie bezeichnet und solI, auf die Masseneinheit 
bezogen, mit dem Buchstaben e bezeichnet werden. e ist eine ZustandsgroBe 
und hangt beim homogenen Korper daher lediglich von zwei ZustandsgroBen 
abo Am augenfalligsten ist die Abhangigkeit der inneren Energie im allgemeinen 
von der Temperatur; als zweite unabhangige Veranderliche kann etwa der meist 
leicht zu messende Druck gewahlt werden; 

e=e(T,p). (3) 

Gl. (3) wird als kalorische Zustandsgleichung bezeichnet. Sie kann im Versuch 
ermittelt werden. Durch Zufuhr derselben Energiemenge in verschiedener 
Energieform (mechanischer Arbeit, elektrischer Energie) wird gleichzeitig das 
Energieprinzip kontrolliert und bestatigt gefunden. 

Bei idealen Gasen hangt die inn ere Energie der Masseneinheit lediglich von 
der Temperatur ab: 

e = e (T). (4) 

Nur wenn sich - etwa als Folge von Dissoziationen - das Molgewicht andert, 
gilt Gl. (4) nicht mehr, da der Grad der Molekulaufspaltung nicht nur temperatur-, 
sondern auch druckabhangig ist. 

1st das Medium nicht in einem festen Raum eingeschlossen, sondern vermag 
es sein Volumen zu verandern, so kann dies zu Arbeitsleistungen des Mediums 
fUhren. Allerdings ist mit der Ausdehnung eines Mediums noch nicht unbedingt 
eine Arbeitsleistung verbunden. Ein Gas, welches in einem Kessel eingeschlossen 
ist und durch Offnen eines Hahnes zum Ausstromen in einen Vakuumkessel 
gebracht wird, hat sich schlieBlich wohl ausgedehnt, jedoch k€[ine Arbeit geleistet. 
Wird bei dies em Vorgang auch noch von Warmezufuhr (oder Warmeabfuhr) ab
gesehen, so spricht man von der adiabatischen Ausdehnung ohne Arbeitsleistung. 
Da jeder Energieaustausch mit der Umgebung ausgeblieben ist, muB bei dieser 
Zustandsanderung die innere Energie des Mediums und daher auch seine innere 
Energie der Masseneinheit e gleichgeblieben sein. Mit den 1ndizes lund 2 fUr 
den Anfangs- und Endzus1:land der adiabatischen Ausdehnung ohne Arbeitsleistung 
gilt also: 

(5) 

Das hat fur ideale Gase mit Rucksicht auf Gl. (4) die Folge, daB bei der 
adiabatischen Ausdehnung ohne Arbeitsleistung die Temperatur im Anfangs
und Endzustand gleich ist: 

(6) 
Der eben besprochene Vorgang zeichnet sich dadurch aus, daB der Endzustand 
unter Verzicht auf eine Betrachtung der Zwischenzustande mit dem Anfangs
zustand verglichen wurde. Ja es zeigt sich, daB es gar nicht moglich ist, diesen 
Endzustand durch unendlich langsames Vorrucken einer Wand in den Vakuum
kessel hinein zu erreichen. Diese letzte Zustandsanderung entsprache der Aus
dehnung eines kompressiblen Mediums in einem Zylinder mit beweglichem 
Kolben, wobei die Kolbengeschwindigkeit klein genug angenommen werden kann, 
um volligen Druckausgleich und vollige Gleichheit aller ZustandsgroBen im ganzen 
vom Medium erfullten Raume annehmen zu konnen. Eine solche Zustands
anderung, welche wieder eine auBerordentlich brauchbare 1dealisierung darstellt, 
besteht aus einer Folge von Gleichgewichtszustanden des Gases. Man spricht 

1" 
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daher von "quasistatischen Vorgangen". Gebrauchlich ist es auch, von "unendlich 
langsamen" Zustandsanderungen zu sprechen, womit gemeint ist, daB der Vor
gang langsam genug ablauft, urn Unabhangigkeit der Zustandsanderung von 
der Geschwindigkeit ihres Ablaufes annehmen zu konnen. Es wird sich zeigen, 
daB fur quasistatische Vorgange oft fur menschliche Begriffe auBerordentlich 
groBe Ablaufgeschwindigkeiten zulassig sind. 

Ein Medium, welches sich quasistatisch in einem mit Kolben abgeschlossenen 
Zylinder ausdehnt, leistet Arbeit, indem es den Kolben von der Flache / mit dem 
Druck p VOl' sich herschiebt. Auf den Kolben wirkt also eine Kraft p /; indem 
diesel' die Strecke dn (mit n als Kolbennormale) zurucklegt, wird eine Arbeit dA 
vom Gas geleistet, die sich aus dem Produkt von Kraft X Weg ergibt. Da nUll 
das Produkt / x dn die Zunahme des Gasvolumens V darstellt, ist: 

dA = p / dn = p dV. (7) 

Vermag sich das Medium nach allen Richtungen auszudehnen, 80 kann diesel' 
Vorgang in eine Verschiebung einer graBen Anzahl kleiner Kolben nach allen 
Richtungen aufgelOst werden, wobei es sich zeigt, daB es fUr die Al'beitsleistung 
dA wiederum nur auf die Volumenanderung dV ankommt. 

Das V olumen der Masseneinheit, das sogenannte spezi/ische Volumen, ist der 

reziproke Wert der Dichte (~). Es solI dafur hi.~r kein besonderes Symbol 

eingefuhrt werden. Als Energiezufuhren kommen Ubertragungen von Warme, 
welche auf die Masseneinheit bezogen mit q bezeichnet werden moge, in Frage. 
Die Zufuhr eines kleinen Teiles einer Warmemenge muB nach dem Energiesatz 
gleich sein der Hebung del' innel'en Energie, vel'mehl't urn die Al'beitsleistung 
des Mediums. Damit el'gibt sich der erste Hauptsatz der Warmelehre bei quasi
statischem Vol'gang fUr die Masseneinheit eines beliebigen Mediums: 

dq=de+Pd(~). (8) 

Das Wal'meaquivalent del' Al'beit wurde dabei gleich 1 gesetzt. Es mussen 
also sowohl Warmemengen als auch Al'beitseinheiten, kurz aIle Enel'giebetrage, 
im gleichen MaB gemessen werden. Dies gilt fur aUe Gleichungen dieses BucheR. 

Neben der inneren Enel'gie spielt, wie in der ganzen Warmelehre, so auch in der 
Gasdynamik eine andere ZustandsgroBe eine ausgezeichnete Rolle, die sich aUf; 
del' Summe von innerer Energie und dem Produkt p V el'gibt. Sie heiBt " Warmp
inhalt" oder "Enthalpie" und sei auf die Masseneinheit bezogen mit i bezeichnet: 

i = e + 'E-. (9) 
e 

Mit Gl. (4) fUr die innere Energie und der Zustandsgleichung (2) gilt fiir die 
Enthalpie der Masseneinheit eines idealen Gases (festen Molgewichtes): 

i =i (T). (10) 

Mit Gl. (9) kann der erste Hauptsatz auch geschrieben werden: 

dq = di-J..dp. 
e 

(11) 

Einem Medium kann Warme unter verschiedenen Bedingungen zugefUhrt 
werden. Praktisch leicht realisierbar ist eine \Varmezufuhr bei konstantem 
Volumen und, im allgemeinen noch einfacher, eine Wal'mezufuhr bei konstantem 
Druck. Die Warmemenge, welche erforderlich ist, urn die Temperatur der 
Masseneinheit eines Mediums urn 10 zu erhohen, heiBt "spezi/ische W arme". 
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Wird das Volumen festgehalten (V = konst. oder e = konst), so spricht man 
von der spezifischen Warme bei konstantem Volumen CV ' 

Fur sie gilt mit Gl. (8): 

(12) 

Fur die spezifische Warme bei konstantem Druck Cp gilt mit G1. (11): 

(13) 

Fur das ideale Gas konnen, wegen G1. (4) und (10), die partiel1en Ableitungen in 
Gl. (12) und (13) durch gewohnliche Ableitungen ersetzt werden. Damit ergeben 
sich fUr e und i die Gleichungen: 

de = Cv dT (14) 
und 

eli = cpdT. (15) 

Aus der Definitionsgleichung (9) fUr i und der idealen Zustandsgleichung ergibt 
sich mit G1. (14) und (15) sofort fUr das ideale Gas: 

R 
m = cp - cv , (16) 

womit dessen Zustandsgleichung (2) auch geschrieben werden kann: 

(17) 

Wahrend der Begriff eines bestimmten idealen Gases stets an ein festes Mol
gewicht gebunden ist und von einem anderen Gas gesprochen wird, sobald 
sich m etwa durch Dissoziation oder Ionisation andert, ist es keineswegs erforder
lich, daB auch die spezifischen Warmen eines idealen Gases konstant bleiben. 
Die GroBe der spezifischen Warmen hangt wesentlich davon ab, wie sich die 
innere Energie auf die translatorische und rotatorische Bewegung der Molekiile 
und auf deren Schwingungen aufteilt. Gerade der Energieanteil der Schwingungen 
ist stark temperaturabhangig - die Begrundung gibt die Quantentheorie -, 
was mit geringer Dichte, welche fur den idealen Zustand eines Gases verant
wortlich ist, nichts zu tun hat. 

Ein MaB fUr das Abweichen vom Zustand idealer Gase ist durch den Wert 

des Verhaltnisses -J: ;T [Gl. (2)] gegeben. Versuchswerte finden sich in Tab. 1: 

p 
techno at 

0 
10 
20 
50 

100 

Tabelle I, 1. Werte von ;: :1~ jii?' Lujt *. 

Temperatur: T - 273 0 

o 50 100 200 0 C 

,0000 1,0000 1,0000 1,0000 
0,9945 0,9990 1,0012 1,0031 
0,9895 0,99 4 1,0027 1,0064 
0,9779 0,9986 1,0087 1,0168 
0,9699 1,0057 1,0235 1,0364 , 

* Nach Versuchen der Physikalisch.Technischen Reichsanstalt von HOLBORN 
und OTTO: Z. Physik 33, I (1925). 
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Starker sind die Schwankungen im Werte von cP ' wie Tab. 2 zeigt: 

Tabelle I, 2. 

'P 
Cp 

Mittlere spezifisehe Warme Cp fur Luft zwischen 20 und 100 0 C (nach 
HOLBORN und JAKOB). 

1 25 50 100 200 I 300 techno at 
0,255 0,269 0,292 0,303 caljg Grad 0,242 0,249 

Es wird sich zeigen, daB der TemperatureinfluB auf die spezifische Warme 
fur die Gasdynamik von groBerer Bedeutung ist, so daB vielfach mit idealen 
Gasen, aber mit veranderlicher spezifischer Warme zu rechnen ist. Tab. 3 zeigt 
neben cp das wichtige Verhaltnis der spezifischen Warmen }C = cpfc v flir den 
Zustand des idealen Gases (p = 0 at). 

Tabelle I, 3. x und cp fur Luft und Wasserdampf bei p = 0 at abhangig von der 
Temperatur* . 

1:'-273° o 200 400 600 00 I 1000 I 1500 I 2000· C 

Luft {x ... 1,401 1,390 1,368 1,349 1,332 1,320 1,303 1,294 
c" ... 0,240 0,244 0,255 0,266 0,276 0,283 0,295 0,302 cal/g Grad 

H 0 {x ... 1,331 1,313 1,292 1,265 1,244 1,228 1,203 1,187 
2 Cj) . •• 0,444 0,464 0,489 0,527 0,563 0,596 0,659 0,701 ca.ljg Grad 

Aus der kinetischen Gastheorie ergibt sich das Verhaltnis der spezifischen 
Warm en fUr 3,5,6,7 Freiheitsgrade der Molekule zu }C = 5/3, 7/5, 8/6, 9/7. Bei 
0° C und niedrigem Druck entspricht Luft also sehr genau dem Modell der 
kinetischen Gastheorie mit funf, Wasserdampf jenem mit sechs Freiheitsgraden. 
Eine hohere Genauigkeit kann nur unter Berucksichtigung der Temperatur
abhangigkeit der spezifischen Warmen und der Luftfeuchte erreicht werden. 
Da die Werte der kinetischen Gastheorie auch fur die numerische Rechnung 
besonders geeignet sind, sollen sie weitgehend den Tabellen dieses Buches zugrunde 
gelegt werden. 

Fur nicht zu groBe Temperaturintervalle kann mit einem idealen Gas konstanter 
spezijischer Warme (id. Gas konst. sp. W.) gerechnet werden. Fur dieses ergeben 
sich nach Gl. (14) und (15) folgende Ausdrucke fur innere Energie und Enthalpie 
der Masseneinheit: 

e = Cv T + konst. (18) 
und 

i = cp T + konst. (19 ) 

Mit seinen einfachen expliziten Ausdrucken fur aIle Zustandsgro13en spielt das 
id. Gas konst. sp. \V. in der Gasdynamik eine hervorragende Rolle. Jedoch 
kann mit ihm bei Rechnungen uber gro13ere Temperaturintervalle keine groBe 
Genauigkeit erzielt werden. Wegen Gl. (16) ist im ubrigen mit cp auch stets Cv 

konstant. 

4. Zustandsanderungen. 
Schon bei der Definition der spezifischen Warmen cp und Cv wurden zwel 

Zustandsanderungen besonders ausgezeichnet. Bleibt das Volumen oder die 
Dichte konstant, so spricht man von einer isochoren Zustandsanderung. Die 
zugefuhrte Warme ist dabei nach Gl. (8) gleich der Zunahme der inneren Energie: 

dq = de. (20) 

* E. JUSTI: Spezifische Warme, Enthalpie, Entropie und Dissoziation technischer 
Gase. Berlin: Springer, 1938. 
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Beim idealen Gas steigt dabei der Druck proportional mit der Temperatur, 
diese nimmt allerdings nur bei konstanter spezifischer Warme proportional zur 
Warmezufuhr zu. 

Isobar heiBt die Zustandsanderung bei konstantem Druck. Nach G1. (ll) 
ist hier die Warmezufuhr gleich der Hebung der Enthalpie: 

dq = di. (21 ) 

Beim idealen Gas wachst dabei das spezifische Volumen ~ wie die Temperatur. 
e 

Bei konstanter spezifischer Warme cp gilt 

(22) 

wenn mit q die gesamte Warmezufuhr pro Masseneinheit und mit den Indizes 1 
und 2 Anfangs-' und Endzustand bezeichnet werden. G1. (22) gilt auch fUr 
beliebige Medien, da bei festgehaltenem p die Enthalpie i nur mehr von der 
Temperatur abhangt, G1. (13) also bei festem cp integriert werden kann. Die 
Gleichdruckverbrennung stellt im wesentlichen eine isobare Warmezufuhr dar 
und spielt fUr die technischen Anwendungen eine besondere Rolle. 

Wird der Luft nur ein Gewichtsprozent Kohlenwasserstoff (Benzin, Benzol 
usw.) mit einem Heizwert von rund 10000 caljg zugesetzt und isobar verbrannt, 
so gibt dies bei einer spezifischen Warme von cp = 0,240 caljGrad eine Tem
peraturerhohung: 

T - T = -.!1... = 10000 X 0,01 0 C = 417 0 C (23) 
2 1 cp 0,240 . 

Die Berucksichtigung des Massenzusatzes bei der Verbrennung von Stoffen 
hohen Heizwertes ist darnach nur dann sinnvoll, wenn sehr genau unter Beruck
sichtigung der Temperaturabhangigkeit von cp und der Verseuchung der Luft 
durch Abgase gerechnet wird. Bei vereinfachten Rechnungen mit Luft als id. Gas 
konst. sp. W. ist die Berucksichtigung des Massenzusatzes an Brennstoff im 
allgemeinen sinnlos, es genugt hier das einfache Bild der Verbrennung als 
reine Warmezufuhr. 

Als isotherm wird die Zustandsanderung bei konstanter Temperatur bezeichnet. 
Bei einem idealen Gas andert sich dabei der Druck wie die Dichte, wobei nach 
G1. (8) und G1. (4) die zugefuhrte Warme vollkommen in Arbeit verwandelt 
wird. 

Die groBte Bedeutung fur Stromungen kommt der Ausdehnung eines Stoff
teilchens zu, das mit seiner Umgebung stets im Druckgleichgewicht, nicht aber 
im Warmeaustausch steht. (Sowohl Warmeleitung als auch innere Reibung 
wird sich in vielen Fallen als unbedeutend erweisen. Sie kann auBerhalb des un
mittelbaren Wandeinflusses bei den hier interessierenden Stromungen fast 
durchwegs vernachlassigt werden.) Es handelt sich also um eine quasistatische 
adiabatische Zustandsanderung, bei welcher das Stoffteilchen - im Gegensatz 
zur adiabatischen Ausdehnung ohne Arbeitsleistung - Arbeit leistet. Dieser 
Gleichgewichtsvorgang wird gerne als adiabatische Ausdehnung bezeichnet, doch 
wird fur ihn anschlieBend an G1. (37) mit dem Wort Isentrope ein treffenderer 
Ausdruck eingefuhrt. Fur diese Zustandsanderung gilt mit G1. (8) oder (ll) 

o = de + p d ( ~) oder 0 = di - ~ dp. (24) 

Da die innere Energie e der Masseneinheit als ZustandsgroBe nur von p und (! 

abhangt, ist mit G1. (24) ein funktioneller Zusammenhang von Druck und Dichte 
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odeI' auch von irgendeinem anderen Paar von ZustandsgroBen gegeben. Fur das 
ideale Gas ist mit G1. (14) und (17): 

odeI' mit 

o = c d1' - (c - c ) l' ~ v p v (! 

dem Verhaltnis del' spezifischen Warmen: (I - 1 dT de .j 
(I=:<~=f·j 
0= dp -u~. 

P (! 

(25) 

Fur den allgemeineren Fall del' Temperaturabhangigkeit von % ergibt sidl 
daraus: 

T2 T2 

In ~ = f~-"- dT In 122 = f~_l- dT 
PI • " - 1 T' 121." - 1 T 

(26) 

Tl Tl 

mit den Indizes 1 und 2 fUr Ausgangs- und Endzustand. 

In den thermodynamisehen Tabellen wird oft nieht die spezifisehe Warme Cj ), 

sondern das Produkt von spezifiseher Warme und Molgewieht: m cp = Cp , die so
genannte Molwarme angegeben, da sieh bei Gasen mit Molen (das sind m Massenein-

heiten) besonders praktiseh reehnen laBt. Es ist dann 11: 11: 1 = 1, wobei nun nur 

noeh im Zahler eine vom speziellen Gas und dessen Temperatur abhangige GroBe steht. 

Fur das id. Gas konst. sp. W. ist G1. (25) einfach zu integrieren mit dem 
Resultat: 

1 % 

~: =(~:)%-l; ~: =(~:)~-l-; ~: =(~:r. (27) 

Mit del' Ausdehnung des Gases fallt nicht nul' del' Druck, sondern auch die Telll
peratur, weil das Gas die zul' Ausdehnung erforderliche Energie del' inneren 
Energie entziehen muB, wahrend bei del' adiabatischen Ausdehnung ohne Arbeits
leistung die innere Energie erhalten blieb. 

Tab. 4 zeigt den EinfluB del' Temperaturvel'anderlichkeit von % auf das 
Druckverhaltnis bei adiabatischer Kompression. Mit Rucksicht auf die Zustande 
in del' Stratosphare wurde als Temperatur 1'0 = 223 0 gewahlt. Das Dl'uckvel'
haltnis fUr eine beliebige andere Ausgangstemperatur ergibt sich durch Division 
durch das Druckverhaltnis des geanderten 1'0' Del' Druck Po kann innerhalb 
del' Grenzen, in welchen von idealen Gasen gespl'ochen werden kann, beliebig sein. 

Tabelle 1,4. Das Druckverhiiltnis ~ fur Luft, abhiingig von der Temperatur mit [GZ. (26 J1 
PI 

und ohne [GZ. (27) J Berucksichtigung der Temperaturabhiingigkeit del' spezijischen 
Wiirmen. 

T-273 I -50 0 200 400 600 800 1000 1[)00 2000° C 

~ { Gl. (26) ..... . /1,000 2,03 13,9 47,6 118,4 244 443 1415 3370 
PI Gl. (27) ...... 1,000 2,03 14,05 50,7 136,2 308 618 2500 7400 

Die Abweichungen durch Vernachlassigung del' Temperaturabhangigkeit 
von u sind bei starkem Druckunterschied fUr genauere Rechnungen wesentlich. 
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Freilich kann die Genauigkeit durch Rechnen mit mittleren spezifischen Warmen 
erh6ht werden. Meistens aber werden bereits vorhandene Tabellen bestimmter 
x-Werte benutzt. 

Eine wichtige Rolle spielt neben der Ausdehnung von trockener Luft die Aus
dehnung von feuchter Luft und von Wasserdampf unterhalb des Sattigungs
punktes. Das Wassertropfen-Gas-Gemisch laBt sich als homogenes Medium 
betrachten, solange thermodynamisches Gleichgewicht, also Sattigung, herrscht. 
Man spricht dann von der Kondensations-Adiabate oder von der "teuchten Adia
bate". 1m Gegensatz zu dieser wird die Ausdehnung nach Gl. (27) in der Meteoro
logie auch als "trockene Adiabate" bezeichnet. Es gibt fUr jeden H 20-Gehalt 
von Luft eine andere Kurve, fur reinen W-asserdampf stets nur eine Kurve. 

5. Wirkungsgrad von Kreisprozessen. 

Nach Gl. (7) ist die Arbeitsleistung eines Gases durch die Formel: 

A =f pdV (28) 

gegeben. Dabei ist das Integral uber eine vorgeschriebene Zustandsfolge zu 
erstrecken. Ein Gas, welches in einem Zylinder mit beweglichen Kolben einge
schlossen ist, vermag nun Arbeit zu leisten, indem es im Mittel bei h6heren 
Drucken expandiert und bei niedrigeren Drucken komprimiert wird. Dann ist 
der Aufwand bei der Kompression geringer als der Gewinn bei der Expansion. 
Letztere muB also im Mittel bei h6heren Tempe
raturen erfolgen als die Kompression, d. h. das 
Gas muB im komprimierten Zustand erhitzt, im 
expandierten Zustand gekuhlt werden. Praktisch 
ist dieser V organg weitgehend beim Otto- und 
Dieselmotor verwirklicht, indem die Heizung durch 
eine Verbrennung und die Kuhlung durch den 
Austausch von Verbrennungsgemisch mit Frisch
luft ersetzt wird. 

Prozesse, bei welchen ein Medium, das so
genannte Arbeitsgas, periodisch eine Reihe von Zu
standsanderungen durchmacht, im iibrigen nur 
Warme von auBen erhalt oder nach auBen abgibt, 
heiBen Kreisprozesse. Fur die Theorie spielt der 
Carnotsche KreisprozeB eine wichtige Rolle. Bei 
ihm erfolgt Warmezu- und -abfuhr isotherm, da
zwischen liegt eine isentrope Expansion und 
Kompression (Abb. 1). 

\ 
\ 
\ 
\ 
\ ? 
\ \ 
\ \ 
\ \ 
\ \ 

~~) 

Auf der Isotherme (Kurve 1-2) wird die zu-
f ··h t W B T'l db" Abb. 1. Carnotscher Kreisprozef.l. ge u r e arme zum gr6 ten el un el mnem - - _ - - Isentrope, __ Isotherme. 

idealen Arbeitsgas vollstandig in Arbeit verwandelt. 
AnschlieBend (Kurve 2-3) wird noch isentrop expandiert und weiter Arbeit 
gewonnen. Sodann wird auf der Isotherme (Kurve 3-4) wieder Warme entzogen, 
urn das Gas nun auf der Isentrope (Kurve 4-1) bei kleineren mittleren Drucken 
komprimieren zu k6nnen. Nach Gl. (28) gibt die von den vier Kurven ein
geschlossene Flache die in einer Periode gewonnene Arbeitsleistung. Diese muB 
nach dem Energiesatz der Differenz der bei einer Periode auf den Isothermen 
zugefiihrten und abgefUhrten Warmemengen Qz und Qa gleich sein: 

(29) 
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Das Verhaltnis von gewonnener Arbeit und zugefuhrter Warmemenge heiBt 
thermodynamischer W irkungsgrad 'fj: 

'fj =~ = Qz-Qa (30) 
Qz Qz' 

Nach Gl. (30) ist also auch bei ideal arbeitender periodischer Maschine stets 
'fj < 1, denn es wird nicht nu!' Warme zugefUhrt, es muB stets auch Warme ab
gefUhrt werden. 

Der geschilderte KreisprozeB ist umkehrbar (reversibel), denn ebensogut 
wie die Isotherme hoherer Temperatur im Sinne einer Dilatation und die Isotherme 
niederer Temperatur im Sinne einer Kompression durchlaufen wird, kann auch 
der umgekehrte Fall verwirklicht werden, wobei Entsprechendes fur die beiden 
Isentropen gilt. Eine solche Umkehrung eines Arbeitskreisprozesses ergibt eine 
Warmepumpe. Bei ihr wird Arbeit aufgewendet, urn Warme von einem niedereren 
auf ein hoheres Temperaturniveau zu schaffen. 

Die auf der Isotherme 1-2 zugefUhrte Warme Qz errechnet sich aus der 
Expansionsarbeit des Gases mit Gl. (28) und Gl. (2) fUr die Masseneinheit eines 
idealen Gases zu: 

2 2 

qz =fpd (~) = _!i Tzr~ =!i T z In~, 
12 m. 12 m 122 

1 1 

wenn mit T z die Temperatur bei der Warmezufuhr Tl = T2 = T z bezeichnet 
wird. Mit T a als Temperatur bei der Warmeabfuhr ist die pro Masseneinheit 
des Arbeitsgases abgefiihrte Warmemenge: 

qa =!i Taln~. 
m 123 

Mit der Isentropengleichung (26) ergeben sich fUr die Dichteverhaltnisse zwischen 
denselben Temperaturen gleiche Werte: 

121 ~ 

122 123 

und hiermit fUr den Wirkungsgrad eines Carnotschen Kreisprozesses 'fjc mit 
einem idealen Arbeitsgas: 

'fj = Qz-Qa = qz-qa = Tz-Ta . (31) 
v Qz qz T z 

Der Wirkungsgrad ist also urn so besser, je groBer die Temperaturspanne zwischen 
den Isothermen im Verhaltnis zum oberen Temperaturniveau ist. Ganz ent
sprechende Resultate zeigen die verschiedensten Kreisprozesse. 

6. Zweiter Hauptsatz der Warmelehre. 
Der wesentliche Unterschied zwischen der in Abschnitt 3 besprochenen Aus

dehnung eines Gases ohne Arbeitsleistung und der adiabatischen Ausdehnung 
als Folge lauter Gleichgewichtszustande liegt in der Erfahrungstatsache, daB 
es unmoglich ist, den ersten ProzeB vollstandig ruckgangig zu machen. Darunter 
solI verstanden werden, daB alle irgendwie am Vorgang beteiligten Korper wieder 
in den Ausgangszustand zuruckgefuhrt werden sollen. Ebensowenig wie die 
adiabatische Ausdehnung ohne Arbeitsleistung laBt sich der Vorgang der Warme
leitung oder der Verwandlung von Arbeit durch Reibung in Warme vollstandig 
umkehren. Man nennt solche Vorgange "nicht umkehrbar" oder "irreversibel". 
Sie sind fUr die Physik und Technik von ausschlaggebender Bedeutung, denn 
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ein irreversibler Teilvorgang in einem ProzeB geniigt, um den gesamten ProzeB 
irreversibel zu machen. Da in jedem Gerat und in jeder Maschine Reibung oder 
Warmeleitung vorkommt, so stellt die Umkehrbarkeit eine physikalische 
ldealisierung dar) welche alle praktischen V organge nur angenahei't erftillen konnen. 

Die lrreversibilitat jeder der drei Vorgange, der Warmeleitung, der Reibung 
und der adiabatischen Ausdehnung ohne Arbeitsleistung, laBt sich auch in den 
Satz fassen (zweiter Hauptsatz der Warmelehre): Es gibt keine periodisch wirkende 
Maschine, welche W iirme restlos in Arbeit verwandelt. Man nennt eine solche 
Maschine ein Perpetuum mobile zweiter Art zum Unterschied yom Perpetuum 
mobile erster Art, welches die Aufgabe hatte, Energie aus dem Nichts zu erzeugen. 
Wahrend der erste Hauptsatz die Unmoglichkeit des Perpetuum mobile erster 
Art aussagt, besagt der zweite Hauptsatz dasselbe fUr das Perpetuum mobile 
zweiter Art. Beide Behauptungen haben ihre Grundlage in einem ungeheuer 
groBen Erfahrungsmateria1. 

Ein Perpetuum mobile zweiter Art stellt z. B. die direkte Umkehrung des 
Reibungsvorganges dar. Es laBt sich leicht zeigen, daB die Umkehrung auch 
der beiden anderen irreversiblen Grundvorgange zu einem Perpetuum mobile 
zweiter Art fiihrt. Ftir dieses ist tibrigens die Forderung des fortdauernden 
Funktionierens wichtig. Eine einmalige restlose Verwandlung von Warme in 
Arbeit ist durchaus moglich, sie ist durch die isotherme Ausdehnung gegeben. 

Der zweite Hauptsatz gestattet Aussagen tiber den Wirkungsgrad von Kreis
prozessen und in weiterer Folge eine analytische Fassung seines lnhaltes. 

Es werde mit einem beliebigen Medium ein umkehrbarer KreisprozeB mit 
Warmezu- und -abfuhr bei den Temperaturen T z und T a vollftihrt, dessen Wir
kungsgrad kleiner sei als der Wirkungsgrad 'Y/c eines Carnotschen Kreisprozesses 
mit einem idealen Arbeitsgas zwischen denselben Temperaturen. Del' neue Kreis
prozeB stellt eine bess ere Warmepumpe dar als die Umkehrung des Carnotschen 
Prozesses mit dem Wirkungsgrad 'Y/c' weil er geringeren Arbeitsaufwand zum 
Heraufpumpen der Warme erfordert. lndem er als Warmepumpe mit dem 
Carnotschen ProzeB als Arbeitsmaschine yom Wirkungsgrad 'Y/c gekoppelt wird, 
schafft er mehr Warme auf das hohere Niveau, als dies em yom Carnotschen 
ProzeB entnommen wird. Damit ftihrt die Annahme eines Wirkungsgrades 
'Y/ < 'Y/c zu einer Umkehrung des Warmeleitungsvorganges und also zu einem 
Widerspruch zum zweiten Hauptsatz. Zum selben Widerspruch fiihrt die 
Annahme 'Y/ > 'Y/c' wenn nun der KreisprozeB mit dem Wirkungsgrad 'Y/ als 
Warmekraftmaschine und der Carnotsche ProzeB mit dem idealen Gas als Warme
pumpe laufen gelassen wird. Daraus folgt: 

1. Jeder umkehrbare KreisprozeB, der zwischen den Temperaturniveaus T z 

und T a arbeitet, hat denselben Wirkungsgrad wie der zwischen diesen Tem
peraturen arbeitende Carnotsche KreisprozeB mit idealem Arbeitsgas. 

Damit gilt die Wirkungsgradformel G1. (31) fUr alle Carnotschen Kreis
prozesse mit beliebigen Arbeitsmedien. 

2. Nicht umkehrbare Prozesse haben kleinere Wirkungsgrade als umkehrbare 
Kreisprozesse zwischen den gleichen Temperaturniveaus. 

1m folgenden mogen zu- und abge£uhrte Warmemengen nur mehr durch 
das Vorzeichen unterschieden und mit laufenden Zahlenindizes versehen werden. 
Dann laBt sich G1. (31) umschreiben auf 

~+.2!.=O 
Tl T2 < , (32) 

wobei das Gleichheitszeichen fUr reversible, das Ungleichheitszeichen fur ir
reversible Vorgange gilt. 
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Nun konnen eine groBere Zahl Carnotscher Kreisprozesses aneinandergeschaltet 
werden (Abb.2). Dabei brauchen Isentropen, welche zwei aneinanderliegenden 
Prozessen gemeinsam sind, nicht erst durchlaufen zu werden, weil die beiden 
Vorgange auf den anliegenden Kreisprozessen gerade entgegengesetzt sind. 
Dies fUhrt zum Durchlaufen der gezackten Randkurve in Abb.2. Es werden 

Abb. 2. Folge Carnotscher Kreis-

dabei auf den Isothermen der Temperaturen Ti die 
Warmemengen Qi zugefiihrt, wobei mit Gl. (32) gilt: 

~ Qi = 0 L..,..'F < , 
• 

wieder mit dem Ungleichheitszeichen fur irreversible 
Vorgange. 

Es ist einleuchtend, daB ein beliebiger reversibler 
KreisprozeB, dargestellt durch einen geschlossenen 
Kurvenzug im V-p-Diagramm, durch eine Reihe 
Carnotscher Kreisprozesse beliebig genau wieder
gegeben werden kann. Fur den Grenzfall emer 
groBen Zahl kleiner Isothermenkurvenstiicke fuhrt 
dies schlieBlich zur Gleichung: 

:f d~ <: O. (33) 

prozesse. T in Gl. (33) ist stets die Temperatur des W drme-
behdlters, mit welch em das Arbeitsgas im Warme

austausch steht. Dieser ist nur beim reversiblen ProzeB gleich warm mit dem 
Arbeitsgas, weshalb in diesem Fall T auch die Temperatur des Arbeitsgases ist. 
In allen praktischen Fallen ist stets ein wenn auch noch so kleines Temperatur
gefalle fUr einen Warmeubergang erforderlich, und zwar muB T bei allen 
positiven dQ stets etwas groBer, bei allen negativen dQ stets etwas kleiner als 
im Grenzfall der Umkehrbarkeit sein, was dann zum Ungleichheitszeichen < 0 
in Gl. (33) fuhrt. 

". Entropiefunktion. 
Die Aussage, daB das Integral der Gl. (33) fUr reversible Prozesse uber eine 

geschlossene Kurve verschwindet, ist gleichbedeutend mit der Aussage, daB 
das Integral, gebildet zwischen einem Anfangs- und Endzustand, unabhangig 
yom Wege ist. Fur reversible Zustandsfolgen ist in Gl. (33) T identisch mit 
der Temperatur des Arbeitsgases, und die Warmezufuhr, nun bezogen auf die 
Masseneinheit, kann mit dem ersten Hauptsatz Gl. (8) durch Zustandsanderungen 
des Gases allein ausgedriickt werden. Mithin kann gesetzt werden 

E I j 'de+Pd-
T e =SE-SA, (34) 

A 

wobei SE und SA lediglich yom End- und Anfangszustand abhangen. S ist also 
bis auf eine frei verfugbare Konstante eine Zustandsgro(Je, sie wird als Entropie 
der Masseneinheit bezeichnet. Die Entropie selbst sei mit S bezeichnet, sie 
stellt das Produkt von s und der Masse des Mediums dar. Die Verfugbarkeit 
einer additiven Konstanten hat die Entropie mit der inneren Energie gemein. 
Die Konstante kann im Rahmen dieses Buches nach Gesichtspunkten praktischer 
Rechnung willkurlich gewahlt werden. 
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G1. (34) lautet in differentieller Form mit G1. (11): 

de + P d (~) di - ~ dp 
ds= 12 = 12 

T T (35) 

ganz allgemein fur jedes Medium. Mit G1. (14), (15) und (17) lautet sie fUr ein 
ideales Gas: 

dT de dT dp dp de 
ds = cvp - (C2)-Cv)e = c2)fjI- (c2)-cv ) -;p = Cv -;p-C2) e' (36) 

Fiir ein id. Gas konst. sp. W. ist (36) sofort integrierbar und fuhrt zu: 

s2-s1=cvln TT2 -(c2)-cv)ln~=c2)ln TT2 -(c2)-cv)ln.E!.= 
I el I PI 

= C In.E!.-c In~. 
v PI 11 el 

(37) 

Die quasistatische adiabatische Ausdehnung erfolgt nach G1. (35) und (24) dem
nach bei konstanter Entropie. Man bezeichnet diese Zustandsanderung daher 
als Isentrope und hat damit eine Ausdrucksweise gefunden, welche eine Ver
wechslung mit der adiabatischen Ausdehnung ohne Arbeitsleistung unmoglich 
macht. Die Ableitungen langs der Isentropenkurven werden durch ein angefiigtes s 
gekennzeichnet. 

Fur viele Aussagen uber das Verhalten beliebiger Medien ist die Kenntnis 
der Funktion s, welche die Kenntnis der Zustansgleichung p (e, T) und der 
Energiefunktion e (T, e) voraussetzt, nicht erforderlich. 

Oft genugt die Kenntnis der Ableitungen von s nach anderen ZustandsgroBen, 
in der Gasdynamik besonders nach dem Druck p und der Enthalpie der Massen
einheit i. Aus G1. (35) resultiert unmittelbar: 

( !: L = ~; ( :; L = - /T; ( :~ L = ~ ; 
(:!t=T; (~~L=-eT; (~~).=e; I (38) 

mit der in der Warmelehre ublichen Schreibweise, die festgehaltene Veranderliche 
als Index an die Klammer zu schreiben. 

Wahrend in der Mathematik meist von einem Paar unabhangiger Veranderlichen 
x, y zu einem anderen Paar u, v iibergegangen wird, werden in der Thermodynamik 
des homogenen Mediums je nach der Betrachtungsweise die verschiedensten Paarungen 
yon ZustandsgroLlen als unabhangige Veranderliche beniitzt, so daLl es bei der Ab
leitung nach einer Veranderlichen nicht klar ist, welche ZustandsgroLle als zweite, in 
der partiellen Ableitung festzuhaltende unabhangige GroLle verwendet wird. Bei 
der Schreibweise der partiellen Ableitungen eines Funktionenpaares u v: 

OU OU ov ov 
ax' ay' ax' -oy 

steht fest, daLl y bei der Ableitung nach x festgehalten wird und umgekehrt. Werden 
nun die Abhangigen u, v mit den Unabhangigen x, y vertauscht: 

ox ox oy oy 
au' av' au' av' 

. db' d Abl ox . f h I lb ox k . d so Wlr el er eitung OU Jetzt v estge a ten, wesha au erneswegs en 

reziproken Wert von :: darstellt. Der hieran gewohnte Mathematiker mag daher 

zunachst iiberrascht sein, daLl etwa ( !: ) 11 und ( ;! ) 2) reziprok zueinander sind. Hier 
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wird aber stets dieselbe Veranderliche p konstant gehalten. Unter dieser Voraussetzung 
stellen 8 = 8 (i) und i = i (8) inverse Funktionen einer Veranderlichen dar. deren 
Ableitungen bekanntlich im reziproken Verhaltnis zueinander stehen. Anschaulicher 
werden die Verhaltnisse im Zustandsdiagramm mit den Koordinaten 8, i, p. In diesem 
stellt die Zustandsgleichung 8 = 8 (i, p) eine Flache und bei festgehaltenem peine 

Kurve in einer Ebene p = konst. dar, deren Neigung (~!) p ist. 

Es ist nun moglich, dem zweiten Hauptsatz mit Hilfe der Entropiefunktion 
eine analytische Formulierung zu geben. 

Ein Medium habe irgendeinen irreversiblen oder in der Grenze reversiblen 
Vorgang durchgemacht, der es yom Anfangsstadium A in das Endstadium E 
(Abb. 3) gebracht hat. Ein irreversibler Weg kann dabei nicht in das Zustands
diagramm eingetragen werden, da dieses dem Medium in jedem Kurvenpunkt 
einen ganz bestimmten Zustand zuordnet, wahrend ein irreversibler Vorgang 

II 

Abb. 3. Irreversibler KreisprozeB. 

gerade dadurch gekennzeichnet ist, daB er nicht 
quasistatisch, also nicht als Folge von Gleichgewichts
zustanden dargestellt werden kann. Die Zustands
anderung von A nach B sei durch eine gestrichelte 
Linie mit Pfeil angedeutet, deren Zwischenpunkten 
keine physikalische Bedeutung zukommen mage. 

Die Zustandsanderung A ~ E sei durch einen 
reversiblen Vorgang langs der Kurve C zu einem irre· 
versiblen KreisprozeB erganzt. Fur diesen gilt nach 
Gl. (33): 

E A 

¢' dQ =J diL +J!!L < o. 
., T T T 

A irrev. E rev. 

Dabei ist fur den irreversiblen Vorgang T die Temperatur des Warmebehalters, 
dem die Warme dQ entzogen wird, und daher stellt das Integral, in dem nur 
GroBen des Warmebehalters vorkommen, dessen Entropieabnahme (wegen des 
negativen Vorzeichens von dQ) dar. Mit S' als Entropie des Warmebehalters 
also ist: 

E 

Jd~ = SA' -Sf/· 
A irrev. 

Das Integral uber den reversiblen Weg C stellt die Anderung der Entropie S 
des Mediums dar: 

E 

J~ =SE-SA, 
A rev. 

womit schlieBlich aus Gl. (33) folgt: 

SA + SA' < SE + SE" (39) 

Auf jeder der beiden Ungleichungsseiten steht die Summe der Entropien aller 
am Vorgang beteiligten Korper in einem bestimmten Zustand. Der Komplex 
aller am V organg beteiligten Korper heiBt "geschlossenes System". Die Entropie 
eines Systems ist die Summe der Entropien aller zum System gehorigen Korper, 
daher kann dem zweiten Hauptsatz folgende ganz allgemeingiiltige Form gegeben 
werden: 

Die Entropie eines geschlossenen Systems nimmt bei irreversiblen Vor
gangen zu. 
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Daraus folgt: 
Die Entropie eines geschlossenen Systems bleibt bei reversiblen Vorgangen 

konstant. 
Konnte namlich die Entropie eines geschlossenen Systems abnehmen, so 

brauchte dieses System nur an jenes mit dem irreversiblen Vorgang angeschlossen 
zu werden, urn zu einem Widerspruch zu fUhren. 

Besondere Betrachtungen werden erforderlich, wenn sich die niedrigsten 
Temperaturen dem absoluten Nullpunkt nahern, da dann der Wirkungsgrad des 
Carnot-Prozesses den Wert 'YJe = 1 annehmen kann. Diese extremen Zustande 
haben fUr die Gasdynamik keine Bedeutung und seien daher hier iibergangen. 
Die entsprechenden Uberlegungen und Erfahrungen fiihren zum 3. Hauptsatz 
der Warmelehre, der unter anderem die Unerreichbarkeit des absoluten Null
punktes aussagt. 

8. Thermodynamisches Gleichgewicht. 

Aus dem zweiten Hauptsatz folgen eine groBe Zahl von Aussagen iiber thermo
dynamische Gleichgewichte, wie sie z. B. durch die Koexistenz von Wasser und 
Wasserdampf oder von dissoziiertem und undissoziiertem Gas gegeben sind. 

Aus der Tatsache, daB die Entropie eines geschlossenen Systems nicht ab
nehmen kann, kann auf Stabilitat des Zustandes dann geschlossen werden, 

. wenn die Entropie des Systems unter den gegebenen Bedingungen einen Maximal
wert erreicht hat. Daraus ergeben sich die Dampfdruckkurven, Dissoziations
gleichgewichte usw. Typisch fUr die Abhangigkeit aller Gleichgewichte von der 
Temperatur sind Exponentialfunktionen mit einem negativen Exponenten, in 
dessen N enner das Produkt R T und in dessen Zahler die U msetzungsenergie (Ver
dampfungswarme, Dissoziationswarme usw.) steht. Die Folge ist, daB bei hohen 
Temperaturen gerade jene Erscheinungen von Bedeutung werden, welche mit 
hohen Umwandlungswarmen verbundep sind. Dies hat weiter die Folge, daB 
Dissoziationen erst bei hohen Temperaturen auftreten, dann aber wegen ihres 
Energiebedarfes sofort eine ausschlaggebende Rolle spielen. In der Brennkammer 
eines Antriebes sind sie also tunlichst zu vermeiden. Stromungen kompressibler 
Medien fiihren vielfach zu extremen Temperaturen und Drucken und erfordern 
daher Kenntnisse extremer Zustande, welche die moderne Thermodynamik 
manchmal noch gar nicht zu vermitteln vermag. 

II. Stationare Fadenstromnng. 
1. Vorbemerkung. 

Die Stromungen zusammendriickbarer Medien sind den Stromungen in
kompressibler Fliissigkeiten gegeniiber so viel komplizierter, daB es angebracht 
erscheint, sich zunachst der Behandlung einfachster Stromungstypen zu widmen. 
Ais solche ergeben sich die zeitlich unveranderlichen - also 8tationiiren - Stro
mungen, bei welchen konstante Eigenschaften quer zur Stromungsrichtung an
genommen werden konnen. Geschwindigkeitsbetrag W, Druck p, Dichte e und 
Temperatur T eines Teilchens sind dann nur mehr abhangig von einer einzigen 
Veranderlichen, etwa der in Stromungsrichtung gemessenen Bogenlange. 

Angenahert verwirklicht sind diese Voraussetzungen bei Stromungen in 
Kanalen langsam veranderlichen oder konstanten Querschnittes t. Hier sind die 
Zustande vielfach bis auf eine schmale Zone unmittelbar an der Wand im Quer
schnitt nahezu konstant, so daB es sinnvoll ist, mit Mittelwerten zu rechnen. 
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Aber auch fiir die Behandlung beliebig raumlicher stationarer Stromungen sind 
die folgenden Uberlegungen niitzlich. 

Kurven in einer beliebigen raumlichen Stromung, welche in jedem ihrer 
Punkte Stromungsrichtung besitzen, heiBen Stromlinien. Aus dies en konnen 
Stromrohren gebildet werden. Werden deren Querschnitte nun geniigend klein 
gewahlt, so kann die Annahme einheitlicher Zustande iiber dem Querschnitt 
beliebig genau erfiillt werden. Man spricht dann von Strom/aden. Bei stationarer 
Stromung bleiben aIle Teilchen entweder dauernd innerhalb oder auBerhalb 
eines bestimmten Stromfadens. Die Voraussetzungen dieses Absehnittes sind dem
nach im Stromfaden erfiillt, woraus sich die Bezeichnung: stationare Faden
stromung ergibt. 

Vielfach wird in diesem Zusammenhang aueh von hydraulischer Behandlung 
gesproehen, doeh wird dieser Ausdruek nieht iiberall im selben Sinne verwendet, 
weshalb er hier vermieden wurde. 

Die Einsehrankung, daB die Querschnitte / nur langsam in Stromungsrichtung 
zu- oder abnehmen sollen, bedarf noeh einer Erlauterung. Es ist klar, daB es 
dabei nur auf relative GroBen ankommen kann. Handelt es sich etwa urn einen 
Stromfaden rechteckigen Querschnittes, dessen Breite konstant, dessen Hohe 
aber veranderlich ist, so wird gefordert werden miissen, daB die Hohe im Verhaltnis 
zur Lange nur wenig zunimmt. Die Neigung des Stromfadenrandes zu dessen 
Mittellinie muB also klein sein. Spat ere Betrachtungen werden zeigen, daB die 
Stromfadenhohe auch im Verhaltnis zum Kriimmungsradius der Stromlinien 
klein sein muB und ahnliches, wenn von Fadenstromung gesprochen werden solI. 
Das Querschnittsverhaltnis kann hingegen beliebig groB sein, wenn die Quer
schnitte nur geniigend weit voneinander entfernt sind, urn die Bedingungen 
geringen Offnungswinkels und geringer Kriimmung der Stromlinien zu er
fiillen. 

Die Forderungen werden z. B. von einer ebenen oder kugelsymmetrisehen 
Quellstromung erfiillt. Wenn dabei die Teilchen auch naeh allen Riehtungen 
auseinander~tromen, so sind die Stromlinien nieht gekriimmt und zwei geniigend 
benaehbarte Stromlinien beliebig wenig zueinander geneigt. 

2. Grundgleichungen. 
Der Zustand eines physikalisch homogenen Mediums ist durch zwei thermische 

ZustandsgroBen gegeben. Oft ist es allerdings zweckmaBig, mit mehr als zwei 
thermischen ZllstandsgroBen zu arbeiten. Auch dann solI nur von zwei Unbe
kannten gesprochen werden, da nur zwei thermische GroBen frei wahlbar sind. 
Der Stromungszustand im Stromfaden wird durch den Geschwindigkeitsbetrag 
allein beschrieben - die Stromungsriehtung ist ja mit der Form des Stromfadens 
festgelegt -, so daB im ganzen drei unbekannte Funktionen zu ermitteln sind, 
was die Aufstellung dreier Gleichungen erforderlich macht. 

Zu diesem Zweck sei von zwei Querschnitten des Stromfadens ausgegangen 
(Abb. 4). In einem, f1' mag der Stromungszustand bekannt sein, im anderen, f, 
werde er gesucht. Es wird hier also nicht eine fest abgegrenzte Masse, sondern 
es wird ein fest abgegrenzter Raum betrachtet. Dies ist bei stationarer Stromung 
die einzig in Frage kommende Methode, da nur auf diese Weise die zeitliche Unver
anderlichkeit des Zustandes an einem bestimmten Ort zur Geltung kommt. 

Aus dem Querschnitt / tritt in der Zeiteinheit die Menge 

(1) 

aus. Da die Stromung stationar ist, darf die Masse, welche sich zwischen den 
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Querschnitten 11 und I befindet, nicht zunehmen. Es muB die DurchfluBmenge 
in 11 dieselbe sein wie in I: 

(2) 

G1. (2) driickt die Erhaltung der Masse aus und wird als "Kontinuitatsbedingung" 
bezeichnet. Bei inkompressiblen Medien (e _ (1) konnte aus dieser Gleichung 
allein schon die Geschwindigkeit bestimmt werden. Natiirlich ist es denkbar, 
daB zwischen den Querschnitten lund 11 Masse zugefiihrt wird, wie dies etwa 
bei der Zufiihrung von Brennstoff in die Brennkammer der Fall ist. Dann muB 
G1. (1) entsprechend abgeandert werden. Jedoch sollen die Gleichungen zunachst 
nicht durch Beriicksichtigung solcher FaIle unnotig kompliziert werden. 

Das Produkt e Wist die Masse, welche durch die Flacheneinheit eines Quer
schnittes in der Zeiteinheit flieBt; sie heiBt Stromdichte. Sie wachst sowohl mit 
der Dichte (! als auch mit der Geschwindigkeit W. 

Aus Impulsbetrachtungen wird bei inkompressiblen Medien auf den Druck 
geschlossen. Dieser hangt etwa bei reibungsfreier Stromung mit der Geschwindig
keit durch die Bernoullische Gleichung zusammen. 
Es ist daher naheliegend, auch hier von Impuls
betrachtungen auszugehen, wobei die Newtonschen 
Bewegungsgleichungen in der Form zugrunde gelegt 
werden sollen, daB die in einer bestimmten 
Richtung wirkenden Krafte der zeitlichen Anderung 
der BewegungsgroBe in der gleichen Richtung gleich
zusetzen sind. Die Summe aller in einer bestimmten 
Richtung wirkenden Krafte (Abb.4), ausgenommen 

Abb. 4. Stromiaden. 

die auf die Flachen lund 11 wirkenden Druckkrafte, sei K. Darin konnen Druck
krafte an den Stromfadenwanden, Reibungskrafte an den Stromfadenwanden 
und in den Endquerschnitten lund 11 und auch Massenkrafte, wie die Schwer
kraft, zusammengefaBt sein. Die von den Drucken an den Endquerschnitten 
erzeugten Krafte sind in Stromungsrichtung PIlI und P I. Sind {}1 und {} die 
Winkel, welche der Stromfaden mit der Kraft K in den Endquerschnitten ein
schlieBt (Abb.4), so iiben die Drucke in den Endquerschnitten die Krafte PIlI 
cos {}1 und - P I cos {} auf das betrachtete Stromfadenstiick in der Richtung 
von K aus. 

Eine Anderung der BewegungsgroBe im betrachteten Raum entsteht nur 
durch ZufluB und AbfluB durch die Endquerschnitte. Die BewegungsgroBe 
(Masse X Geschwindigkeit) pro Masseneinheit in Stromungsrichtung ist W. Die 
BewegungsgroBe pro Masseneinheit in der Richtung von Kist dann in den End
querschnitten WI cos {}1 und W cos {}. Diese GroBen multipliziert mit den Durch
fluBmengen G1. (1) ergeben den zeitlichen Zuwachs durch Einstromen in 11 und 
den zeitlichen AbfaH durch Ausstromen aus I. Die Summe aller Krafte verursacht 
eine Zunahme der BewegungsgroBe in Kraltrichtung, folglich ist sie dem AusfluB 
vermindert urn den EinfluB in Kraftrichtung gleichzusetzen: 

K + PIlI cos {}1 - P I cos {} = I (j W2 cos {} - fr el W12 COS{}l' 

Es wird zweckmaBig wie folgt zusammengefaBt: 

K + (PI + (!1 W12) 11 cos {}1 = (p + (! W2) I cos {}. (3) 

G1. (3) nennt man den Impulssatz. Wie G in G1. (1) eine DurchfluBmenge, also 
eine Masse pro Zeiteinheit darstellt, ist (p + (! W2) I der Dimension nach eine Be
wegungsgroBe pro Zeiteinheit. Richtiger miiBte also von einem Impulsstromsatz 
gesprochen werden. Der Ausdruck P + e W2 heiBt Impulsstromdichte. Vielfach 
wird sowohl dieser Ausdruck als auch e W2 allein in der Stromungslehre als Impuls 

Oswatitsch, Gasdynamik. 2 
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bezeiehnet, wahrend e W stets nur riehtig "BewegungsgroBe" genannt wird. In 
diesem Bueh werden mog1iehst die exakten Ausdrueke verwendet werden. 

Charakteristiseh fur den Impu1ssatz ist die Abhangigkeit del' 01. (3) von del' 
Riehtung del' betraehteten Kraftsumme K. Diese braueht keineswegs die Resul
tierende aller auftretenden Krafte darzustellen, sie ist 1edig1ieh die Komponente 
del' Resultierenden in einer willkiir1ieh vorgesehriebenen Riehtung. Je naeh del' 
Riehtung, we1ehe interessiert, andern sieh K, {}1 und {} und damit das Resultat 
von G1. (3). Eine solehe Riehtungsabhangigkeit ist G1. (2) fremd. 

Mit G1. (2) und (3) waren nun alle erforder1iehen Gleiehungen fUr ein inkom
pressib1es Medium abge1eitet. In del' Gasdynamik ist abel' zur Bestimmung del' 
Diehte enoch eine weitere Gleiehung erforderlieh. In del' Thermodynamik wird 
die Anderung del' Diehte mit dem Druck aus dem ersten Hauptsatz abge1eitet, 
wobei sieh z. B. die Adiabate ergibt, wenn von jeder Warmezufuhr abgesehen 
wird. Es 1iegt nahe, fur den noeh feh1enden Zusammenhang del' therrnisehen Zu
standsgroBen wieder auf das Energieprinzip zuruekzugreifen. 

Naeh dem Energieprinzip muB die von auBen zugefuhrte Leistung L, we1ehe 
in den Stromfadenraum zwischen 11 und I eingefiihrt wird, gleieh sein del' aus I in 
del' Zeiteinheit ausflieBenden Energie zuzug1ieh del' dort vom Gase gleiehzeitig 
geleisteten Arbeit vermindert urn Energie und Arbeit, welehe in 11 pro Zeiteinheit 
an das Gas abgegeben wird. Die inneren Umsetzungen des Mediums, etwa an 
kinetiseher Energie dureh Reibung in Arbeit, b1eiben dabei unberueksiehtigt. Als 
Leistung kommt VOl' allem die dem Medium von auBen in del' Zeiteinheit zuge
fuhrte Warmemenge Q in Frage, ferner die von auBeren Kraften vollbraehten 
Leistungen, welche sieh als das Produkt von Gesehwindigkeit und Kraftkompo
nente in Gesehwindigkeitsriehtung summiert uber den ganzen Raum ergeben. Die 
Reibungskrafte am Stromfadenmante1 spie1en dabei nul' dann eine Rolle, wenn dort 
von Null versehiedene Gesehwindigkeiten herrsehen wie an einem mitten aus 
einer Stromung herausgegriffenen Faden - nieht abel' an festen Kanalwanden, 
wo mit del' Gesehwindigkeit aueh die Leistung del' Reibungskrafte versehwindet. 
Ferner konnen Leistungen von Massenkraften wie del' Sehwerkraft hinzukommen. 

Urn hier jeden Zweifel auszuschlieBen, sei die Energiebilanz fiir den freien Fall 
aufgestellt. Es .ist ublich, dabei zu sagen, daB die Summe von kinetischer Energie 
und potentieller EnergiE;. des fallenden Karpers konstant bleibt. Ebenso kann abel' 
gesagt werden, daB die Anderung der kinetischen Energie gleich ist de"!,. vom Karpel' 
an der Schwerkraft geleisteten Arbeit - letzteres ist gerade die Anderung del' 
potentiellen Energie. Diese Ausdrucksweise wurde hier vorgezogen. urn auch alle 
nicht konservativen Krafte (Krafte, die sich nicht als Gradient eines Potentials er
geben) mit einzubeziehen. 

Das Medium transportiert dureh die Endquersehnitte pro Masseneinheit e 

innere und ~2 kinetisehe Energie. Die Summe diesel' beiden GroBen multipliziert 

mit del' DurehfluBmenge 0, Gl. (1), gibt den EnergiefluB. Die Arbeitsleistung an 
den Endquersehnitten ergibt sieh aus Gl. (I, 28). Allerdings handelt es sieh hier 
um eine Zunahme des Vol urn ens in del' Zeiteinheit, also um das Produkt von 
F1aehe lund Gesehwindigkeit W normal auf diese. Die Arbeits1eistung des Gases 
naeh auBen in list demnaeh I P W. Am Quersehnitt 11 wird Arbeit am Medium 
ge1eistet und Energie in den Raum eingefuhrt. Daher folgt aus dem Energiesatz: 

( W2) _ ( W12 ) L = leW e +"2 + I P W - 11 el WI e1 + -2- - 11 PI Wl' 

Diese Gleiehung kann nun dureh Einfiihren der Entha1pie Gl. (I, 9) vel'einfaeht 
werden: 

(4) 
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Es handelt sich dabei ahnlich wie beim Impulssatz nicht urn einen Energiesatz, 
sondern urn einen Satz vom Energiestrom. 

Vielfach treten als Leistungen L Warmezufuhren oder Arbeitsleistungen 
an der Schwerkraft auf. Fur diese FaIle sei L berechnet. 1st q - entsprechend 
zur Bezeichnung in Teil I - die der Masseneinheit zwischen lund 11 zu
gefiihrte Warmemenge, so ist die an das Medium abgegebene Warmeleistung 
durch das Produkt von q und der DurchfluBmenge G gegeben: q leW. Die 
Arbeitsleistung an der Schwerkraft ergibt sich am einfachsten als Differenz von 
einflieBender potentieller Energie in 11 (mit z als zur Schwerebeschleunigung 
g entgegengesetzter Richtung): g ZI 11 el WI und ausflieBender potentieller Energie 
aus I: g z leW. Dann ist: 

leW q + g ZI 11 el WI - g z leW = leW (~2 + i) - 11 el WI (~12 + i1). 
Kommt zwischen den Querschnitten keine Masse hinzu, so gilt Gl. (2) und es 
kann durch die gleichbleibende DurchfluBmenge dividiert werden mit dem 
Resultat: 

(5) 

Die Summanden von Gl. (5) haben die Dimension einer Energie der Masseneinheit. 
Gl. (5) wird daher mit mehr Recht als Energiesatz bezeichnet als etwa Gl. (4). 
Die Enthalpie tritt an die Stelle der inneren Energie, womit die Arbeitsleistungen 
des Gases an den Endflachen gleich mit erfaBt werden. 

Fur den einfachen Fall stationarer Stromung eines Mediums ohne Leistungen 
L, also ohne Warmezufuhr und ohne Arbeitsleistungen auBerer Krafte, nimmt 
Gl. (5) oder (4) die einfache Form an: 

(6) 

Hier wird zweckmaBig jene Enthalpie i eingefuhrt, welche das Medium im Ruhe
zustand (W = 0) annimmt. AIle GroBen im Ruhezustand seien Ruhegropen ge
nannt und mit dem Index 0 gekennzeichnet. Dann lautet Gl. (6) auch 

(7) 

Damit ergibt sich eine ahnliche Beziehung, wie Sle durch die Bernoullische 
Gleichung: 

(8) 

fur dichtebestandige Medien (e = konst.) gegeben ist, wobei an Stelle des 
durch die gleichbleibende Dichte dividierten Druckes die Enthalpie der Massen
einheit i tritt. Dennoch solI von Gl. (7) nicht als von einer Bernoullischen Glei
chung gesprochen werden, denn diese setzt reibungsfreie Stromung voraus, eine 
Einschrankung, welche der Gl. (7) nicht zugrunde liegt. Dafiir laBt sich mit der 
Bernoullischen Gleichung (8) der Druck sofort aus der Geschwindigkeit berechnen. 
Dies trifft fur den entsprechenden Energiesatz Gl. (7) wohl betreffs der Enthalpie 
und bei einem idealen Gas betreffs der allein von der Enthalpie abhangigen 
Temperatur [Gl. (I, 10)] zu; damit sind die Moglichkeiten aber auch erschopft. 
Denn der Druck bleibt mit der Dichte unbestimmt. Es ist auch einleuchtend, 
daB mit der groBeren Zahl von Moglichkeiten, welche der Energiesatz Gl. (7) 
gegenuber der Bernoullischen Gleichung (8) enthalt, eine weniger starke Fest
legung des Zustandes verbunden sein muB. 

2* 
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Da die Enthalpie i einen Minimalwert hat, der bei verschwindender Tempera
tur zu suchen ist, kann die Geschwindigkeit bei stationarer Stramung abhangig 
von der Ruheenthalpie io einen Maximalwert W max nicht uberschreiten. Die 
Geschwindigkeit steigt also keineswegs uber aIle Grenzen, wenn sich der thermi
sche Zustand des Mediums dem absoluten Nullpunkt nahert, sie kann nur jenen 
Wert erreichen, welcher durch die volle Umwandlung der Enthalpie in kinetische 
Energie gegeben ist. 

Beim idealen Gas ist i reine Temperaturfunktion, beim id. Gas konst. sp. W. 
geht Gl. (7) mit Gl. (I, 19) uber in: 

(9) 

Daraus ergibt sich die Maximalgeschwindigkeit fur das id. Gas konst. sp. W.: 

Wmax = V2 cp rf1-~~ (10) 

Stramt Luft aus einem Raum mit Zimmertemperatur (20°0) durch einen geeignet 
geformten Kanal in einen Kessel, der auf absolutem Vakuum gehalten wird, so 
folgt (c p = 0,240 cal/g Grad; Warmeaquivalent: 0,4186. 108 Erg/cal) 

W max = V2. 0,4186.108 .0,240.293 em = 767~, 
s s 

(U) 

unabhangig vom Ruhedruck Po und auch davon, ob die Expansion unter innerer 
Reibung vor sich geht oder nicht. 

Gaskinetisch ist der V organg so zu verstehen, daB die gesamte Bewegungs
energie der Molekule, welche bei der Geschwindigkeit Null in Form von Warme 
vorhanden ist, sich bei der Temperatur Null in einheitliche geradlinige Geschwin
digkeit verwandelt hat. Diese belauft sich ubrigells auf nicht viel mehr als das 
Doppelte der Schallgeschwindigkeit im Ruhezustand. 

Aus der Existenz einer Maximalgeschwindigkeit bei fester Ruhetemperatur 
darf nicht etwa auf eine Begrenzung der Fluggeschwindigkeit geschlossen werden. 
Bei Steigerung der Fluggeschwindigkeit wird namlich bei festem Anstramzustand 
der Ruhezustand erhaht. 

3. StoBwelle und Schallwelle. 
Die einfachste Anwendung der Grundgleichungen des vorangegangenen Ab

schnittes bietet ein Rohr oder ein Stromfaden konstanten Querschnittes (f = f1)' 
wenn das flieBende Medium weder der Einwirkung auBerer Krafte noch irgend
welcher Warmeabgaben oder Leistungszufuhren ausgesetzt ist. Die Zustande im 
Anfangsquerschnitt seien ohne Index, die im Endquerschnitt mit Dach gekenn
zeichnet. Kontinuitatsbedingung Gl. (2), Impuls- und Energiesatz Gl. (3) und 
Gl. (5) haben dann die Form: 

Kontinuitats bedingung, 

TV2 e + P = W2 (! + p Impulssatz, 
WA2 A W2 
-+i=-+i 2 2 

( 12) 

Energiesatz. 

Da keinerlei Einwirkungen von auBen erfolgen, ist sicher eine Lasung des Glei
chungssystems (12) durch die Gleichheit der Zustande in den beiden Querschnittell 
gegeben (TV = W; (j = (!; p = p; i = i). Es gibt aber noch eine zweite Lasung, 
die fUr das id. Gas konst. sp. W. leicht zu ermitteln ist. Fur dieses kann i mit 
Gl. (I, 19) und der Zustandsgleichung (I, 17) direkt durch Druck und Dichte 



II, 3. StoJ3welle und Schallwelle. 21 

ausgedriickt werden. Die Elimination der thermischen ZustandsgroBen 
Gl. (12) ergibt dann eine quadratische Gleichung fiir W mit den Losungen: 

aus 

A 1 [ up ( UP)] 
W = U + 1 W x + e W2 ± 1-e W2 . (13) 

Das positive Vorzeichen vor der runden Klammer gibt die Identitiit W = w. 
Interessanter ist die zweite Losung. Sie fiihrt zusammen mit der Kontinuitiits
bedingung und dem Impulssatz zum Resultat: 

TV e 2 ( UP). W = e = 1 - U + 1 1 - e W2 ' 

P = 1 + 2 U (
W2 e -1). 

P u + 1 up 

(14) 

Uber den Abstand der beiden Fliichen fund 7 wurde zuniichst nichts voraus
gesetzt. Handelt es sich um eine Rohrstromung, so konnen zwischen den betrach
teten Querschnitten sehr komplizierte Stromungsvorgiinge mit Wirbeln und Tot
wasser liegen. fund r sind dann so zu legen, daB in ihnen mit guter Niiherung ein
heitliche Stromungszustiinue angenommen werden konnen. Werden die Betrach
tungen aber in einen Stromfaden fern von jeder Wand verlegt, 
so konnen die Fliichen zuniichst beliebig nahe aneinandergeriickt 
werden. Mit den Losungen der Gl. (14) fiihrt dies aber in der 
Grenze zu sprunghaften Anderungen von Geschwindigkeit, 
Druck, Dichte usw., welche unter bestimmten Bedingungen in 

--:---I---~--- -
------ -----

Abb. 5. StoJ3weIle 
der Tat beobachtet werden konnen. Sie heiBen Sto(3wellen (Abb. 5). ( ___ Stromlinie). 

Zuniichst solI auf die einschriinkende Annahme, daB es sich 
um ein id. Gas konst. sp. W. handelt, wieder verzichtet werden. Fiir ein beliebiges 
Medium kann der Impulssatz Gl. (12) mit Hilfe der Kontinuitiitsbedingung wie 
folgt geschrieben werden: 

(15) 

Durch Elimination der Geschwindigkeiten aus Gl. (15) und dem Energiesatz 
Gl. (12) falgt: 

-:- . 1 (1 1 ) (A ) ~-~=2 e +-e p-p. (16) 

Um die Gleichung auszuwerten, ist natiirlich die Kenntnis der Enthalpie der 
Masseneinheit als Funktion von Druck und Dichte i = i (p, (}) erforderlich. 
Dann kann aus der Kenntnis des Ausgangszustandes p, e der Druck p abhiingig 
von der Dichte emit Gl. (16) angegeben werden. Die auf diese Weise gewannene 
Kurve heiBt dynamische Adiabate oder auch nach den beiden Forschern6, 7, welche 
die Beziehung zuerst aufstellten, Rankine-Hugoniot-Kurve. Bei ihr ergibt sich 
der Zusammenhang von Druck und Dichteaus einem dynamischen Problem. 

Die nahe Verwandtschaft mit der Isentrapengleichung wird sofort deutlich, 
wenn diese Gleichung (I, 24) integriert wird. Um im folgendendie Integrations
variablen vom Anfangs- und Endzustand zu unterscheiden, sei der Anfangs
zustand mit dem Index 1 und der Endzustand mit dem Index 1 und einem Dach 
gekennzeichnet. Dies ergibt: 

A 

PI 

~ . J 1 d ~1-~1 = -e p. 
PI 

8 = konst. 

(17) 
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Da die Dichte nicht allein yom Druck abhangt, muB der Integrationsweg 
(8 = konst.) angegeben werden. 

Auf der Rankine-Hugoniot-Kurve muB sich die Entropie mit dem Druck 
andern, da der funktionelle Zusammenhang hier anders ist als auf der Isentrope. 
Zunachst solI die Entropieanderung in der Umgebung des Ausgangspunktes 
(PI' el) berechnet werden. Mit Gleichung (I, 35) und Gl. (16) ist: 

A A A 

~ ~ ~ 

[Td -:- . j'l d 1(1 l)(A l' l d 8 = ~l - ~l - - P = 2 --;:- + - PI - PI) - -po 
• (2 (21 (11 •. (2 

p, 
H 

Pi 
H 

(18) 

Der an das Integral angefugte Buchstabe H deutet an, daB der Integrationsweg 
langs der Rankine-Hugoniot-Kurve verlauft. Zur Untersuchung der Verhaltnisse 
im Ausgangspunkt (el' PI) sei die reziproke Dichte dort als Funktion des Druckes 
entwickelt: 

11(81) 1(82 1) e = 12-; + 8p e HI (p - PI) + 2 8p2 e HI (p - Pl)2 + ... 
Die Ableitungen sind langs der dynamischen Adiabate im Ausgangspunkt ge
bildet. Die Entwicklung im Integral von Gl. (18) eingesetzt und integriert ergibt: 

Pi 

I~dp= :1' (PI-PI) + ~ (8~ ~)Hl(PI-Pd2+! (8~2 ~)Hl(Pl-Pl)3+ ... 
Pi 
H 

Da die Entwicklung von ..!:. auch im Endpunkt el' PI gilt, kann damit die Ab
Q 

lei tung (-:--..!:.) eliminiert werden mit dem Resultat: 
up (2 HI 

Pi 

f· 1 d 1 ( 1 1 ) (A ) 1 (82 1) (' )3 - P=- --;:-+- P-P -- ----- P-P + 
• (2 2 (11 (21 I 1 12 8p2 (2 H I I I 

Pi 
H 

Danach reduziert sich die linke Seite von Gl. (18) auf ein Glied dritter Ordnung 
in (PI - PI) vermehrt urn Glieder hoherer Ordnung. Zur Ermittlung des Gliedes 
erster Ordnung des Entropieintegrals in Gl. (18) genugt es, den Integranden 
T = Tl zu setzen mit dem Resultat: 

T (A ) _ 1 (82 1) ( A )3 
1 8 1 - 8 1 - 12 8p2 e HI PI - PI + ... (19) 

ErfahrungsgemaB ist die zweite Ableitung von..!:. nach P positiv. Bei kleinem 
(2 

Druckanstieg wachst also die Entropie, allerdings erst mit der dritten Potenz von 
Pl- PI-

Die erste und zweite Ableitung der Entropie nach dem Druck auf der Rankine
Hugoniot-Kl,lfve verschwindet also. Das hat zur Folge, daB die erste und zweite 
Ableitung dieser Kurve mit den entsprechenden Ableitungen der Isentrope in 
irgendeinem Zustandsdiagramm identisch sind. Die beiden Kurven haben nicht 
nur gemeinsame Tangente, sie oskulieren auch noch (gemeinsame Krummung). 
(Abb. 7). Es ist: 

(20) 
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Damit kann der Entropieanstieg der Rankine·Hugoniot·Kurve naherungsweise 
auch durch die zweite Ableitung langs der Isentrope ausgedriickt werden. So 
ist er auf die thermodynamischen Eigenschaften des Mediums zuriickgefiihrt. 
Es gilt also fUr jede8 homogene Medium, wenn der Anfangs. und Endzustand 
nun wieder wie in den anderen StoBgleichungen ohne unteren Index geschrieben 
werden: 

T ( ~ ) _ 1 (02 1) (~ )3 
8-8 -12 Op2 e s P-P + ... (21) 

Das Medium steht im vorliegenden FaIle in keinem Energieaustausch mit der Urn· 
gebung. Es kann daher nur in einer Richtung flieBen, in welcher seine Entropie 
ansteigt, denn die dauernde Entropieabsenkung in einem Teil der Stromung ohne 
einen entsprechenden Entropieanstieg in einem anderen Teil bedeutete einen 
Widerspruch zum zweiten Hauptsatz der Thermodynamik. Es zeigt sich im iibri· 
gen, daB die Entropie nicht nur bei kleinen, sondern auch bei groBen Druck· 
anstiegen stets zunimmt. Danach sind stets nur StoBweIlen moglich, welche mit 
Druckanstiegen verbunden sind. Diese sind wegen Gl. (15) stets mit Geschwindig. 
keitsabnahmen und weiter wegen der Kontinuitatsbedingung mit Dichtezunahmen 
verkniipft. Man bezeichnet die StoBweIlen daher auch als Verdichtung88Wf3e. 
VerdiinnungsstoBe konnten nur bei Medien auftreten, welche eine negative zweite 

Ableitung von ~ nach P langs der Isentrope aufweisen. 
e 

Der VerdichtungsstoB wurde hier als stationare Stromungsform behandelt. 
Es ergibt sich das gewohnte Bild einer laufenden StoBwelle fUr einen Beobachter, 
der sich mit der Geschwindigkeit W des anstromenden Mediums auf die StoB· 
front zu bewegt. Diese eilt dann mit der Geschwindigkeit W in das fUr den 
Beobachter nun ruhende Medium hinein. Hinter der StoBfront flieBt das 
Medium mit der Geschwindigkeit W - W der StoBfront nacho Die Rechnungen 
dieses Abschnittes haben nicht nur fiir Gase, sondern sie haben auch fiir 
Fliissigkeiten Bedeutung, indem sie auch die Frage der Fortpflanzung endlicher 
Druckspriinge in Fliissigkeiten betreffen. Die Geschwindigkeit W, das ist also 
die negative Laufge8chwindigkeit U eines in gleichbleibender Starke in ein 
ruhendes Medium vordringenden StoBes, sowie die Relativge8chwindigkeit LI W der 
Gasmasse hinter dem StoB zu jener vor dem StoB, kann aus den beiden ersten 
Gleichungen des Systems (12) leicht wie folgt berechnet werden: 

w=-u=Ve p p. 
e e-e ' (22) 

Mit dem Grenzubergang zu ,beliebig kleinen Druckspriingen nimmt auch die 

Nachlaufgeschwindigkeit W - TV belie big kleine Werte an. Der Quotient ~ - p 
Q-Q 

wird gleich dem entsprechenden Differentialquotienten der Rankine.Hugoniot. 
Kurve und also gleich der entsprechenden Ableitung auf der Adiabate. Damit 
ist der Grenzwert c fiir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit kleinster Druck· 
storungen: 

c=V(~:L· (23) 

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit kleinster Storungen ist aber die Schall
ge8chwindigkeit. Sie wurde hier nur fUr einen kleinen Drucksprung er· 
mittelt. Da die Zustandsanderung isentrop ist, gilt Gl. (23) ebenso fur 
kleine Druckabnahmen und also auch fiir beliebige WeIlenformen, die immer 
als GrenzfaIl iiberlagerter stufenformiger Storungen angesehen werden konnen 
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(Abb. 6). Kleinheit der Starung bedeutet dabei, daB die Druckunterschiede 
im Verhaltnis zum Druck, die Dichteunterschiede im Verhaltnis zur Dichte 
und schlieBlich die Storungsgeschwindigkeiten der Teilchen im Verhaltnis zur 
Schallgeschwindigkeit klein sein mussen. 

Es sei darauf hingewiesen, daB die isentrope Zustandsanderung in der 
Schallwelle bei dies em weniger ublichen Weg der Ableitung der Formel fUr die 
Schallgeschwindigkeit nicht eine Voraussetzung, sondern vielmehr ein Ergebnis 
der Rechnung war. 

Stramungen werden nun wesentlich von der Ausbreitung kleiner Storungen im 
flieBenden Medium beeinfluBt. Daraus ergibt sich eine auBerordentliche Bedeu

p-p 
tung des Verhaltnisses von Stramungsgeschwindigkeit W 
und Schallgeschwindigkeit c. Dieses wird nach dem 
Physiker ERNST MACH als Machsche Zahl M bezeichnet: 

M = ~. (24) 
c oX 

Abb. 6. Aufbau einer SchaU- 1st die Stromungsgeschwindigkeit kleiner als die 
Schallgeschwindigkeit des Mediums, herrscht also 
"Unterschallstromung" , so ist M < 1. 1st die Stromungs

geschwindigkeit groBer als die artliche Schallgeschwindigkeit, herrscht "Uber
schallstromung", so ist M > 1. 

welle aus kleinen Sto/3-
wellen. 

Aus der Adiabatengleichung (I, 25) folgt fur ein ideales Gas: 

( oP) = X J!.., 
012 s 12 

folglich fur die Schallgeschwindigkeit zusammen mit Gl. (I, 17): 

c = V x : = V cp (x-I) T. (25) 

Die Schallgeschwindigkeit des ideal en Gases hangt nur von der Temperatur abo 
Weiter folgt fur die Mach-Zahl des idealen Gases: 

M2 = _12_W_2 = _ -,-_W_2--o-:---;;;-
X P Cp (x - I) T 

(26) 

Wird die Enthalpie i fur das id. Gas konst. sp. W. mit Gl. (I, 19) und (I, 17) 
durch p und e ausgedruckt, so lautet die dynamische Adiabate Gl. (16) fUr dieses: 

_x _ (~ _ E) = ~ (~ +~) (p _ p). 
x - I e e 2 e e 

Mit Hilfe der Identitat 

p e - p § = ~ [(p - p) (§ + e) - (§ - e){p + p)] 

folgt schlieBlich die von v. KARMAN auf dem Volta-KongreB in Rom 1935 mit
geteilte Beziehung: 

P-P p+p - -- = x-A- -· e-e 12+12 
(27) 

Diese Form der dynamischen Adiabate des id. Gases konst. sp. W. zeigt wieder 
die nahe Verwandtschaft zur Isentrope Gl. (I, 25). Abb. 7 gibt beide 

Kurven fUr x = 1,400 im ~,p-Diagramm. Sehr deutlich ist das Oskulieren 
e A 

im Punkte 1. Bis zu Werten von J!.. = 2 ist die Adiabate eine ausgezeichnete 
P 



II, 4. Einige Folgerungen aus dem Energiesatz. 25 

Naherung fur die Zustandsanderung im VerdichtungsstoB. Das Dichteverhaltnis 

kann den Wert e = u + I nicht uberschreiten. An dieser Schranke steigt der e u-l 
Druck uber alle Grellzen. 

Aus der zweiten G1. (14) folgt die Wanderungsgeschwindigkeit U einer StoB
welle in ein ruhendes Gas abhangig von 
der Rohe des Drucksprunges. Es ist mit 
G1. (25) fUr das id. Gas konst. sp. W.: i. 

p 

(28) 10 

StoBwel1en starkeren Druckanstieges lau
fen also mit Uberschallgeschwindigkeit. 
Dieses Resultat stimmt mit der Erfahrung 
uberein, welche man bei der Messung der 
Schallgeschwindigkeit in der Nahe starker 
Explosionen gemacht hat. G1. (28) gilt nur 5 

fUr den einfachen Fall des Fortschreitens 
einer Druckstufe mit gleichbleibend hohem 
Druck "hinter der Wellenfront. Eine solche 
Welle kann nur aufrechterhalten bleiben, 
wenn hinter der Front dauernd Masse 
nachgeliefert wird. 

Ob nun das flieBende Medium als 
kontinuierliche Masse oder auch als eine 
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groBe Zahl durcheinanderfliegender Mole- Abb. 7. Rankine·I1ugoDiot·Rurvc und Isent.rope 
( ... -) fiir >< = 1,400. 

kUle betrachtet wird, in keinem Fall ist 
ein absolut scharfer Druck- und Geschwindigkeitssprung in der StoBfront 
denkbar. Die StoBfront muB eine bestimmte Tiefe haben, davon soIl spater die 
Rede sein (Abschnitt XI, 1) . Diese Tiefe erweist sich als auBerordentlich gering, 
etwa von der GroBenordnung der mittleren freien Weglange der MolekUle. 

4. Einige Folgerungen aus dem Energiesatz. 
Der Energiesatz G1. (6) gibt einen Zusammenhang zwischen Geschwindigkeit 

und Enthalpie i, bei idealen Gasen also einen Zusammenhang zwischen Geschwin
digkeit und Temperatur. Bei diesen hangt, wenn der Energiesatz in der einfachen 
Form der G1. (6) gilt, nach G1. (25) die Schallgeschwindigkeit und nach G1. (26) 
auch die Machsche Zahllediglich von der Geschwindigkeit abo Es kann demnach 
eine der genannten GroBen durch eine beliebige andere ausgedruckt werden. Fur 
das id. Gas konst. sp. W. lassen sich hierfiir Formeln angeben, welche sehr oft 
benutzt werden, weshalb es nutzlich ist, diese ein fur allemal abzuleiten. 

1m Ruhezustand hat die Schallgeschwindigkeit Co einen aus der Ruhe
temperatur To leicht zu errechnenden Betrag. Mit der Geschwindigkeit ver
schwindet also auch die Mach-Zahl im Ruhezustand. Bei der Maximalgeschwindig
keit hingegen verschwindet mit der Temperatur auch die Schallgeschwindigkeit, 
hier wachst also die Machsche Zahl uber aIle Grenzen. Zwischen diesen Extrem
zustanden werden jene Werte von besonderem Interesse sein, wo die Unterschall
stromung in Uberschallstromung ubergeht (M = 1), wo also die Stromungs
geschwindigkeit gleich der Schallgeschwindigkeit ist. Fur das id. Gas konst. sp. W. 
kann der Energiesatz G1. (9) mit G1. (25) auch geschrieben werden: 

W2 + 2 c2 = W~ax' (29) 
u-l 
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Wird der "kritische Zustand", in welchem gerade 211 = 1 ist, mit einem Stern 
gekennzeichnet, so folgt aus Gl. (29): 

% + 1 
%-1 

W*2 = -"_ + 1_ C*2 = W' 
% _ 1 max' 

Zusammen mit Gl. (10) und (25) ist dann: 

·w' = %+1 W*2= %+1 C*2= __ 2_ C2 =(x+l)c T*=2c T 
max % _ 1 % _ 1 % _ lOP P 0' (30) 

woraus das Verhaltnis der verschiedenen charakteristischen GraBen unmittelbar 
abgelesen werden kann. 

Die Temperatur wird in der Regel durch die Ruhetemperatur To dimensions
los gemacht. Dies solI auch entsprechend bei der Schallgeschwindigkeit geschehen. 
Da es keine "Ruhegeschwindigkeit" gibt, bleibt die Maglichkeit, W entweder 
durch Wmax oder durch W* = c* zu dividieren. Beides hat gewisse Vorteile. 
Bei letzterem ist eine Unterscheidung von Unter- und Uberschallstramung sofort 
maglich, weshalb es ublich geworden ist, mit dieser GraBe zu rechnen und fur sie 
die Beziehung: 

2lf* = ~ 
C* 

(31) 

zu wahlen. M* nimmt abhangig von M die Werte an: 

M I 0 I 1 1 = -----1-1-' -c-----

M* i 0 1 I V % + 1 
Iii %-1 

(32) 

Fur die gegenseitigen Beziehungen von M, 211*, '1~ und ~ gelten Formeln, 
o Co 

welche in Tab. II, 5 mit einigen anderen Beziehungen zusammengestellt sind. 
Der Energiesatz - etwa in der Form Gl. (29) - gilt in gleicher Weise vor 

und hinter einem StoB. Damit bleibt die Ruhetemperatur, die Ruheschall
geschwindigkeit und bleiben alle aus Gl. (30) hervorgehenden kritischen GraBen 
durch den StoB ungeandert. 

5. Zustandsanderung im senkrechten Sto.B des idealen Gases konstanter 
spezifischer Warme. 

Es ist keineswegs erforderlich, daB die StoBfront stets senkrecht auf der 
Stramungsrichtung steht. 1st dies, wie bisher vorausgesetzt, der Fall, so wird 
von einem senkrechten StofJ gesprochen. Der allgemeinere Fall des schiefen StoBes 
spielt bei allgemeineren Stramungsformen eine Rolle und wird dort besprochen 
werden. 

Explizite Formeln kannen nur fUr das id. Gas konst. sp. W. aufgestellt 
werden. Damit wird allerdings auch einer der am meisten interessierenden FaIle 
erfaBt. Es ist zweckmaBig, in die bereits gewonnenen Formeln Gl. (14) die Mach
sche Zahl M mit Hilfe von Gl. (26) einzufuhren. Ferner interessiert das Verhaltnis 
der Temperaturen und der Mach-Zahlen. Diese sind mit Hilfe der Zustands
gleichung (I, 2), der Gl. (26) und der Kontinuitatsbedingung des Systems (12) 
leicht durch das Verhaltnis der Geschwindigkeit und Drucke auszudrucken: 

M2 nr2e p Wp 
M2 = W 2 e P- = w ~. (33) 
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Damit erhalt man fUr den senkrechten StoB eines id. Gases konst. sp. W. die 
Formeln: 

W =!L. = 1 ___ 2_ (1--.!-) = _1_ [1 + _ x-I 0112-1)1; 
W e x + 1 M2 Milo X + 1 _ 

P =1+~-(M2-1); 
p x+l 

(34) 

x-I 
~ 1 +-x~(M2-1) 

~~2 = _______________ _ 
1 + ---~ (M2-1) 

x + 1 

Die Verhaltnisse der Werte einer GroBe vor und nach dem StoB hangen darnach 
lediglich von der Mach-Zahl M vor dem StoB ab, woraus allein schon die Be
deutung dieser Kennzahl folgt. 

Eine sehr einfache, von L. PRANDTL stammende Beziehung folgt mit Gl. (34), 
(29) und (30): 

w w = ~~ W2 + 2 c2 = x-I W. * 2 
X+l x+l x+l max=c (35) 

oder auch mit Gl. (31): 

M* M* = 1. (36) 

Da die Geschwindigkeit im StoB stets absinkt, folgt aus Gl. (36), daB 
ein senkrechter StoB stets von -Uberschallgeschwindigkeiten zu Unterschall
geschwindigkeiten fUhrt. Er kann also nur in -Uberschallstromungen auf
treten. 

Damit wird auch das Auftreten VOn StoBen verstandlich. Einwirkung VOn 
den Seiten wurde bei der Ableitung von vornherein ausgeschlosgen. Die Ursache 
muB in starken Storungen stromabwarts gesucht werden. Solche starken 
Storungen konnen ein Anlaufen einer StoBwelle gegen -Uberschallstromungen 
bedingen. Die StoBwelle bleibt schlieBlich an einer Stelle stehen, an welcher 
ihre Fortpflanzungsgeschwindigkeit gerade gleich der Stromungsgeschwindig
keit des Mediums ist. 

In einer Unterschallstromung vermag sich eine kleine Druckstorung nach 
allen Richtungen hin bemerkbar zu machen. Irgendwelche Hindernisse strom
abwarts der betrachteten Stelle des Stromfadens machen sich also theoretisch 
iiberall im Stromfaden geltend. Dies ist bei -Uberschallstromungen nicht moglich, 
weil eine kleine Schall welle einfach nicht gegen die Stromung anlaufen kann. 
Befinden sich aber starke Hindernisse etwa in Form von Verengungen im Kanal, 
so machen sich diese in sprunghaften Aufstauungen, eben den Verdichtungs
stoBen geltend. Ihre Existenz ist zur Erfiillung bestimmter Stromungsbedin
gungen erforderlich. 

GroBeres Interesse kommt dem Entropieanstieg im StoB zu. Fiir kleine 
Druckanstiege wurde Gl. (21) abgeleitet. Mit der Isentrope Gl. (I, 27) laBt sich 

die zweite Ableitung von...!:. nach p leicht bilden, woraus dann weiter mit Gl. (34) 
e 

folgt: 

_8 - 8 = _,::2 - 1 (~_ 1)3+ = ~ x (x - 1) (M2 _ 1)3 + (37) 
Cv 12 X2 P . . . 3 (x + 1)2 ••. 
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Mit der entsprechenden Gleichung von Tab. II, 5 findet man leicht fur 
Mach-Zahlen nahe an M = 1: 

M2-I = (u + 1) (M* -1) + ... 
und mit Gl. (38) als weitere Naherung fUr den Entropieanstieg: 

8-8 2 
--=-3 u(u2 -I)(M*-I)3+ ... 

Cv 

Fur beliebig starke StoBe folgt aus Gl. (I, 37) und Gl. (34) 

(38) 

( :39) 

§ - 8 = In [1 + 2" (M2 - 1)] + u In 1-.1-__ 2~ __ (1 - -~-)J (40) 
Cv " + 1 _ " + I M2' 

woraus durch Entwickeln wieder Gl. (37) gewonnen werden kann. Vielfach 
wird bei stationaren Stromungen nicht mit der Anderung der Entropie 8, sondern 
mit der Anderung des Ruhedruckes gearbeitet. Wahrend die Ruhetemperatur To 
nach dem Energiesatz durch das Abbremsen der Geschwindigkeit auf den Wert 
W = 0 vollkommen festgelegt ist, gilt das fur den Ruhedruck Po und die Ruhe
dichte eo nicht. Es muB noch gesagt werden, wie das Abbremsen der Geschwindig
keit zu erfolgen hat. Man fordert ein quasistatisches Abbremsen des Mediums, 
also eine verlustlose - eine isentrope - Drucksteigerung. Der Ruhedruck ist 
darnach jener Druck, der im besten Fall durch Reduktion der Geschwindigkeit 
auf den Wert W = 0 erreicht werden kann. 

Die "Ruheentropie" ist definitionsgemaB gleich der Entropie des betrachteten 
Zustandes (s = so). Die Ruhedrucke Po und Po zweier verschiedener Zustande 
drucken sich durch die Entropien und die Ruhetemperatur To und To mit Gl. (I, 37) 
fUr ein id. Gas konst. sp. W. wie folgt aus: 

( ) 1 Po 1 i'o (~ ) I To (~ Cp-Cv n-=cp n-T-- So-so =Cp n-T - s-s). 
Po 0 0 

Mit dem Energiesatz folgt wegen des Gleichbleibens der Ruhetemperatur: 

In Po =_ 8-S =In eo. (41) 
Po cp-cv eo 

Gl. (41) folgt aus der Definition der RuhegroBen und gilt stets, wenn der Energie
satz in Form der Gl. (9) erfUllt ist. Wie sich zeigen laBt, gilt (41) fur jedes ideale Gas. 

FUr den senkrechten StoB gilt mit Gl. ((40) und (41): 

1 " 
eo = Po = [1 + 2" (M2- 1)1- ,,-1 [1 __ 2_ (1 ~ _1_) 1- ,,-1 (42) 
eo Po " + I " + I M2 

Die Ruhezustande vor und hinter dem StoB verhalten sich also genau so wie die 
Zustande vor und hinter der adiabatischen Ausdehnung eines Gases ohne Arbeits
leistung. Wegen dieser Verwandtschaft mit dem Drosseleffekt, welcher stets 
eine Ausdehnung ohne Arbeitsleistung darstellt, wird das Ruhedruckverhaltnis 
auch als Drosseltaktor bezeichnet. 

Tab. II, 1 zeigt die Zustandsanderungen in einem senkrechten StoB eines 
id. Gases konst. sp. W. abhangig vom Druckanstieg im StoB. Die zweite Kolonne 
M kann ebensogut als Machsche Zahl einer stationaren Stromung vor dem StoB 
als auch als Verhaltnis der Fortpflanzungsgeschwindigkeit U des StoBes Gl. (28) 
zur Schallgeschwindigkeit c des ruhenden Mediums gelesen werden. Das Druck
verhaltnis ist die fUr den Experimentator "anschaulichste" GroBe und wurde daher 
hier in die erste Reihe gestellt. Ein Druck von 3000 at herrscht etwa im Laderaum 
einer Kanone beim AbschuB. Entsprechende Druckverhaltnisse sind also durchaus 
realisier bar. 
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Tabelle II, 1. Zustand8gro(Jen und Ge8chwindigkeit8betrage vor und hinter einem 
8enkrechten Sto(J. 

" = c'lJ/c" = 1,400. 

.E.... M jJ1' 
W lV f! W T 8- 8 ~ --- -;- =w l T - -

P c c c." Po 
-- I 

P U .1W e , iT 8-. ( 8 -8 ) - - T -- e.'CP ---
P c c e 

I 
ev C'lJ - c" 

1 1 I ° 1 1 ° 1 
1,1 1,04 1,035 0,069 1,07 1,028 0,00004 0,9999 
1,2 1,08 1,07 0,132 1,14 1,054 0,00025 0,9994 
1,3 1,12 1,10 0,191 1,21 1,078 0,00073 0,9982 
1,4 1,16 1,13 0,246 1,27 1,102 0,00154 0,9961 
1,5 1,195 1,155 0,299 1,33 1,125 0,00271 0,9932 
1,75 1,28 1,22 0,418 1,48 1,18 0,00709 0,9824 
2 1,36 1,275 0,525 1,63 1,23 0,0134 0,9670 
2,5 1,51 1,37 0,709 1,88 1,33 0,0307 0,9261 
3 1,65 1,45 0,867 2,11 1,42 0,0525 0,8770 
3,5 1,77 1,52 1,008 2,32 1,51 0,0771 0,8246 
4 1,89 1,58 1,133 2,50 1,-60 0,1038 0,7714 
5 2,10 1,68 1,358 2,82 1,78 0,1589 0,6722 
6 2,30 1,76 1,553 3,08 1,95 0,215 0,5839 
8 2,65 1,87 1,890 3,50 2,28 0,326 0,4431 

10 2,95 1,95 2,18 3,82 2,62 0,429 0,3423 
12,5 3,30 2,03 2,50 4,11 3,04 0,548 0,2541 
15 3,61 2,08 2,78 4,34 3,46 0,655 0,1944 
17,5 3,89 2,12 3,03 4,51 3,88 0,753 0,1521 
20 4,16 2,16 3,26 4,65 4,30 0,843 0,1215 
25 4,65 2,21 3,69 4,87 5,14 1,002 0,0816 
30 5,09 2,24 4,08 5,03 5,96 1,140 0,05785 
40 5,87 2,29 4,75 5,25 7,63 1,370 0,0325 
50 6,55 2,32 5,34 5,38 9,30 1,558 0,0203 
60 7,19 2,34 5,86 5,47 11,0 1,715 0,0137 
80 8,30 2,365 6,81 5,60 14,3 1,972 0,00722 

100 9,27 2,38 7,64 5,67 17,6 2,176 0,00434 
150 11,35 2,40 9,38 5,78 26,0 2 56 0,00168 
200 13,1 2,41 10,85 5,83 34,3 2,83 0,000842 
250 14,65 2,42 12,14 5,86 42,6 3,05 0,000542 
300 16,05 2,43 13,31 5,89 51,0 3,22 0,000319 
400 18,5 2,43 15,4 5,91 67,6 3,50 0,0001585 
600 22,7 2,44 18,9 5,93 101 3,90 0,0000583 
800 26,2 2,44 21,8 5,95 134 4,19 0,0000281 

1000 29,3 2,44 24,4 5,97 168 4,41 0,0000162 
2000 41,4 2,45 34,5 5,98 334 5,27 0,00000191 
3000 50,7 2,45 42,3 5,99 501 5,50 0,00000107 

Aus den errechneten Temperaturverhiiltnissen geht aber hervor, daB bei 
sehr starken St6Ben und normalen Anfangstemperaturen keineswegs mehr mit 
Gasen konstanter spezifischer Warme gerechnet werden kann. StoBwellen 
k6nnen offen bar zu Extremwerten von Temperaturen fiihren, wie sie kaum auf 
anderen Gebieten der Physik erreicht werden. Das Abweichen yom Zustand 
eines idealen Gases bleibt bei kleinen Anfangsdichten stets gering, da das Ver
dichtungsverhaltnis im StoB beschrankt bleibt (Abb.7). 

Die Entropieanstiege oder anschaulicher die Ruhedruckverluste sind bei 
kleineren Druckverhaltnissen unbedeutend. Bei einem Druckanstieg auf den 
zehnfachen Ausgangswert, was einer Mach-Zahl der Anstromung von etwa M = 3 
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entspricht, fallt der Ruhedruck auf ein Drittel. Die Ruhedruckverluste werden 
bei sehr groBer Mach-Zahl schlieBlich auBerordentlich hoch. Ein StoB entspricht 
thermodynamisch also bei Mach-Zahlen wenig uber 1 einem Vorgang von sehr 
gutem, bei hohen Mach-Zahlen einem Vorgang von sehr schlechtem Wirkungs
grad. 

Tab. II, 2 zeigt einen Vergleich der exakt berechneten Entropieanstiege mit 
den mit Hilfe der Naherungsformeln Gl. (37) und Gl. (39) errechneten Werten. 

Tabelle ,2. Entropieanstiege im StoP fu?' ~ = 1,400 rtaCh Gl . (40), (37) und (39) . 

8 - 8 --
1J .11 .11' 

ev 
p 

0 1. (37) I I G1. (40) 01. (39) (cxnkt) 

1,0 1,000 1,000 0,00000 0,00000 0,00000 
1,1 1,042 1035 0,00004 0,00004 0,00004 
1,2 1,0 2 1,067 0,00033 0,00027 0,00025 
1,3 1,121 1,098 O,OOllO 0,00084 0,00073 
1,4 1,159 1,127 0,00261 0,00184 0,00154 
1,5 1,195 1,155 0,00510 0,00334 0,00271 
1,75 1,275 1,218 0,0172 0,00928 000709 
2,0 1,363 1,275 0,0408 0,01 6 0,0134 
2,5 1,512 1,372 0,1378 0,0461 0,0307 
3 ,0 1,647 1,453 0,3265 0,0833 0,0525 

Darnach ist Gl. (37) nur in der unmittelbarsten Umgebung der Schallgeschwin
digkeit eine brauchbare Naherung fur den exakten Wert nach Gl. (40). Dabei 
ist es gleichgiiltig, ob in Gl. (37) die Verluste aus dem Druckverhaltnis oder aus 
dem Quadrat M2 der Machschen Zahl berechnet werden, weil die beiden Aus
driicke mittels einer exakten Gleichung ineinander iibergefuhrt werden. Bei 

einem Druckanstieg P. = 2 ist der Verlust zwar noch gering, jedoch geniigt -
p 

falls die Entwicklung uberhaupt noch konvergiert - sichel' nicht me hI' das 
erste Glied del' Reihe. Anders ist es bei der Entwicklung nach (M* - 1) - das 

bei p = 2 den Wert von M* -1 = 0,275 annimmt -, wo das erste Glied del' 
p 

Reihe den ausschlaggebenden Teil der Reihensumme liefel't. Gl. (39) liefert also 
bei schallnaher Stramung brauchbarere Werte und ist im Zweifeisfall cler Ent
wicklung Gl. (37) weit vorzuziehen. 

Das Gleichungssystem (12), welches den Vel'dichtungsstoBformeln zugrunde 
liegt, ist vallig symmetrisch in den GraBen vor und hinter dem StoB. AIle 
Gleichungen, die aus ihm abgeleitet werden und GraBen VOl' und hinter dem StoB 
in gleicher Weise enthalten, mussen daher auf eine in den Veranderlichen mit 
und ohne Dach (p, p; e, e; W, TV usw.) symmetrische Form gebracht werden 
kannen. Das gilt z. B. fUr die dynamische Adiabate Gl. (16). Dasselbe gilt fUr 
aIle Gleichungen, welche unter Hinzuziehung del' Gaszustandsgleichung gewonnen 
wurden, wenn diese vor und hinter dem StoB dieselbe Form hat, wie es etwa 
bei idealen Gasen der Fall ist. So sind Gl. (27) und Gl. (36) vallig symmetrisch. 
Auch die Gleichung fur .zff, Gl. (34), laBt sich auf eine symmetrische Form bringen, 
indem in Gl. (36) if* und M* mittels Tab. II, 5 durch .J.M und M ersetzt wird. 
Das gilt ferner fUr aIle anderen GraBen, die sich durch M* allein ausdriicken 
lassen, wie cund T. In den meisten Gl. (34) kommen abel' die GraBen VOl' und hinter 
dem StoB nicht in gleicher Weise vor, indem beispielsweise der Druck p durch p 

und M ausgedruckt wird, wah rend if fehlt. Jedoch laBt sich aus der Symmetrie 
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der Ausgangsformeln folgern, daB sich die Werte p, (J, W usw. in formal gleicher 
Weise durch p, e, W und iII ausdrucken lassen, wie es in umgekehrter Weise in 
den Gl. (34) geschehen ist. Die Gleichungen muss en richtig bleiben, wenn die 
Werte mit Dach durch jene ohne Dach ersetzt werden und umgekehrt. So gilt: 

; = 1 - x! 1· (1- ~2); : = 1 + x 2; 1 (M2 - 1). 

Da nach dem StoB stets Unterschall herrscht, gelten die Gleichungen VOn der 
Form der Gl. (34) also im ganzen Wertebereich der Machschen Zahl. 

6. Beriicksichtigung der Veranderlichkeit der spezifischen Warmen, der 
Dissoziations- und IonisationsYorgange im Sto.6 eines idealen Gases. 
Ein StoB mit einem Druckanstieg auf den zehnfachen Ausgangswert HWt 

nach Tab. II, 1 die Temperatur von Zimmertemperatur auf etwa 470° C steigen. 
Nach Tab. I, 3 ist das Verhaltnis der spezifischen Warmen dabei vom Werte 
" = 1,40 auf X= 1,36 abgesunken, kann also fUr genauere Rechnungen keines
falls mehr als konstant gleich dem Ausgangswert gesetzt werden. Bei StoBwellen 
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Abb. 8. Zusammensetzung der Luft bei sehr hohen Abb. 9. Innere Energie eines Mols Luft (m Gramm) 
Temperaturen nach BURKHARDT fUr Normaldichte (Q = bei einfacher 10- und 20facher Normaldichte bei sehr 
= 1,293 g/cm3)und 20fache Normaldichte (gestrichelt). hohen Temperaturen nach BURKHARDT. 

entsprechend einer Machschen Zahl M = 6 der Anstromung steigt der Druck 
auf das 40- bis 50fache des Ausgangswertes, und die Temperatur steigt von 
Zimmertemperatur auf uber 2000° C. Sie erreicht damit Werte, wo Dissoziations
vorgange bedeutungsvoll werden konnen. Es wurde schon in Abschnitt I, 8 
darauf hingewiesen, daB bei hohen Temperaturen besonders energieraubende 
Umwandlungen in Betracht kommen. 

Abb.8 zeigt die Zusammensetzung der Luft bei sehr hohen Temperaturen 
nach BURKHARDT fUr Normaldichte (e = 1,293 g/cm3 ) und 20fache Normal
dichte. Stets kann die Luft dabei als ideales Gas angesehen werden, jedoch mit 
einem kleineren Molgewicht m entsprechend der durch die Dissoziation und 
Ionisation gesteigerten Teilchenzahl im Gas. Die Dissoziations- und Ionisations-
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gleichgewichte sind diehteabhangig. Deshalb und nieht wegen des Abweiehens 
vom Zustand idealer Gase wird die Diehte von Bedeutung. Die Zusammensetzung 
wurde theoretisch ermittelt. Sie diidte die wirkliehen Werte ziemlich genau 
wiedergeben. Darnach bleibt die typisehe Zusammensetzung del' Luft mit rund 
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1/5 O2 und 4/5 N z nur bis etwa 
3000° C erhalten. 

Neben der Zusammensetzung 
der Luft miissen die spezifisehen 
Warmen del' einzelnen Bestandteile 
ermittelt werden, urn dann die 
Enthalpie i del' Luft abhangig von 
Temperatur und Dichte zu ge
winnen. Die Dichteabhangigkeit 
von i ist wieder durch die Dichte
abhangigkeit del' Luftzusammen
setzung bedingt. [Abb. 9 gibt an-

~ , 5 III Z.1 i statt del' Enthalpie die auf das Mol 
J7 bezogene innere Energie, also das 

Abb. 10. Dichteanstieg abhiingig vom Druckanstieg in eiuer Produkt von Molgewicht in Gramm 
StoBwelle VOn idealen Gasen konstanter spezifischer Wiirme und e wieder, woraus sich sofort 
nml von Lnft nach BECKER (----) und nach BURKHAEDT 
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( ). mit Gl. (I, 9) i berechnen laBt.] 
Die allgemeine dynamische 

Adiabate Gl. (16) gibt schlieBlieh zusammen mit del' Zustandsgleichung idealer 
Gase (I, 2) Druck und Dichte abhangig von del' Temperatur nach dem Stol3. 
Mit Gl. (15) kann die Geschwindigkeit naeh dem StoB ermittelt werden. BECKER l 

hat die Reehnungen unter Beriicksichtigung del' Temperaturabhangigkeit del' 
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spezifisehen Wal'men bei gleieh
bleibender Luftzusammensetzung 
durehgefiihrt. Die Dissoziations
und 1onisationserseheinungen wul'
den von BURKHARDT 2 beriieksich
tigt. Die Arbeit ist miihsam, sie er
fordert die Anwendung del' Quanten
statistik und Verwendung del' 
spektroskopiseh ermittelten Daten 
fiir die Sehwingungsfl'equenzen, 
die Anregungsenergie, die Dis
soziations- und die 1onisations
arbeiten del' in Frage kommenden 

i' c{ 5 IfJ 2.1i Molekiile und Atome. 
J7 Abb. 10 und 11 geben Diehte-

Til 2 

Abb. 11. Temperatnranstieg abhiingig vom Druckanstieg anstieg und Temperaturanstieg ab-
in einer StoBwelle von idealen Gasen konstanter spezifischer D k . Al 
Wiirme nnd von Lnft nach BECKER ( ____ ) und nach hangig vom rue anst18g. s 

BURKHARDT (. . .. ). Ausgangszustand wurde dabei del' 
N ormalzustand T = 273 0, P = 1 at 

gewahlt. Die Abweiehungen von del' Kurve fiir konstantes % = 1,400 sind sehr 
stark. 1mmerhin werden bei 3000 at Druck Temperaturen von iiber 30000° C 
erreieht. Die Abweiehungen del' Kurven nach BECKER von jenen naeh BURK
HARDT sind in del' Temperatur viel geringer als in del' Dichte, weil sich auf 
diese VOl' aHem del' Zerfall del' Molekiile auswirkt. 

Abb. 12 gibt sehlieBlieh den Zusammenhang von Druckverhaltnis und Mach
Zahl M VOl' dem stehenden StoB. (211 kann wieder als Wanderungsgesehwindig-
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keit U eines StoBes in ein ruhencles Gas von cler Schallgeschwindigkeit c gedeutet 
werden.) Hier £alIt das geringe Abweichen der Kurven nach BECKER und BURK

HARDT voneinander auf. Dies hangt mit der geringen Abhangigkeit des Ver
hiiltnisses Ulc vom x-Wert [siehe Gl. (28)] zu- N 
sammen. j 1//11 

I / 1/// 
/;. rH [.} 

I(c."oj I!J 

Man hat in Luft StoBwelIen mit Fort
schreitungsgeschwindigkeiten bis iiber 10000m/ 'It 

sec beobachtet 3, clem wiirden nach den Berech- .1.9 

nungen dieses Abschnittes Drucke von rund 
1000 at mit Temperaturen von rund 14000° C ./6 

hinter dem StoB entsprechen. 
.JJ 

;,:-1. /i1f ' :~ "'-U!7 

'I. Grundgleichungen in DiUerentialform. .10 

h 
V 

1st die Anderung des Stri::imungszustandes Z7 

im Stromfaden stetig, so ki::innen alle Anderungen 
mit ausreichender Genauigkeit als linear an- zq. 
gesehen werden, wenn der betrachtete Raum 
nur geniigend klein gewahlt wird. Bei unstetigen 21 

Anderungen, wie sie StoBwelIen in cler Dar- 18 

stellung der letzten Abschnitte darstellen, wiirde 
auch ein Ubergang zu kleinsten Dimensionen '5 

die sprunghafte Anderung des Zustandes nicht It 

umgehen ki::innen. Ein Abschnitt eines Strom- 2 

/ 
~ 

VIii 
W 

I;, 
V 0' 
J. 

~v 

5 t 

fadens oder eines Kanals veranderlichen Quer
schnittes kann dann durch einen Kegelstumpf 
dargestellt werden, dessen beide Grundflachen 
auf die mittlere Stromrichtung des Fadens 
normal stehen (Abb. 13). Die Parallelitat der 

Abb. 12. Mach-Zahl vor dem stehenden 
Stoll abhiingig vom Druckanstieg im Stoll 
von idealen Gasen konstanter spezifischer 
Wiirme nnd von Luft nach BECKER 

(----) und nach BURKHARDT ( ). 

beiden Grundflachen ist clurch die Voraussetzung bedingt, daB der Stromfaden 
an der betrachteten Stelle keinen Knick macht. 

Zur Uberfiihrung der Kontinuitatsbedingung in eine Differentialform geniigt 
es, Gl. (1) zu differenzieren, am best en nachdem die Gleichung zuvor logarithmiert 
wurde ("logarithmisches Differenzieren"). Es folgt mit x als 
Stromungsrichtung: 

_1_ dW + ~ ~ + ~ ~ = O. 
W dx e dx f dx 

(43) 

Zur Uberfiihrung des 1mpulssatzes Gl. (3) hingegen ist eme 
genauere Betrachtung an Hand von Abb. 13 erforderlich. Die 
Kraft K solI in Stri::imungsrichtung wirken ({}1 = {} = 0) und sei in 
die am Kegelstumpfmantel wirkenden Druckkrafte und einen Rest ~~~~~ts~~:i~: 
aufgespalten, der auf die Masseneinheit bezogen mit X bezeichnet sei. 

Es wirkt am Kegelstumpfmantel im Mittel der Druck P1 ~ P . Er wirkt sich in 

X -Richtung auf die Flachendifferenz 1-11 aus, so daB die Drucke folgende 

Kraft verursachen: P1 ~ P (f - 11)' 
Die Summe der anderen Krafte ergibt sich aus dem Produkt von X und der 

im Kegelstumpf eingeschlossenen Masse h I ~ 11 e (h Hi::ihe des Kegelstumpfes). 

Damit kann der 1mpulssatz [Gl. (3)] geschrieben werden: 

PI ~ P (f - 11) + X h I ~ l I e + PI 11 - P I = e W2 1- e1 w 12 11' 
Oswatitsch, Gasdynamik. 3 
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Daraus folgt nach Anwendung der Kontinuitatsbedingung Gl. (2) und kleinen 
Umformungen: 

x P - PI _ W W - WI 21 
--~ - -h- 1+/1 

und nach Ubergang zu verschwindendem h: 

W dW =_~dp +X 
dx e dx 

(4±} 

mit X als pro Masseneinheit in Stromrichtung wirkender Kraft. Zum Unter
schied von Gl. (43) spielt in die Bewegungsgleichung (44) die Querschnittsanderung 
nicht hinein. 

Fehlen auBere Krafte (X = 0), so gilt langs des Stromfadens alRo folgende 
Beziehung: 

e WdW =-dp. (45 ) 

Die Querschnittsanderung spielt auch in der differenzierten Form der Energie
gleichung keine Rolle. Sie lautet nach Ableiten von Gl. (5) unter Verzicht auf 
die Schwereeinwirkungen: 

dq _ W dW + di 
dx - Tx- dx' (46) 

Hierin ist i Funktion zweier thermodynamischer ZustandsgroBen. Mit p und s 
als abhangigen Veranderlichen kann dann unter Anwendung der Gl. (I, 3R) 
fUr jedes physikalisch homogene Medium geschrieben werden: 

~ = (~) dp + (~) ~ = ~ dp + T~. 
dx op s dx 8s p dx e dx dx 

Damit wird eine neue Form des Energiesatzes gewonnen: 

dq _ W dW -1- ~ dp + T ~ (47) 
dx - dx I e dx dx ' 

welche eine nahe Verwandtschaft mit del' Bewegungsgleichung (44) aufweist. 
In den gewohnlichen Differentialgleichungen (43), (44), (46) und (47) ist x 

nicht als kartesische Koordinate, sondern als langs der Stromfadenmitte gemessene 
Bogenlange eingefiihrt, was fUr manche Anwendung wichtig ist. 

Die Subtraktion del' Gl. (44) vom Energiesatz (47) liefert beim Fehlen 
auBerer Krafte (X = 0): 

!!!L=T~ 
dx dx 

eine Gleichung, welche an den ersten Hauptsatz del' Warmelehre erinnert. 
Wahrend hier abel' die Anderungen del' Zustande mit dem Ort stehen, werden 
in del' Thermodynamik (1. Kapitel) lediglich die Zustandsanderungen von 
Massenteilchen betrachtet. Es wird spateI' (Gl. III, 17) darauf naher eingegangen, 
wobei sich zeigen wird, daB sich beide Differentiale bei stationarer Skomung 
nul' um den Faktor W unterscheiden. Rier sei nul' darauf hingewiesen, daB er
ganzend zur Kontinuitatsbedingung und zur Bewegungsgleichung anstatt des 
allgemeinen Energiesatzes als dritte Gleichung auch del' erste Hauptsatz del' 
Warmelehre (der Energiesatz fUr das bewegte Massenteilchen) genommen werden 
kann. 

8. Stetige Stromung ohne au6ere Einwirkungen. 
Treten wedel' auBere Krafte noch Energie- odeI' Warmezufuhren in El'scheinung 

(X = 0; ~; = 0), steht die Stromung also lediglich unter del' Einwil'kung del' 

ihren Drucken das Gleichgewicht haltenden Gegendrucke, nicht etwa abel' 
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unter der Einwirkung von Reibungskraften der Umgebung (Wande oder Nachbar· 
stromfaden), so folgt durch Subtraktion der Bewegungsgleichung (44) vom 
Energiesatz (47) sofort: 

~=o 
.dx ' 

die Entropie entlang dem Stromfaden ist konstant, die Zustandsanderung im 
Medium erfolgt isentropisch. Damit ist ein fester funktioneller Zusammenhang 
von Druck und Dichte gegeben. Es folgt aus der Bewegungsgleichung (44), aus 
der Definitionsgleichung (23) fur die Schallgeschwindigkeit c und (24) fur die 
Mach-Zahl M: 

W dW =_.!.. (~) de =_~ de 
dx e oe s dx e dx 

und weiter: 
.!.. de = _M2_1_ dW (48) 
e dx W dx· 

Wird die Anderung einer GroBe dividiert durch die GroBe selbst (also eine dimen
sionslose Zahl) als relative Anderung bezeichnet, so sagt Gl. (48) aus, daB die 
relative Dichteanderung in Unterschallstromung (M < 1) kleiner, in UberschaIl
stromung (lll > 1) groBer als die relative Geschwindigkeitsanderung ist. Fur 
sehr kleine Mach-Zahlen (M < 1) verschwindet praktisch uberhaupt jede Dichte
andetung. Die Stromung eines kompressiblen Mediums kann in dies em Bereich 
also als inkompressibel angesehen werden. Es wurde am Ende von Abschnitt 2 
gezeigt, daB die Geschwindigkeit bei stationarer Stromung einen Hochstwert 
nicht zu ubersteigen vermag. Bei sehr hohen Mach·Zahlen finden daher keine 
Anderungen der Geschwindigkeit, sondern nur mehr solche der Dichte und der 
anderen thermischen ZustandsgroBen statt, wie auch direkt aus der Kontinuitats· 
bedingung (1) folgt. Gl. (48) zusammen mit der Kontinuitatsbedingung (43) gibt: 

(1_.iW2)_1_dW __ I_deW -_.!...!!.L (49) 
W dx - e W dx - f dx· 

In Unterschallstromung wachst die Geschwindigkeit mit abnehmendem, in Uber
schallstromung mit zunehmendem Querschnitt. Bei Schallgeschwindigkeit 
(M = 1) andert sich der Stromfadenquerschnitt nicht. Die Stromdichte (! What 
dort offenbar ein Maximum. 

Dje Stromdichte kann darnach in der Umgebung von M = 1 aufgetragen 
fiber der Mach-Zahl als Parabel angenahert werden. Das gilt auch fur aIle Auf
tragungen der Stromdichte uber irgendeiner anderen GroBe, welche im kritischen 
Zustand nicht selbst ein Maximum hat, also uber der Geschwindigkeit, dem Druck, 
der Dichte usw. Von den zwei Stellen gleicher Stromdichte nahe an M = 11iegt 
also die eine ebenso weit im uberkritischen wie die andere im unterkritischen 
Gebiet. Ein senkrechter schallnaher StoB verlauft praktisch isentropisch, d. h. 
er springt von einem uberkritischen Wert der Stromdichte auf einen gleich 
groBen isentropischen unterkritischen Wert. Damit ist aber fur ein beliebiges 
Medium gezeigt, daB die Zustande vor und hinter dem StoB in Schallndhe sym-
metrisch zum kritischen Zustand liegen (1- M = M -1; 1-M* = M* -1; 
p-p* = p* - p usw.). 

Auch bezuglich der Stromdichte also ist der "kritische Zustand" ausgezeichnet. 
Es werden daher auch die kritischen Werte von Druck und Dichte interessieren, 
die sich mit der Isentropengleichung sofort aus der kritischen Temperatur er
geben. Fur das id. Gas konst. sp. W. ist mit Gl. (30) und Gl. (I, 27): 

~ 1 

~: = ( u ! 1 ) ~ - 1; :: = ( U ! I ) x-I . (50) 

3* 
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Tabelle II, 3: Zustands- und GeschwindigkeiUigrof3en im Strom/aden bei isentroper, 
stationdrer Stromung. 

M 

0,05 0,055 
0,1 0,109 
0,15 0,164 
0,2 0,218 
0,25 0,272 
0,3 0,326 
0,35 0,379 
0,4 0,431 
0,45 0,483 
0,5 0,535 
0,55 0,585 
0,6 0,635 
0,65 0,684 
0,7 0,732 
0,75 0,779 
0,8 0,825 
0,85 0,870 
0,9 0,915 
0,95 0,958 
1,00 1,000 

M I M* 
1 

1 1,000 
1,05 1,041 
1,1 1,082 
1,2 1,158 
1,3 1,231 
1,4 1,300 
1,5 1,365 
1,6 1,425 
1,7 1,483 
1,8 1,536 
1,9 1,586 
2 1,633 
2,5 1,826 
3 1,964 
3,5 2,064 
4 2,138 
4,5 2,194 
5 2,236 
6 2,295 
7 2,333 
8 2,359 
9 2,377 

10 2,391 
20 2,435 
00 2,4495 

Unterschalltabelle (" = 1,400) 

...E.... 
Po 

0,998 
0,993 
0,984 
0,973 
0,958 
0,939 
0,919 
0,896 
0,870 
0,843 
0,814 
0,784 
0,753 
0,721 
0,689 
0,656 
0,623 
0,591 
0,559 . 
0,528 

Q 

(/0 

0,999 
0,995 
0,989 
0,980 
0;969 
0,956 
0,941 
0,924 
0,906 
0,885 
0,863 
0,840 
0,816 
0,792 
0,766 
0,740 
0,714 
0,687 
0,660 
0,634 

T 
To 

1,000 
0,998 
0,996 
0,992 
0,988 
0,982 
0,976 
0,969 
0,961 
0,952 
0,943 
0,933 
0,922 
0,911 
0,899 
0,887 
0,874 
0,861 
0,847 
0,833 

Uberschalltabelle (x = 1,400) 

P (} I T 
-

Po (/0 To 

0,528 0,634 0,833 
0,498 0,608 0,819 
0,468 0,582 0,805 
0,412 0,531 0,776 
0,361 0,483 0,747 
0,314 0,437 0,718 
0,272 0,395 0,690 
0,235 0,356 0,661 
0,203 0,320 0,634 
0,174 0,287 0,607 
0,149 0,257 0,581 
0,128 0,230 0,556 
0,059 0,132 0,444 
0,027 0,0762 0,357 
0,0131 0,0452 0,290 
0,00659 0,0277 0,238 
0,00346 0,0174 0,198 
0,00189 0,0113 0,167 
0,000633 0,00519 0,122 
0,000242 0,00261 0,0926 
0,000102 0,00141 0,0725 
0,0000474 0,000815 0,0581 
0,0000236 0,000495 0,0476 
0,000000209 0,0000170 0,0123 

0 0 0 

0,086 0,999 
0,172 0,995 
0,256 0,989 
0,337 0,980 
0,416 0,968 
0,491 0,954 
0,562 0,937 
0,629 0,917 
0,690 0,893 
0,746 0,866 
0,797 0,835 
0,842 0,800 
0,881 0,760 
0,914 0,714 
0,941 0,661 
0,963 0,600 
0,980 0,527 
0,991 0,436 
0,998 0,312 
1,000 0,000 

I e lV 

I ~ ()- c· Po 

1,000 1,000 
0,998 1,000 
0,992 0,999 
0,970 0,993 
0,938 0,979 
0,897 0,958 
0,850 0,930 
0,800 0,895 
0,748 0,856 
0,.695 0,813 
0,643 0,767 
0,593 0,721 
0,379 0,499 
0,236 0,328 
0,147 0,213 
0,0933 0,139 
0,0604 0,0917 
0,0400 0,0618 
0,.0188 0,0297 
0,00960 0,0153 
0,00526 0,00849 
0,00306 0,00496 
0,00187 0,00304 
0,0000651 0,000108 

° 0 

Wahrend aber kritische Temperatur und Geschwindigkeit lediglich an den 
Energiesatz gebunden sind und folglich vor und hinter einem Sto13 gleichbleiben, 
werden kritischer Druck und kritische Dichte aus der kritischen Temperatur und 
dem Ruhezustand mit Hilfe der Isentrope errechnet, p* und e* andern sich daher, 
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solange - wie im StoB - der Energiesatz (9) gilt, wie die entsprechenden Ruhe
graBen Po und eo· 

Tab. II, 4 gibt die kritischen Daten fur verschiedene Verhaltnisse u der 

spezifischen Warmen. Der Ausdruck __ 2_ entspricht der Anzahl der Freiheits-
:>1:-1 

grade eines Molekuls nach der gaskinetischen Theorie. Fur ganzzahlige Werte von 

__ 2_ ergeben sich besonders einfache Zahlenwerte der Ausdrucke ~1' __ 1-1-
:>1:-1 :>1:- :>1:-
usw., was die Rechnung oft sehr vereinfacht. Gase mit Wert en u > 1,66 kommen 
nicht vor, weil ein Molekul mindestens drei Freiheitsgrade besitzt. Dennoch 
werden auch die Werte fUr x = 2,00 wiedergegeben, da dieser Wert einer der 
Stramung kompressihler Medien analogen Stramung von Flussigkeiten in flachen 
offenen Gerinnen entspricht4• Der Wert" = 1,00. 1st nur als unerreichbarer 
Grenzwert zu verstehen, der zusammen mit" = 1,66 die Grenzen gibt, innerhalb 
welcher alle kritischen Werte zu suchen sind. Auffallend sind die geringen Unter
schiede in den Werten von P*/Po und besonders von e*./eo' Beide GraBen streben 

fur x ~ 1 nach p* /Po = e* /eo = 1_ (e = Basis der naturlichen Logarithmen). 
Ve 

Tabelle II, 4. Kritische Werte idealer Ga8e kon8tante1' 8pezijischer Wdrmen. 

:>1: ........ . 2 1,666 ) ,400 1,333 1,250 1,200 1 100 1,000 
2 

" - 1 
.... 2 3 5 6 8 10 20 00 

W*/ Wmax .. 0,577 0,500 0,408 0,378 0,333 0,302 0,218 ° c* /co •...... 0,816 0,866 0,913 0,926 0,943 0,953 0,976 1,000 
T*/To ..... 0,666 0,750 0,833 0,857 0,889 0,909 0,952 1,000 
P*/Po ...... 0,444- 0,487 0,528 0,540 0,555 0,564 0,585 0,607 
e* leo ...... 0,666 0,650 0,634 0,630 0,624 0,621 0,614 0,607 

Die Steigerung von Unterschallgeschwindigkeiten auf Uberschallgeschwindig
keiten erfordert zunachst eine Abnahme des Stromfadenquerschnittes, bis Schall
geschwindigkeit (M = 1) erreicht wird. An dieser Stelle erreicht der Strom faden
querschnitt ein Minimum und nimmt dann wieder zu. Eine Duse zur Erzeugung 
von Mach-Zahlen M> 1 muB also erst konvergent, dann divergent sein. Sie 
wird nach dem Schweden DE LAVAL als Laval-Duse bezeichnet. Ihr engster 
Querschnitt weist die eben bezeichneten kritischen Zustande auf und sei daher als 
"kritischer Querschnitt" bezeichnet. 

Mit der Bewegungsgleichung (45) ist die Geschwindigkeit durch den Druck 
durch folgendes Integral langs einer Isentrope gegeben: 

P 

~2 =-J~ dp. (51) 

Po 
8 = So 

Noch schneller kommt man heim id. Gas konst. sp. W. mit Hilfe des Energie
satzes Gl. (9) und der Isentropengleichung (I, 27) zum Ziel. Es ist mit EinfUhren 
der Maximalgeschwindigkeit: 

W2 ( p )~ ( e ),,-1 
W,bax = I - Po = I - eo (52) 

Direkt aus Gl. (51) erhalt man durch Entwickeln leicht: 

W;:oo =_ ~Cj)-! (1-Mbo)Cj)2+ ... , mit 
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womit man aus del' Druckverteilung, welche in den Versuchen meist durch den 
Staudruck im Anstromgebiet dimensionslos gemacht wird, sofort die Geschwin
digkeitsverteilung erhalt. Die Umkehrung diesel' Gleichung lautet: 

__ 2 W - W CXJ (1 MQ) (W - W CXJ)2 , 
cp - Woo - 1 00 Woo' ... 

Del' Zusammenhang von Geschwindigkeit und Druck stellt eine Verallgemeinerung 
von Gl. (8) dar und solI daher wie diese als Bernoullische Gleichung bezeichnet 
werden. Der mit cp bezeichnete Ausdruck heiGt Druckkoejjizient. (Der Umstand, 
daB dabei dasselbe Symbol verwendet wird wie fur die spezifische Warme bei 
konstantem Druck, durfte weniger star en als ein Abweiehen von den aUgemein 
gebrauchlichen Bezeichnungen in einem del' beiden FaIle.) 

Mit Gl. (52) kann nun leieht die Stromdiehte abhangig von del' Gesehwindig
keit dargestellt werden. Dabei ist es zweekmaBig, die Stromdichte durch den 
kritischen Wert W* e* zu dividieren, was stets einen Wert kleiner odeI' gleich 1 
ergibt. Mit Tab. II, 5 kann die Stromdichte auch durch Mach-Zahl, Dichte e 
oder den stets leicht meBbaren Druck p ausgedruckt werden, wobei die thermi
schen GraBen hier bessel' auf ihre kritischen Werte Gl. (49) bezogen werden: 

,,+ 1 1 

e~~*=M[I+ :+~ (M2_l)] 2(,,--1) =M*[I-~"-') I_C.:11*2_1)-I;;---1~ 
1 - (53) 

= ee* Vl+:+~ [(~*r~1~-i]=(:*r~vl+ :+~ I(p;)"-1-1l 
Wie eine Entwicklung des Druekes, erweist sieh aueh eine solehe del' Strom

dichte vielfaeh als zweekmiWig. Es ergibt sieh aus Gl. (53) 

e~:oo 1 = (I-M~) W w:O<:l- ! M~[3- (2-u)iVI~J (W W:=f-1-'" 
Bei kleinen Maeh-Zahlen wird das zweite, bei JJloo = 1 das erste Glied bedeu

tungslos. 
Die Beziehung zwischen Stromdiehte und Druck wird naeh DE SAINT VENANT 

und WANTZEL5 benannt. Wahrend sieh die Stromdiehte noeh einfaeh abhangig 

7,0 

(1ft. 
(J 

von Maeh-Zahl, Gesehwindigkeit 
usw. darstellen 1i:Wt, ist eine Um
kehrung del' Gl. (53) im allge
meinen nieht mehr moglieh. Die 
Stromungszustande flir eine be
stimmte Stromdichte sind daher 
am besten mittels einer Kurvc 

}-_ ____ :--_____ t---""~u· (Abb. 14) aufgesucht. Es gibt 
Z stets je cincn W crt bei.M < 1 und 

Abb. 14. Stromdichte abhiingig von der Geschwindigkeit liir 
" = 1,400. 

bei .l11 > 1. Nahe an JJ1* = 0 
steigt die Stromdiehte wegen 
del' geringen Diehteveranderlieh
keit dort nahezu linear mit M*. 

Abgesehen von der Stromdiehte, lassen sieh die meisten wiehtigen GraBen fur 
ein id. Gaskonst. sp.W. gegenseitig explizit ausdrueken, wozu sieh das in Tab. II, 5* 
wiedergegebene Schema besonder-s eignet. Wie in Absehnitt 4 bereits gezeigt, 
haben die Formeln im abgegrenzten Teil links oben nur den Energiesatz (keine 
Energiezufuhr von auGen), del' iibrige Teil isentropische Ausdehnung (stetige 
Zustandsanderung ohne auBere Krafte und Energiezufuhr) zur Voraussetzung. 

* Miindliche Mitteilung von A. NAUMANN. 
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Mit Hilfe der Bernoullischen Gleichung (52) kann die Geschwindigkeit aus 
Druckmessungen bestimmt werden, wenn zur Berechnung von W max die Ruhe-

temperatur bekannt ist [Gl. (10)]. Obwohl dem Produkt ~:2 lediglich bei dichte

bestandigen Stromungen als "Staudruck" eine physikalische Bedeutung zukommt, 
wird es auch in der Gasdynamik haufig verwendet und ebenfalls als "Staudruck" 
bezeichnet. Diese Bezeichnung ist so weitgehend eingefuhrt, daB von ihr auch 
in diesem Buch nicht abgegangen werden solI, obwohl unter Kompressibilitats
einfluB mit dem Staurohr keineswegs in der Stromung der "Staudruck" gemessen 
wird. Fur das ideale Gas gilt mit der Definition der Mach-Zahl (26): 

o W2 u e W2 u 
:·2 = 2 ---;;p P = -2 P M2, (54} 

eine Gleichung, die an keine weitere Voraussetzung gebunden ist. 
Es interessiert nun, wie stark bei kleinen Mach-Zahlen die gemessene Differenz 

Po - P vom Staudruck, dem sie bei dichtebestandiger verlustfreier Stromung 

gleich sein muBte, abweicht. Zu diesem Zweck wird die Funktion ~ von M 
P 

(Tab. II, 5) nach M entwickelt: 

~ = 1 +~M2 + ~M4 + ~~_=-uL M6 + 
P 2 8 48 

Zusammen mit Gl. (54) ist dann: 

Po - P = (~ _ 1) ~2~ = 1 + ~ M2 + ~:- u 2114 + (55} 
J! W2 P u M2 4 24 

2 

Die entsprechende Entwicklung des Dichteverhaltnisses ergibt: 

~ = 1 - ~M2 + ~ M4 + (!16} eo 2 8 . . . . -

Der Druckunterschied weicht also relativ vom Staudruck noch weniger ab als 
die Dichte relativ von der Ruhedichte. Eine Windgeschwindigkeit von etwa 
66 m/sec entspricht einer Mach-Zahl von M = 0,20. Daraus ergibt sich ein Fehler 
aus der Bernoullischen Gl. (8) dichtebestandiger Stromungen von: 

Po-P 001 - eW2 = , . 

2 

Damit ist ein MaB gewonnen, inwieweit Luftstromungen als inkompressibel auf
gefaBt werden konnen. 

Es sei besonders darauf hingewiesen, daB sich die relativen Anderungen von 
Druck und Dichte schon nach der Isentropengleichung (I, 25) nur urn den Faktor 
'X unterscheiden. In der Bewegungsgleichung (44) wird aber die Dichteanderung 
bedeutungslos, weil die Dichte hier zum Unterschied vom Druck nur als Faktor 
auftritt. So konnen bei gleicher GroBenordnung von relativer Dichte- und Druck
anderung die erste bei niedrigen Mach-Zahlen vernachlassigt werden, die zweite 
aber nicht. 

Die Funktion P (M*) laBt einige von A. BUSEM:ANN* stammende geometrische 
Deutungen zu, die sich auch auf den VerdichtungsstoB beziehen. Sie sollen hier 
nicht weiter behandelt werden. 

Dem SchluB des Buches ist ein Strichleiterdiagramm fUr die gegenseitige Ab
hangigkeit der thermischen ZustandsgroBen, der Geschwindigkeit, der Stromdichte 
usw. bei isentroper Ausdehnung mit 'X = 1,400 beigefugt. 

* Handbuch der Experirnentalphysik IV1• A. BUSEMANN: Gasdynarnik, § 12. Oder 
R. SAUER: Gasdynarnik, S.9. Berlin: Spirnger-Verlag. 1943. 
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9. AusfluB aus Mundungen. 

Wird der Druck P an der AuBenseite einer abgerundeten Mundung (Abb. 15), 
die etwa in einen entleerbaren Kessel fUhrt, vom Werte des Ruhedruckes (p = Po) 
beginnend langsam abgesenkt, so wird die Geschwindigkeit in der Mundung 
nach G1. (52) und die Stromdichte nach G1. (53) ansteigen. Aus dem Produkt von 
Stromdichte und Mundungsquerschnitt f laBt sich dann mit G1. (1) die in der 
Zeiteinheit durchflieBende Menge angeben, wenn der Ruhezustand bekannt ist. 
Je mehr sich der Zustand in der Mundung dem "kritischen Zustand" (M = 1) 
nahert, desto geringer wird der EinfluB der Druckabsenkung stromabwarts der 
Mundung. Er hort schlieBlich ganz auf, wenn in der Mundung Schallgeschwindig
keit erreicht ist, da hier die Stromdichte und damit die DurchfluBmenge ihren 
Hochstwert erreicht. Eine weitere Druckabsenkung auf unterkritische Drucke 
(p < p*) hat also keine Steigerung der DurchfluBmenge 
zur Folge, aber auch kein neuerliches Absinken, weil 
unterkritische Drucke zu Uberschallgeschwindigkeiten 
fUhren. Gegen diese vermogen nur grobe Storungen, wie 
sie von Druckanstiegen verursacht werden, anzulaufen. 
Der Zustand im kritischen Querschnitt der Mundung 
bleibt unberuhrt davon, welche Drucke p strom- Abb. 15. Ausflull au. abge-

rundeter MUndung. 
abwarts innerhalb des Bereiches p* > p > 0 herrschen. 

Uberschallgeschwindigkeit in der Mundung mit kritischem Zustand strom
aufwarts der Mundung muBte uberhaupt eine Ablosung der Stromung in der 
Umgebung von M = 1 zur Folge haben, da dort maximale Stromdichte herrscht! 

Bei iiberkritischem Druckverhaltnis (-'L < r) ist die DurchfluBmenge also 
Po Po 

unabhiingig vom AuBendruck mit G1. (30) und (48) gegeben durch 

r x+ I x+l 

~ = e* W* = V ( u! 1 ) x-I X Po eo = ( u! 1 ) 2(x-I) Co eo = 

c* e* 
=--coeo· 

Co eo 
(57) 

Mit Tab. II, 4 berechnet man fUr Luft (x = 1,400) bei einer Ruhetemperatur 
von 15°C (co = 340 m/sec) pro Quadratzentimeter Mundungsflache ein Durch
trittsvolumen von: 

~ = 19,7 .103 ems = 197 Liter. 
f* eo sec' sec 

Als Faustregel kann man sich also merken, daB durch die kleine Offnung von 
1 cm2 rund 20 Liter des Gases im Ruhezustand pro Sekunde stromen, wobei 
diese Zahl zugleich mit der Schallgeschwindigkeit nur mit der Wurzel aus der 
absoluten Temperatur variiert. 

Damit ist auch eine Abschatzung gegeben, wieviel durch ein Loch in einen 
Vakuumkessel in der Zeiteinheit einstromt. Gute Ubereinstimmung mit den 
Versuchen wird man an G1. (57) allerdings nur bei abgerundeten Mundungen 
erwarten konnen. Bei blendenformigen Offnungen, Bordamundungen usw. kommt 
es wie bei dichtebestandiger Stromung zu Strahleinschnurungen, die naturgemaB 
herabgesetzte DurchfluBmengen* zur Folge haben. AusfluBprobleme spielen 
im Motoren- und Dampfmaschinenbau beim Entleeren der Zylinder eine wichtige 
Rolles. 

* AusfUhrliches daruber mit Zitaten: Handbuch der Experimentalphysik IV 1. 

A. BUSEMANN: Gasdynamik, 3. Kapitel. 
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10. Laval-Diise. 
Wie der Stromdichteverlauf (Abb. 14) zeigt, ist zur Beschleunigung einer 

Stromung auf Uberschallgeschwindigkeiten ein erst konvergenter, dann diver
genter Kanal, eine sogenannte Laval-Duse, erforderlich. 1st der Stromungs
zustand im kritischen Querschnitt f* der Diise gegeben, so HiBt sich aus dem Ver
haltnis der Stromdichte an der betrachteten Stelle zu jener im kritischen Quer
schnitt der Stromungszustand an der betrachteten Stelle angeben (Abb. 16). 
Dies kann im allgemeinen nicht analytisch, sondern muB an Hand der Kurve 

J 

/rf" Abb.14 gemacht werden. In 

, 
I 
I 
I , 
\ 
\ 

\ 
\ 

, " 
.......... ' .... 

....... , ..... '-

f* kann irgendein Zustand 
vorgegeben sein. Herrscht 
dart Unterschallstromung, so 
herrscht sie mit verminder
ter Geschwindigkeit in der 
ganzen Diise. Herrscht in f* 
Uberschall gesch windigkei t, 

so herrscht sie erhoht in der 
ganzen Diise. Nur wenn im 
kritischen Dusenquerschnitt 
der kritische Stromungszu
stand herrscht, dann kann 
eine Uberleitung von Unter-

OL-____________________ ~ __________________ _ schall-in Uberschallstromung 
und das Umgekehrte statt
finden (asymmetrische Lo
sung), es sind aber auch dann 
noch symmetrische Losungen 
mit M < 1 oder M > 1 auf 
beiden Diisenseiten moglich. 

Abb. 16. Geschwindigkeitsverteilung io der Lavaldtise (x ~ 1,40). 

Der Geschwindigkeitsgra
dient ergibt sich aus Gl. (49). 
1m kritischen Querschnitt 
verschwindet er darnach, 
wenn dart nicht gerade Schall
geschwindigkeit (M = 1) 

herrscht. In diesem Falle wird er unbestimmt und ist nach der Regel von 
L'HoSPITAL durch Ableiten von Zahler und Nenner zu berechnen: 

df 

dM 1 dW-· 
2M-----

dM* a* dx 

Nun ist fur M = 1 nach Tab. II, 5 ::f* = "11 . Mit R* als Kriimmungs

radius der Funktion f (x) an der Stelle f = f* fuhrt das zu dem Erge bnis : 

f* dW V--f*~(d8)··-- V -1-· f* 
C* rrx- = " + 1 dx 2 /=/* = ,,+T R*· 

(58) 

Abb. 16 zeigt, daB in einem beliebigen Querschnitt f der Diise ein bestimmter 
Geschwindigkeitsbereich gar nicht vorkommt. Wird eine entsprechende Ge
schwindigkeit vorgegeben (gestrichelte Kurve) , so endet die Stromung vor dem 
kritischen Querschnitt der Duse, weil sie dart bereits das Maximum ihrer Strom-
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dichte erreicht hat und eine weitere Verengung des Stromfadens daher nicht mehr 
zulaBt. Auch ein VerdichtungsstoB wiirde zu keiner Losung fUhren, da er eine 
Herabsetzung der Ruhedichte - also auch der kritischen Dichte - und damit 
einen erhohten Raumbedarf im kritischen Querschnitt verursacht . Lediglich der 
durch den zweiten Hauptsatz der Warmelehre ausgeschlossene VerdiinnungsstoB 
wiirde hier zum Ziele fiihren. 

Die Aufklarung der Eigentiimlichkeit, gewisse Geschwindigkeiten an be
stimmten Stellen nicht vorgeben zu konnen, ist darin zu suchen, daB die Vorgabe 
von Geschwindigkeiten einer mathematischen Methode, nicht aber in diesem 
FaIle einer physikalischen Bedingung entspricht. Normalerweise werden bei 
Diisen entweder die Drucke stromabwarts vorgegeben, indem etwa in einen 
Kessel abgesaugt wird, oder es werden DurchfluBmengen vorgegeben, indem 
der Diise ein Verdichter vorgebaut wird. 

Urn den letzteren Fall naher zu erlautern, sei angenommen, daB der Verdichter 
die Luft in einen Vorraum der Diise pumpt, in welchem praktisch Ruhedruck 
herrscht . Der Verdichter besitzt eine Charakteristik, nach der die DurchfluB
menge (das Ansaugvolumen) abhangig vom Druck Po gegeben ist. Auch die 

Abb.17. Druc],;verteilung in der La.\'aldiise der Abb. 16 boi Ycrschiedcnen egendriicken. 

DurchfluBmenge der Laval-Diise liegt abhangig vom Ruhezustand fest, und es 
wird sich jener Ruhedruck einsteIlen, bei welchem die DurchfluBmengen durch 
Verdichter und Diise einander gleich sind. Solange im engsten Diisenquerschnitt 
kritische Geschwindigkeit herrscht, ist der Verlauf von Moder M* in der Diise 
nach Gl. (53) vollig festgelegt. Eine Steigerung der DurchfluBmenge andert nicht 
den ortlichen Wert von M*, sondern nur den von e, indem sie eo andert, und den 
yon W, indem sie Co und c* andert. 

Zur Erlauterung der Absaugung in einen Kessel sei ein stetiger Ubergang des 
Querschnitts-Verhaltnisses f/t* zu auBerordentlich groBen Werten angenommen 
(Abb. 17). An irgendeiner Stelle der Diise befinde sich ein senkrechter StoB, 
nach welchem die Stromung bei Unterschallgeschwindigkeit abgebremst wird 
und bei den groBen Querschnitten praktisch zur Ruhe kommt. 1m Kessel herrscht 
der Ruhedruck Po, den die Stromung hinter dem StoB annimmt und dessen Ver
Mltnis zum Ruhedruck Po vor dem StoB nach Gl. (42) und Tab. II, 1 allein von 
der Mach-Zahl M abhangt, bei welcher der StoB stattfindet. Der Gegendruck 
im Absaugkessel bedingt also einen StoB in der Diise, dessen Lage allein durch 
das Verhaltnis Po/Po festgelegt ist. Da die Ruhedrucke hinter StoBen bei wachsen
den Mach-Zahlen unter aIle Grenzen sinken, gibt es zu jedem Gegendruck eine 
Losung entsprechend der Abb. 17. Bei iiberkritischen Verhaltnissen von Druck 
im Absaugkessel und Ruhedruck gibt es sogar zwei Losungen, wenn Strahl
ablosungen zugelassen werden. Die Stromung kann sich, ohne die Mach-Zahl M = 1 
zu iiberschreiten, beim Druck des Absaugkessels von der Wand ablosen, wofiir 
vor aIlem der kritische Querschnitt selbst in Frage kommt. 1m engsten Quer
schnitt herrscht dann der Druck des Absaugkessels mit der entsprechenden 
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DurchfluBmenge und im divergierenden Teil durchmischt sich die abgelOste 
Stromung bei gleichbleibendem Druck mit dem sie umgebenden Gas und kommt 
dabei langsam zur Ruhe. 

Es ist einleuchtend, daB die Stromung in der Laval-Duse durch Reibungs
vorgange beeinfluBt wird, vor allem wenn Druckanstiege auftreten. Bei Druck
abfaH ist der ReibungseinfluB gering und die Druckverteilungen konnen zufrieden
stellend aus den Querschnitten errechnet werden. Ein Vergleich zwischen Theorie 
und Versuch ist in Abb. 28 des Abschnittes iiber Kondensationserscheinungen 
gegeben. Beim Auftreten von StoBen (Abb. 17) in Dusen verursachen allerdings 
die Reibungsvorgange ein erhebliches Abweichen der Versuche von dieser ein
fachen Theorie. Die Erklarung kann nicht mehr im Rahmen der Stromfaden
theorie gegeben werden, auch tritt gerne Ablosung ein (Abschnitt XI, 7). 

Laval-Dusen finden in der Windkanaltechnik, der Raketentechnik und in der 
Dampfturbinentechnik ausgedehnte Anwendung. 

11. Kanal mit zwei Verengungen. 
Zu einigen interessanten Resultaten fiihrt ein Kanal mit zwei Verengungen, 

wie er durch das Hintereinanderschalten zweier Laval-Dusen gegeben ist. Diese 
Anordnung spielt fur die Uberschallwindkanaltechnik eine wichtige Rolle 
(Abb. 18). 1m Parallelstuck zwischen den beiden kritischen Querschnitten fl und 
fs herrsche - bei genugend stark em Druckgefalle und geniigend weit geoffnetem 

~ 
zweiten kritischen Querschnitt fa - ab-

J _---___ ____ hangig yom Querschnitt f2 des Parallel-
P: / .5'.1/)/1 ------ stiickes eine Mach-Zahl M 2. Der senk-
~~ rechte StoB, der bei dieser Mach-Zahl auf-

<i treten kann, habe ein Ruhedruckverhalt
'--------- ------- nis P20/P20. Dann ist fur die geschilderte 

~ /' l Anordnung folgender Bereich kritischer 
Pil' ~ l.1b1/ / Querschnittsverhaltnisse von besonderem 

V Interesse: 
"--_ _ ___ _ ___ __ 0 1 >~ > P20, (59) 

,,~ __ ~~=======-______ c 

fa P20 

denn er laBt mehrere Losungen ZU, wenn 
ausreichendes Druckgefalle da ist. 

Stets wird im ersten kritischen Quer
schnitt Schallgeschwindigkeit herrschen. 

V +. ~ Es ~~:g:~~enKanalUberschallstromung 
~ _ _ ....L.... __ ~ herrschen mit einem Minimum in f3' 

2. kann sich zwischen den beiden Quer
Abb. 18. Verlauf der ~Iach-Zahl in einem zwei· 

mal verengten Kana!. schnitten fl und f3 ein senkrechter StoB 
befinden, der vor f3 auf Unterschall und in 

f3 gerade wieder auf Schall fuhrt. Da nun durch beide kritische Querschnitte 
bei kritischer Stromung die gleiche DurchfluBmenge flieBen muB, gilt mit Gl. (50) 

1 1 

G f f ( 2)--;;-=} f f ( 2 )--;;-=} = I el WI = I WI ,,+ I el0 = 3 e3 W3 = 3 W3 -,,~ e30· 

Die kritische Geschwindigkeit bleibt durch den StoB ungeandert, also ist W3 = WI. 

Die Ruhedichten verhalten sich wie die Ruhedrucke, also ist mit Gl. (59) 
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Das Ruhedruckverhaltnis im StaB muB groBer sein als bei einem moglichen StaB 
im Querschnitt f2. Der StaB muB also bei einer kleineren Mach-Zahl, er muB in 
einem Querschnitt f < f2 liegen. DafUr konrite es allenfalls noch zwei Moglich
keiten geben, indem sich der StaB zwischen f1 und f2 oder zwischen f2 und f3 be
finden konnte. Die letztere Lage ist aber instabil. 

Dies ist sofort einzusehen, wenn angenommen wird, daB der StaB, durch eine 
kleine Storung veranlaBt, stromaufwarts ruckt. Er ruckt dann zu hoheren Mach
Zahlen und damit zu starkeren Ruhedruckabsenkungen. Die Folge ist, daB 
auch die DurchfluBmenge in f3 absinkt, d. h. der Raum zwischen StoB und 13 
muB sich mit stromendem Medium anfullen und den StaB weiter stromaufwarts 
treiben. Dieselbe Uberlegung fuhrt zum SchluB, daB ein zwischen 12 und 13 
stromabwarts ruckender StaB weiter stromab gesaugt wird, daB also ein zwischen 
11 und 13 befindlicher StoB labil ist. Es befindet sich zwischen zwei stabilen eine 
labile Stromungsform. 

Die Stromungsform Abb. 18 c entsteht, indem der Druck stromabwarts von 
f3 ausgehend yom Ruhedruck p = PlO langsam abgesenkt wird. Die Stromungs
form Abb. 18a kann erhalten werden, wenn der Querschnitt 13 bei bereits herr
schender Uberschallstromung ausgehend von 13 = f2 verengt wird. Sie ist nicht 
leicht realisierbar. 

Die ubrigen denkbaren Querschnittsverhaltnisse sind uninteressant. Fur 
f11/3 > 1 herrscht in f3 kritischer Zustand und stromaufwarts Unterschallstromung 
mit einem Geschwindigkeitsmaximum in fl. Fur f1/13 < P20!P10 herrscht strom
abwarts von f1 Uberschallstromung, ein StoB kann sich zwischen 11 und 13 nicht 
halten. 

Es interessieren noch die Verengungen f3/12' welche zulassig sind, wenn das 
Auftreten von StoBen im Kanal eben noch verhindert werden soll. Sie sind 
durch 

f3 f3 11 P20 122 W2 
t; - r; t; P20 e* W* 

gegeben und mittels Gl. (42) fUr den Ruhedruckverlust und Gl. (53) fur die Strom
dichte abhangig von M 2 leicht zu berechnen. Es ist: 

Zuli.i8sige Verengungen bei Vermeidung von StO{J n (y. = 1,400). 

M2 .... ... .. 1 1,.5 2 2,5 3 4 5 10 (Xl 

f3 1 0,915 0,82 0,76 0,72 0,67 0,65 0,60 0,60 t; ... ...... 

Darnach sind nur verhaltnismaBig geringe Verengungen erlaubt, wenn die Losung 
mit Stoll, Abb. 18 c, ausgeschlo sen werden soJlls. 

12. Die Mach-Zahl im s-i-Diagramm. 
Wegen der U nubersichtlichkeit vieler gasdynamischer Formeln und der thermo

dynamischen Gleichungen, sobald die Aussagen auf nicht ideale Medien aus
gedehnt werden sollen, ist es zweckmaBig, die Vorgange an Hand von Diagrammen 
zu verfolgen. In diesen erscheinen komplizierte Funktionen meist als recht ein
fache, glatte Kurven. Fur nicht isentrope Vorgange, die im folgenden untersucht 
werden sollen, bietet sich wegen der Bedeutung von i im Energiesatz das 8-i-Dia
gramm (oder Mollier-Diagramm) an. In ihm werden sich die Vorgange in Rich
tung wachsender Entropie 8 abspielen. 

Fur Vorgange ohne Energiezufuhr gilt dabei der Energiesatz [Gl. (7)], womit 
die Ordinate i als verzerrter MaBstab der Geschwindigkeit und beim idealen 
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Gas auch als verzerrter MaBstab der Temperatur, del' Schallgeschwindigkeit 
und der Mach-Zahl aufgefaBt werden kann. 

Die Stromdichte e W und der Ausdruck e W2 + p, die sogenannte Impuls
dichte, sind fur jedes Medium mit dem Energiesatz Gl. (7) auf thermische Zu
standsgroEen allein ruckfuhrbal'. Damit konnen Kul'ven konstantel' Impuls
dichte und konstanter Stl'omdichte in das s-i-Diagl'amm eingezeichnet werden. 
Letztere heiBen auch "Fanno-Kurven"* (Abb. 19). Die Eigenschaft del' Stl'om
dichte- und Impulsdichtelinien, bei M = 1 einen Extl'emwert der Entropie 
zu besitzen, kommt jedem Medium zu und nicht etwa nur id. Gasen konst. sp. W., 

N 
~p p~~~~~~~~~~~==~~~-----.i. ,., 
19 

1,5 

I,IJ 

70,1J 

f!.Q,5 (J 

Abb. 10. (--) Stromdichte· und (---) Impulsilichtelinien 1m s-i-Diagrnmm fiir das idea Ie Gas mit 
" ~ 1,400. 

die der Abb. 19 zugrunde gelegt sind. Mit der Definitionsgleichung del' Entropie 
(I, 35) und dem Energiesatz Gl. (7) gilt: 

Tds=di-~dp=-WdW-~dp. (60) 
e e 

Hiel'aus folgt fur eine Stromdichtelinie (We = konst.): 

o = d(e W) = ( ~~ ) s W dp + ( ~; ) p W ds + f] d W = 

= (1- ~2)edW-[ec; -(~nJWd8. 
In der eckigen Klammer stehen zwei positive Ausdrucke. Bei konstantem Druck 
muE namlich die Entropie mit fallender Dichte stets zunehmen, denn es ist Warme
zufuhr erfol'del'lich, um den Druck bei fallender Dichte aufrechtzuerhalten. 
Die Entropiezunahme ergibt sich dabei aus der Warmezufuhr auf reversiblem 
Wege. Da del' Ausdruck in del' eckigen Klammer nicht Null sein kann, muE bei 
W = emit der Stromdichtenanderung auch die Entropieanderung verschwinden. 

Fur die Anderung del' Impulsdichte gilt mit Gl. (60) und del' Gleichung fur 
die Anderung der Stromclichte: 

d(p + e W2) = dp + We dW + W d(e W) = - f] T ds + W d(e W) = 

= (1_~2) e dW -[e T (~2 + 1) - W2 (~; )Jds. 
Auf einel' Impulsdichtelinie (p + e W2 = konst.) hat die Entropie bei W = c 

ebenfalls ein Maximum. Die Gleichung kann auch wie folgt gelesen werden: 

* A. STODOLA: Dampf- und Gasturbinen, S.50. Berlin. 1924. 
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Bei konstanter Entropie (Laval-Duse) hat die Impulsdichte zugleich mit der 
Stromdichte (bei M = 1) fUr jedes Medium einen Extremwert. 

1m kritischen Querschnitt verlauft darnach die Zustandsanderung jedes 
Mediums beim AusschluB von Energiezufuhr isentrop, auch wenn auBere Krafte 
einwirken. 

Mit der Zunahme der Entropie ist eine Abnahme des Ruhedruckes und damit 
der kritischen Dichte verbunden. Da die an den Energiesatz gebundene kritische 
Geschwindigkeit W* gIeichbIeibt, falIt also mit steigender Entropie die kritische 
Stromdichte. In der fur id. Gase konst. sp. W. gezeichneten Abb. 19 sind die 
Stromdichte- und Impulsdichtelinien auf die zur Entropie 81 geharigen kritischen 
GraBen e1* W* und P1* + e1* W*2 (es ist ja W1* = W*, i1* = i*, T1* = T*) 
bezogen. Die Stromdichtelinien ("Fanno-Kurven") ergeben sich wegen ijio = 
= T jTo mit der Gl. (I, 37) fUr die Entropie: 

8 - 8 1 I i ( 1) I e --- = n -.- - x - n -- = 
Cv ~* e1* 

i . W We 
= In i* + (Yo - 1) In W* - (x - 1) In w* e*' 

Daraus folgt mit dem Energiesatz und durch Einsetzen der kritischen Verhiilt-
. i* W* 

nlsse -.- und -W : 
~o max 

N-l N-l 8 - 81 i ( i )-2 2 (" -1 )-2 We ---= In--;- 1---;- -ln~1 -+"1 - (x-1)ln W* *. 
Cv ~o ~o " I " (! 

(61) 

Zur Berechnung der ImpuIsdichteIinien sei von folgendem Ausdruck fUr die 
Impulsdichte id. Gase konst. sp. W. ausgegangen: 

P + e W2 = P (1 + Yo M2) = P : + ~ (,,~" 1 7 -1). (62) 

Mit der Entropiegleichung fUr Enthalpie und Druck ist dann nach Einfuhren 
der RuhegraBen: 

8 Cv 8
1_ = In UJN ( " ~ 1 ~o - 1 r- 1 -In ( " !1 )" (x _ 1) N -1 + 

P + eW2 
-(x-1)ln *+ *W*2' (63) 

P1 e1 

Die Stromdichte- und Impulsdichtelinien gehen [Gl. (61) und (63)] durch 
Verschiebungen in Richtung der Entropieachse ineinander uber, was den Zeichen
aufwand fur das Diagramm (Abb. 19) bedeutend herabsetzt. 

Fur nicht ideale Gase hangt die Mach-Zahl nicht nur von i, sondern auch 
von 8 ab, was das Einzeichnen von Mach-Linien erforderlich macht. 

Die Zustandsanderung im VerdichtungsstoB kann aus Abb. 19 sofort ab
gelesen werden. Die Zustande vor und hinter dem StoB mussen auf gemeinsamen 
Stromdichte- und ImpuIsdichtelinien liegen. Man sieht wieder, daB nur ein 
Sprung von UberschalI- auf Unterschallgeschwindigkeiten mit einem Anwachsen 
der Entropie verbunden ist. 

13. Rohrstromung mit Reibung. 
Es solI hier lediglich die Rohrstramung mit Reibung ohne Energiezufuhr 

durch die Wande behandelt werden. Auch die Schwerkraft bleibe wieder un
berucksichtigt, so daB der Energiesatz in der Form der Gl. (6) gilt. Damit kann 
das Diagramm Abb. 19 angewendet werden und gelten aIle Aussagen des 
Abschnittes 4 bezuglich der kritischen Geschwindigkeit idealer Gase. 
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Unter einem Rohr wird in diesem Buch stets ein Kanal konstanten, aber nicht 
notwendig kreisformigen Querschnittes verstanden. In ihm bleibt also die Strom· 
dichte konstant. Das Fortschreiten eines Teilchens im Rohr entspricht dem 
Vorrucken auf einer "Fanno-Kurve" im s-i-Diagramm. Da die Entropie eines 
Teilchens im Rohr wie beim VerdichtungsstoB nur zunehmen kann, weil sonst 
an del' betrachteten Stelle im Widerspruch zum zweiten Hauptsatz der Warme
lehre fortlaufend Entropieverminderungen eines abgeschlossenen Systems statt
fanden, kann die kritische Geschwindigkeit nach Abb. HI yom Medium stetig 
nicht uberschritten werden. 

Denn jedes Medium hat bei konstanter Stromdichte bei M = 1 ein Entropie
maximum. Bei stetiger Anderung nahert sich die Stromung in jedem FaIle der 
kritischen Geschwindigkeit, sei es, daB die Mach-Zahl bei Unterschallgeschwindig
keit ansteigt oder bei Uberschallgeschwindigkeit abnimmt. 

Sicher ist die Wandreibung und damit die Entropiezunahme pro Langen
einheit urn so groBer, je hoher die Geschwindigkeit, je groBer also die Mach-Zahl ist. 
Die Stromung vermag bei kleinerer Mach-Zahl stets ein groBeres Rohrstuck bis 
zum Erreichen von M = 1 zu uberwinden als bei hoheren M-Zahlen. Bei Uber
schallstromungen in Rohren, welche zu einer kritischen Stromung und damit zu 
einer uniibersteigbaren Schranke bereits vor dem Rohrende fiihren wiirden, 
wird die Stromung daher in einem StoB auf Unterschallgeschwindigkeit springen 
und dann bei steigender Mach-Zahl am Rohrende gerade wieder den kritischen 
Zustand erreichen. Allerdings macht das Medium auch im StoB einen Entropie
anstieg mit, jedoch ist der besonders bei schwachen StaDen nicht groB. Der 
Druck p*, den das Medium ausgehend von einem bestimmten Zustand bei 2~[ = 1 
erreicht, ist, unabhangig ob ein StoB auftritt oder nicht, stets der gleiche, da er 
nur yom Ruhedruckabfall, also yom Entropieanstieg abhangt. Dieser ist aber 
bis zum Erreichen des kritischen Zustandes, wie dies auch geschehen mag, stets 
derselbe (Abb. 19). 

Wie in der Laval-Duse bestimmte Geschwindigkeitsbereiche ausgeschlossen 
sind, bei welchen der kritische Zustand schon vor dem kritischen Querschnitt 
erreicht wurde, sind auch bei der Rohrstromung jene Mach-Zahlen nicht realisier
bar, welche vor dem Rohrende zu Wert en M = 1 fiihren wurden. Sie konnen 
ebensowenig wie in der Laval-Duse durch Hereinpumpen des Mediums erzwungen 
werden, da dies nur zu einer Drucksteigerung, nicht aber zu einer Anderung der 
Mach-Zahl fuhrt. 

Urn uber diese fur jedes Medium geltenden qualitativen Aussagen hinaus zu 
quantitativen Aussagen zu kommen, bedarf es eines Ansatzes fur die Reibungs
kraft, welche in der Bewegungsgleichung (44) an Stelle der auf die Masseneinheit 
bezogenen Kraft X einzufiihren ist. 

Mit 'iw als Wandschubspannung (Kraft pro Flacheneinheit) und U als (innerem) 
Rohrumfang wirkt auf der Langeneinheit die Reibungskraft U'iw . Auf der 
Langeneinheit wirkt die Massenkraft X e f, womit die Reibungskraft als eine durch 
die Gleichung 

X e f = U'iw (64) 

gegebene Massenkraft angesehen werden kann. 
Die Wandschubspannung sei in ublicher Weise proportional dem "Staudruck" 

angesetzt* : 
1\ e W 2 

'iw =4-2-' (65) 

wobei angenommen werden muB, daB die Widerstandszahl i, nicht nur von der 

* L. PRANDTL: Fiihrer durch die Stromungslehre, S. 145. Vieweg. 1942. 
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Reynoldsschen Kennzahl, sondern auch von M abhangt (siehe Abschnitt IV, 4). 
Mit Gl. (64) und (65) ist: 

(66) 

Damit ist die Kraft X durch W ausgedruckt. Das Verhaltnis 4 flU werde als 
hydraulischer Durchmesser bezeichnet. Es ist der Durchmesser des Rohres 
kreisformigen Querschnittes mit gleichem Wert von 4 flU. Die Reibungsvorgange 
in Rohren verschiedenster Querschnittsformen konnen also miteinander ver
glichen werden. Die mit dem Durchmesser des Rohres gebildete Reynoldssche 
Kennzahl ist in allen Teilen des Rohres im wesentlichen gleich, und die Versuche 
zeigen, daB A innerhalb der MeBgenauigkeit als unabhangig von M angesehen 
werden kann. X variiert darnach in Stromungsrichtung nur mit W2. 

Der Ausdruck (66) fur die Kraft in die Bewegungsgleichung (44) eingesetzt, 
gibt mit der Kontinuitatsgleichung (43) und der Energiegleichung (46) (mit :! = 0) drei Gleichungen mit der Geschwindigkeit W und zwei voneinander 

unabhangigen thermischen ZustandsgroBen als unbekannten Funktionen von x. 
Die Gleichungen werden zweckmaBig auf eine einzige Gleichung fur die Mach
Zahl reduziert, welche mit Tab. II, 5 fUr das id. Gas konst. sp. W. folgende Form 
hat: 

I-M2 _1_ dM = },~jW2~. 
I + % - 1 M2 M dx 2 4 f 

2 

(67) 

Nun kann wegen der Unabhangigkeit der Widerstandszahl }, von x integriert 
werden. Wird fUr x = 0: M = 1 gesetzt, so folgt aus Gl. (67) 

~ (1 __ 1 ) + ~ln [1 __ 2 __ (1 __ 1 )] =.!-!!-. x. (68) 
% M2 2% % + I M2 4/ 

Gemessen allerdings wird stets der Druckverlauf im Rohr abhangig von der 
DurchfluBmenge pro Flacheneinheit Glf = (2 W. Mit der Zustandsgleichung 
und mit Tab. II, 5 ergibt sich, wenn der Ruhezustand des Gases yor dem Rohr 
mit dem Index 0 bezeichnet wird: 

" 
pTe T G G ( 2 )" -1 I 

Po = To eo = To / eo W = / eo* W* ~ -M V=I=+=---:--'-=~==:,r-=(M-2---'I-'-) . 

Hierin ist f (20* W* = Gmax die maximale DurchfluBmenge, welche uberhaupt 
beirri gegebenen Ruhezustand moglich ist. Mit Po* als kritischem Druck zu Po 
ist dann: 

Po* 

Po ===--cc MV] + -:; ~ (M~-l)-· 
P Gmax 
Po-G- (69) 

Darnach ist das Verhaltnis.1!- GmGax Funktion der Mach-Zahl allein. Mit diesem 
Po 

Verhaltnis oder der Mach-Zahl aufgetragen uber A4~ x konnen alle stoBfreien 

Druckverlaufe in Rohren auf eine einzige Kurve reduziert werdenll . 

Durch Subtraktion der Bewegungsgleichung (44) von der dem Energiesatz 
entstammenden Gl. (47) ergibt sich: 

ds W2 U 
T dx =X=A24T" (70) 

Oswatitsch, Gasdynamik. 4 
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Durch Einfuhren der Mach-Zahl mit G1. (26) ist dann der Ruhedruckabfall 
nach G1. (41) im Rohr zwischen Xl und x 2 gegeben durch: 

1'2 

In~ = ~2-81 = ~J;.M2~dx. 
P02 cp-cv 2 4/ 

(71 ) 

x, 

Noch einfacher wird dieser Wert der "Fanno-Kurve" 1m s-i-Diagramm ent
nommen: 

Abb. 20 und 21 zeigt Druckverteilungen in Rohren nach FROSSELI2, die 
bei Reynoldschen Zahlen im Bereiche 3.104 < Re < 4.105 (entsprechende 
Widerstandszahlen im Bereiche 0,022 > A > 0,013*) durchgefuhrt wurden. 

J 10 I.! ZO Z.1 

.elf; 

Abb. 20. Druckverteilung bei Unterschallgeschwindig- Abb. 21. Druckvcrteilung bei UlJerschalIgeschwindig-
keit nach W. FROSSEL. keit nach W. FROSSEr,. 

Der kritischen Geschwindigkeit entspricht nach G1. (69) und Tab. II, 4 ein Wert 

von .1!.- _GmGax = 0,528, der im Rohr nicht durchschritten werden kann und der bei 
Po 

genugend starken Unterdrucken am Rohrende zu erwarten ist. Man errechnet 
fUr folgende DurchfluBmengen aus den Messungen von FROSSEL am Rohrende: 

Abb. 20 Abb. 21 
-------~----------~ 

G/Gmax ..... 0,452 
P Gmax --- 0,498 
Po G 

0,490 

0,500 

0,552 

0,470 

0,629 

0,478 

0,750 

0,466 

0,725 

0,502 

0,670 

0,485 

0,373 

0,482 

Darnach werden die kritischen Druckwerte manchmal erheblich unterschritten, 
wozu allerdings nur eine kleine Unterschreitung von M = 1 erforderlich ist. Es 
handelt sich dabei zweifellos um einen Effekt am Rohrende, welcher mit einer 
einfachen Stromfadentheorie nicht mehr erfaBbar wird. 

Abb. 22 zeigt den Verlauf der durch GJ. (68) und (69) gegebenen Kurve und 

die Reduktion der Frosselschen Versuche auf :0 G~ax als Ordinate und ~ ~ X 

als Abzisse. Diese ist am Rohrende Null gesetzt. Die Kurve ist vollig festgelegt, 
wenn am Rohrende kritische Geschwindigkeit herrscht. Das gilt auch fUr die 
Stromung stromabwarts eines StoBes. Fur jeden anderen Fall, auch fUr die 
Uberschalldruckverteilung vor dem StoB (Abb. 22, Uberschall: G/Gmax = 0,670 
und 0,373) muB der Druck am Rohranfang oder in irgendeinem anderen Punkt 
als "Anfangsbedingung" der Differentialgleichung (67) gegeben sein. 

* L. PRANDTL: FUhrer durch die Stromungslehre, III, § 11, S. 149. Vieweg. 1942. 
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Urn den Ort des VerdichtungsstoBes in einem Rohr zu finden, welches bei 
Uberschallstromung M = 1 bereits vor seinem Ende liefern wiirde, wird zum 
Dberschallast in Abb. 22 diejenige Kurve gezogen, welche in jedem Punkt die 
dazugeharigen Werte hinter einem senkrechten StoB wiedergibt (Abb. 23). 
Sie wird mittels der StoBgleichung (35) leicht ermitteIt. Vom Rohrende aus ist 
nun der Unterschallast der Kurve von Abb. 22 zu ziehen. Er verlauft flacher als 
die VerdichtungsstoBkurve und gibt im Schnittpunkt mit dieser den Ort des StoBes. 

Wird der StoB durch starken Gegendruck am Rohrende verursacht, so ist 

dort anstatt des kritischen Wertes ~ GGmax = Po* einfach der Wert des Gegen. 
Po Po 

druckes zu nehmen. 
In Abb. 22 entspricht ein StoB einem Sprung in Richtung negativer x.Werte, 

denn nur so ist es in Abb. 22 moglich, zu dem hinter dem senkrechten StoB auf· 

· 6;~~~Zl 
o 4 ~.9Q 
K 4H Z tlntfNclla// 
+ 4,u$ 
.. 0. 7if) 

o 467f) } • 
a a .!7.! tlofNcllal/ 

-- 61(68) 

J! ~~ 
P" 5 

7,0 

/<f 

1M 

aD 

117 

(J.4 

a.9 

1,f) 
J'folJ 

2, f) 

2,J 
.l,Q 

:.&PI 
~:::::::::::::::j' ~" ... I 

f) 

Abb.22. Reduktion der Druckverteilung in Rohren mit Reibung Abb. 23. VerdlchtungsstoB bei Reibungs· 
auf eine Kurve. verlusten (M = 1 am Rohrende). 

tretenden Druckwert zu gelangen. Dieses Zuriickspringen entspricht der Mag· 
lichkeit, nach dem StoB ein langeres Rohrstiick zu iiberwinden. 

Diese einfache Theorie der Rohrreibung geniigt besonders bei Dberschall. 
stramung keinen allzu groBen Anspriichen. Der Reibungsansatz reicht fiir rasche 
Zustandsanderungen, wie sie insbesondere in Schallnahe auftreten, nicht mehr aus. 

Auch die StoBe spielen sich im Rohr im allgemeinen nicht in scharfen Fronten 
abo Es sind viel kompliziertere Vorgange, welche sich liber ein Rohrstlick er· 
strecken. 

Sofern auf dies em die Wandreibung vernachlassigt werden kann - was 
sicher weitgehend zulassig ist -, ist der Zustand hinter dem StoB, wenn wieder 
konstante Zustande iiber dem Querschnitt eingetreten sind, wieder durch die· 
StoBgleichungen gegeben, denn sie sind, wie beim StoB, durch die Kontinuitats· 
bedingung, die Impuls. und Energiegleichung (12) bedingt. Nur beansprucht der 
Vorgang im Rohr zum Unterschied yom StoB eine gewisse Lange. 

Nach Abb.22 sind in Rohren Mach·Zahlen iiber M = 0,60 zu vermeiden, 
da sie mit Jl. = 0,016 auf einer Rohrlange von hachstens 30 Durchmessern zu 
~"41 = 1 fiihren. Fiir den starken Druckabfall erweist sich dabei in erster Linie 

4* 
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die Beschleunigung und erst in zweiter Linie del' Ruhedruckverlust ver
antwortlich. 

Die Wirkung von Kraften, welche keine Arbeit leisten, wie Reibungskrafte, 
Gitter odeI' Modelle in geschlossenen Kanalen, kann auch an Hand del' Integral
satze untersucht werden. Das Gleichungssystem unterscheidet sich von den 
G1. (12) fiir den senkrechten StoB nul' durch ein Zusatzglied im Impulssatz. 
Die Resultate haben groBe Ahnlichkeit mit jenen von Abschnitt 15 del' Rohr
stromung mit Energiezufuhr und sind nach dem Studium dieses Abschnittes 
leicht zu ermitteln. 

14. Reibung im Kanal veranderlichen Querschnittes. 

Es wurde im Abschnitt 10 bereits erwahnt, daB die Reibungseinfliisse bei 
beschleunigter Stromung in Laval-Diisen gering sind. Dies gilt VOl' aHem fUr 
kurze Diisen und bei starken Beschleunigungen. Stets ist dabei eine verlustlose 

Kernstromung und eine Schicht 
Q 5 III i, bIb --~tllt----::=~:;;§~~~-~--~-~-~-~-~--+-: mit Rei ungsver usten unmittel ar 

" l!.. an del' Wand zu unterscheiden. 
,,', Po Diese V organge lassen sich also \ ' ... _4 
" nicht mehr mit den einfachen 
'., Mitteln einer Stromfadentheorie 
\\ 0, (konstante Zustande iiber dem 
~\ ganzen Querschnitt) behandeln . . ' 
\ \,_ --.J.unlr0l'~ Anders ist es bei verzogerten 
\ 0, 7 ----- f t r,fvch Stromungen, also bei del' Aufgabe 
\ des Druckriickgewinnes aus dem 

~
\ Bewegungsimpuls des Mediums. 

'u;6 .I' Das Gerat zum Druckriickgewilln 
_ ld! heiHt Diffusor. Er ist bei Unter---------------.J schallstromung divergent und 

miiBte bei Uberschallstromullg 
konvergent sein. Jedoch wird bei Abb. 24. Druckriickgewinn in einem Diffusor mit einem 

h",lben {)ffnungswinkel von 3· nach A. < AUM.-IcXN. 
Uberschallstromung del' Druck

riickgewinn zweckmaBig zum groBen Teil in VerdichtungsstoBe verlegt, da 
diese meist geringere Verluste ergeben als die bei hoher Geschwindigkeit er
heblichen Wandreibungen bei vorsichtiger Verzogerung del' Stromung auf langerer 
Strecke. Dazu kommt, daB eine starke Verengung des Kanals bei Uberschall
stromung unerwiinschte Stromungsformen zulaBt (Abschnitt n, Kanal mit 
zwei Verengungen). 

Darnach kommt fiir die Behandlung in diesem Abschnitt praktisch nul' del' 
Unterschalldiffusor fUr hohe Geschwindigkeiten in Frage. Er bildet gleichzeitig 
den letzten Teil eines Uberschalldiffusors, wenn namlich stetig odeI' mit StoLl 
die kritische Geschwindigkeit unterschritten ist. 

Da die besten Diffusoren bei dichtebestandiger Stromung halbe Offnungs
winkel von 4 bis 5° haben, machte A. NAUMANN14 Diffusorversuche bei halbem 
Offnungswinkel von 2,5°, 3° und 3,5°. Die besten Ergebnisse (Abb. 24) zeigte 
del' 3 °-Diffusor. Es ergeben sich dabei sehr starke Geschwindigkeitsanstiege in 
del' Nahe des kritischen Querschnittes. Dort entstehen auch die groBten Verluste, 
was sich aus del' Zunahme des Abstandes del' Versuchskurve von del' isentropisch 
(verlustlos) gerechneten Kurve ergibt. 

Die theoretische Behandlung del' Aufgabe unterscheidet sich von jener des 
Rohres mit Reibung nul' dadurch, daB in del' Kontinuitatsbedingung G1. (43) 
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nun die Querschnittsanderung mit zu berucksichtigen ist. Bewegungs

gleichung (44), der Reibungsansatz Gl. (66) und Energiegleichung (46) mit :~ = 0 

hingegen bleiben unverandert und damit auch die daraus resultierende Gl. (71) 
fiiI' die Verluste. In diese geht die Mach-Zahl mit ihrer zweiten Potenz ein. Das 
ganze Gewicht einer sorgfaltigen Formung des Diffusors ist also in die Umgebung 
seiner engsten Stelle zu verlegen. Hier muss en zu starke Druckanstiege vermieden 
werden, wahrend am Diffusorende mit seiner nahezu dichtebestandigen Stromung 
auch halbe bffnungswinkel von 4 bis 5° zulassig sind. Ein idealer Diffusor muBte 
darnach einen von der ortlichen Mach-Zahl abhangigen und bei M = 1 verschwin
denden bffnungswinkel haben. Das fiihrt zu weniger einfach herstellbaren und 
insbesondere von der Mach-Zahl im engsten Querschnitt abhangigen Diffusor
formen. 

Wegen der Querschnittsveranderlichkeit fuhrt die Reduktion der Gleichungen 
auf eine einzige fur M [zum Unterschied von Gl. (67)], hier auf folgendes Resultat: 

. __ I_-M2 _1_ dM +~.!L _ A~M2~ (72) 
1 + ,,- 1 M2 M dx f dx - 2 4 f . 

2 

Die Widerstandszahl A hangt nun von der Gute des Diffusors ab und muB beim 
Diffusor der Abb. 24 im Mittel drei- bis viermal so groB angesetzt werden wie im 
Rohr. Genauere Rechnungen werden allenfalls hier eine Abhangigkeit des A 
von M ergeben, wahrend die Anderung der Reynolds-Zahl im Diffusor sicher zu 
gering ist, um berucksichtigt werden zu mussen. 

Die Ubertragbarkeit der Versuche auf Diffusoren verschiedener Querschnitts-

formen ist dann moglich, wenn das Verhaltnis des Querschnittsgliedes + ;~ 
in Gl. (72) zum Reibungsglied in den Vergleichsfallen dieselbe Funktion der 
Mach-Zahl ist. Naturlich mussen die Reynolds-Zahlen dieselben sein. Es genugt 
also zu fordern: 

~~.!L =F(~"') U f dx 10'1 • 

Die Mach-Zahl hangt wieder nur vom Querschnittsverhaltnis f/fl (mit tl 
als Eintrittsquerschnitt, in welchem die gleichen Mach-Zahlen Ml in den Ver
gleichsfallen auftreten mussen) ab, womit die Bedingung der hier etwas kurz 
abgeleiteten Ubertragbarkeit von Diffusorversuchen durch die Gleichheit der 
Funktion F: 

~.!L =F(L) 
U dx 11 

(73) 

gegeben ist. Die durch den Umfang dimensionslos gemachte Querschnitts

zunahme ;~ muB also bei gleichen tftl oder gleicher Mach-Zahl dieselbe sein. 

Daraus ergeben sich die Mach-Zahlen im allgemeinen keineswegs in Vergleichs

fallen als gleiche Funktionen von ~, wohl aber von Jl' 

15. Rohrstromung mit Energiezufuhr. 
Wahrend bisher nur V organge ohne Energiezufuhr von auBen behandelt 

wurden, womit der Energiesatz in der einfachen Form der Gl. (6) zugrunde gelegt 
werden konnte, solI in diesem Abschnitt die Wirkung von Energiezufuhren 
studiert werden. Dabei solI von der Einwirkung auBerer Krafte, insbesondere 
von Wandreibungen, abgesehen werden. 
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Zunachst kann durch ein Zusatzglied im Energiesatz jede Art von Energie
zufuhr dargestellt werden. Die Wirkung eines von auBen angetriebenen Pro
pellers auf das im Rohr stromende Medium miiBte dann beispielsweise durch ein 
zusatzliches Kraftglied beriicksichtigt werden. Gedacht wird hier jedoch in 
erster Linie an Warmezufuhren. Gedanklich am einfachsten erfolgt dies durch 
Anheizen der Rohrwande oder durch Einfiihren elektrischer Heizdrahte. Prak
tisch von groBter Bedeutung ist die Verbrennung von Kohlenwasserstoffen in 
Luft und das Freiwerden der Verdampfungswarme bei der Kondensation des 
Wasserdampfes durch die Expansion von Dampf oder feuchter Luft in Laval
Diisen. Auch dabei wird man, wie in Abschnitt I, 4 gezeigt, vielfach mit dem 
Bild einer Warmequelle auskommen, weil die Wirkungen dieser Vorgange iiber
wiegend auf der hohen Umwandlungswarme und weniger in der Anderung der 
Zusammerisetzung des Mediums beruhen. 1m allgemeinen natiirlich konnen 
vollige Anderungen der Zusammensetzungen des Mediums und dessen Aggregat
zustandes auftreten. Sprengstoffe oder Treibstoffe in Kanonen gehen vom festen 
oder fliissigen Zustand in den gasformigen iiber. Bei Gasreaktiollen wie der 
Verbrennung eines Wasserstoff-Sauerstoff-Gemisches (Knallgas) zu Wasserdampf 
konnen auch erhebliche Volumenveranderungen (natiirlich bezogen auf denselben 
Normalzustand) auftreten, indem die Teilchenzahlen im Endprodllkt groBer 
oder kleiner sind als im unverbrannten Gemisch. 

Nach AVOGADRO haben alle idealen Gase bei Temperatur. und Druckgleichheit 
in gleichen Raumen gleich viel Molekille. Es sind also stets jene Vorgange am besten 
beherrschbar, bei welchen die Gasmolekiilzahl bei der Verbrennung unverandert 
bleibt. Sind feste oder fllissige Teilchen dem Gas beigemischt, so braucht deren 
Teilchenzahl wegen ihrer groBen Dichte nicht mitgezahlt zu werden. Etwa: Ver
brennung von Kohle in Sauerstoff zu CO2 • Rier liefert die feste Kohle mit einem 
02·Molekiil ein CO2-Molekiil. 

Das Verbrennungsgemisch und das Gemisch der Verbrennungsprodukte 
kann stets jedes fiir sich als physikalisch homogenes Medium angesehen werden. 
Wie beim senkrechten StoB, seien die Zustande vor und nach dem betrachtetell 
Vorgang mit p, [!, W usw. und p, e, TV usw. bezeichnet. Sie gehorchen nun aber 
im allgemeinen verschiedenen Zustandsgleichungen. Auch spielen sich chemische 
Reaktionen keineswegs auf kleinen Wegstrecken ab wie senkrechte StoBe, so 
daB ein beliebig starkes Aneinanderrucken der Ebenen mit den beiden verschie
denen Zustanden nicht moglich ist. 

Nach Streichen der Glieder fiir die potentielle Energie lautet del" Energie-
satz (5): 

(74) 

dabei ist q die der Masseneinheit zugefiihrte Energie oder auch die Warme, welche 
bei der Umwandlung der Masseneinheit des stromenden Mediums frei wird. 

Es werden in der Regel zwei Umwandlungswarmen unterschieden: Eine Um
wandlungswarme bei konstanter Dichte und eine bei konstantem Druck. Bei 
einem ruhenden eingeschlossenen Medium konnen nun folgende Energie
umsetzungen stattfinden: Eine Anderung der inneren Energien und eine Abgabe 
von Umwandlungswarme. Nach dem erst en Hauptsatz der Warmelehre 
[G1. (1,20)] muB die Umwandlungswarme bei konstanter Dichte gleich der 
Differenz der inneren Energien nach und vor der Urn wand lung sein. Entsprechelld 
gibt nach G1. (I, 21) die Differenz der Enthalpien yon End- und Anfangszustand 
die Umwandlungswarme bei konstantem Druck. Urn diese handelt es sich offenbar 
in G1. (74) bei q, da G1. (74) Hir W = TV = 0 den Energiesatz fur das ruhende 
Medium darstellt. 
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Mit Kontinuitatsbedingung und Impulssatz zusammen gibt Gl. (74) ein 
System, welches sich vom Gleichungssystem fur den senkrechten StaB (12) nur 
um den Summanden q im Energiesatz unterscheidet. 

Da8 id. Ga8 kon8t. 8p. W. laBt wieder formal sehr einfache Losungen zu, wenn 
es sich vor und nach der Warmezufuhr um da8selbe Medium handelt. Mit Gl. (I, 19) 
und der Zustandsgleichung (I, 17) kann i wieder durch p und e ausgedruckt und 
das System fUr die Unbekannten W, (j, P sodann gelOst werden. Es ergibt sich: 

{:= ~ =1- U~l {(I--~2-)±V(I-~r-2(X2-1){-z}' 
{ V---- -} (75) 

-~ = 1 + ::~ (1-~-z) ± (1- ~ir-2 (x2 -1) J-z . 
Mit den Gl. (33) lassen sich hieraus auch leicht Temperatur und Mach·Zahl hinter 
dem Sto)3 berechnen. 

In den Gl. (75) sind zwei Falle zu unterscheiden. Der erste hat bei Unter. 
schall (M < 1) ein positives, bei Uberschall (M> 1) ein negatives Vorzeichen vor 
der Wurzel. 1m zweiten Fall ist es umgekehrt. Der erste Fall ist durch die 
Identitat bei verschwindender Warmezufuhr gekennzeichnet. Er ergibt fur kleine 
Warmezufuhren auch kleine Zustandsanderungen. Hier kann jede groBere Warme· 
zufuhr aus kleineren aufgebaut werden, wobei sich die ganze Zustandsanderung als 
Summe der einzelnen kleinen Zustandsanderungen ergibt. Eine Warmezufuhr ist im 
Falle 1 und 2 stets bei M < 1 mit einer Geschwindigkeitszunahme und einer 
Druck· und Dichteabnahme verknupft. Bei M> 1 fUhrt der Fall 1 und 2 hin· 
gegen zu einer Geschwindigkeitsabnahme und zu einer Dichte· und Druck. 
zunahme. Die Warmezufuhr wirkt sich also'stets in einer Zunahme jener GroBe 
aus, die der groBeren relativen Anderung fahig ist, im Unterschall bei der Ge· 
schwindigkeit, im Uberschall bei der Dichte. 

Da Druck und Geschwindigkeit stets entgegengesetzte Anderungen durch· 
machen, folgt aus Gl. (33) eine Zunahme der Mach·Zahl bei Unterschall, eine 
Abnahme bei Uberschall. Wie im Rohr mit Reibung nahert sich auch im FaIle 1 
die Mach·Zahl stets mit zunehmender Warmezufuhr dem Werte M = 1. Dieser 
kann also offenbar im Falle 1 nicht uberschritten werden. 

1m Gegensatz dazu fUhrt der Fall 2 stets uber die kritische Geschwindigkeit 
hinweg, und zwar ist der Zusammenhang der Endzustande von Fall 1 und 2 
durch einen zusatzlichen senkrechten StaB gegeben. Dies laBt sich durch Bilden 
des Geschwindigkeitsproduktes WI W 2 leicht zeigen. Mit Gl. (75) findet man fUr 
dieses: 

A ~ W2 [( 1)2 ( 1)2 q ] WI W 2 = (u + 1)2 x + M2 - 1- M2 + 2 (x2 - 1) W2 _ = 

= 2 : ~~ [~2 + " C\ + q] = 2 : ~: [" ~ 1 + q 1 
Nun verhalten sich die Ruheenthalpien vor und nach der Energiezufuhr nach 
Gl. (74) so, wie wenn dem Gase die gesamte Energie im Ruhezustand bei 
p = konst. zugefuhrt worden ware: 

io = io + q. (76) 

Das bedeutet fur das id. Gas konst. sp. W.: 

Cp To = Cp To + q (77) 

und mit Gl. (30) fur die kritischen Geschwindigkeiten: 

1 ,,+ 1 cO::2 = ~_ _ Co2 + 
2 ,,- 1 " - 1 " - 1 q. 
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Damit ist das Produkt WI W2 gleich dem Quadrat der kritischen Geschwindig
keit C*2 nach der Energiezufuhr: 

WA WA, _ A*2 
1 2 - C , 

eine Beziehung, die mit jener G1. (36) fUr den senkrechten StoB identisch ist. 
Offenbar ist der Zusammenhang fur die beiden moglichen Zustande lund 2 

nach der Energiezufuhr fur jedes Medium durch den senkrechten StoB gegeben. 
Denn die Warmezufuhr q laSt sich stets als Summe zweier V organge auffassen, 
einen unter Energiezufuhr von der GroBe q und den anderen ohne Energiezufuhr. 
Letzterer laBt aber zwei Losungen zu: Die Identitat und den StoB. Also muB es 
stets zwei Losungen geben: Fall 1 vermehrt urn die Identitat (also Fall 1) und 
Falll vermehrt urn den StoB, was den Fall 2 ergibt. Letzterer kann ebenso durch 
die umgekehrte Reihenfolge, namlich StoB vermehrt urn Fall 1 gedeutet werden. 
Bei Unterschal1geschwindigkeiten ergibt sich dabei Fall 2 als Fall 1, vermehrt 
urn einen VerdunnungsstoB, der allein nicht moglich ist. Es ist also fraglich, 
ob Fall 2 bei Unterschallgeschwindigkeit nicht dem Entropiesatz widerspricht. 
Das kann allerdings erst dann gesagt werden, wenn sich die Entropievermehrung 
im FaIle 1 als kleiner erweist als die Entropieverminderung im VerdunnungsstoB. 

Beim Verschwinden der Wurzel von G1. (75) sind Fall 1 und 2 identisch. 
Mit G1. (26) tritt das ein fur 

q 
cp T 

mit folgenden Zahlenwerten: 

1 (.NJ2-1)2 
2 (u + 1) M2 

(78) 

Tabelle II, 6. Mach·Zahl jiir /tochstzuliissige Energiezujuhren (u = 1,400). 

M ......... { 

0,01 

1,12 
0,89 

0,05 0,10 

1,28 1,40 
0,78 ! 0,71 

0,20 

1,60 
0,62 

0,50 

2,0 
0,49 

1,0 

2,6 
0,39 

2,0 

3,4 
0,29 

5,0 

5,1 
0,20 

10,0 

7,1 
0,14 

Fur diese Werte wird die Schallgeschwindigkeit nach der Energiezufuhr eben 
erreicht, da nur dann Fall 1 und 2 identisch sein konnen. Naturlich laBt sich dies 
durch Ausrechnen von if mittels G1. (75) und (34) auch direkt zeigen. Es genugt 

nach Tab. II, 6 also bei .M = 1,12 oder 0,89 eine Energiezufuhr von ----'LT- = 0,01, 
cp 

d. i. eine Zufuhr, welche die absolute Temperatur bei isobarer Zustandsanderung 
nur urn 1 % steigern wurde, urn den kritischen Stromungszustand zu erreichen. 
Es ist dies wieder eine Folge der geringen Veranderlichkeit der Stromdichte bei 
Schallnahe und ein Seitenstiick zu den raschen Zustandsanderungen im Rohr 
mit Reibung nahe bei M = 1 (Abb. 22). 

GroBere Werte von ~T als die durch G1. (78) angegebenen konnen bei einer 
cp 

Mach-Zahl M im Rohranfang nicht auftreten. Eine Steigerung der Warmezufuhr 
tiber diesen Grenzwert hatte bei Unterschall ein Absinken der Mach-Zahl zur 
Folge, sie wirkt sich wie eine Verengung des Rohrquerschnittes aus. Bei Dber
schallgeschwindigkeit wird sie zu einem stromaufwarts wandernden StoB fUhren. 
Mathematisch zeigt sich das Uberschreiten der angegebenen Grenzen im Imaginar
werden der Wurzel von G1. (75). 

J edes beliebige Medium fiihrt im Grenzfall der hochstmoglichen Energiezufuhr 
ebenfalls zur Schallgeschwindigkeit im Zustand nach der Energiezufuhr, da nur 
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so Fall 1 und 2, deren einer M = 1 nie und deren anderer M = 1 stets uber
schreitet, identisch sein konnen. Zur Behandlung des allgemeinen Falles wird 
zweckmaBig eine verallgemeinerte dynamische Adiabate eingefUhrt, welche sich 
von Gl. (16) nur urn die Energiezufuhr q unterscheidet: 

i - i = q + ! (~ -+- ~) (p - pl. (79) 

Fur das id. Gas konst. sp. W. laBt sich Gl. (79) nach einiger Rechnung in die 
Form bringen: 

-q- = _1 ~ (~ + 1) (P -1) + ~ (P + 1) (~ -1). (80) 
cp T ,,2 e p 2 P e, 

Das gibt auf der lsobare und der lsochore: 

p = p: ~ = 1 + cp
q T ; e = 12: : = 1 + c"q T ' (81) 

womit ein Uberblick uber die Lage der Kurve gewonnen ist. Aus der Lage laBt 
sich beim id. Gas konst. sp. W. die GroBe der Warmezufuhr unmittelbar ablesen . 
Abb.25 zeigt die Kurve (79) fUr eine Energie-

zufuhr von etwa ~T = ~. Das Bild, welches fur 70 

Cp " P 
u = 1,40 gezeichnet ist, kann fur die weitere 7J 
Diskussion der Vorgange im beliebigen Medium tJ 

dienen. 
Gl. (22), welche die Geschwindigkeit vor dem 

senkrechten StoB durch Druck und Dichte vor 0 

und hinter dem StoB ausdruckt, wurde aus 
Kontinuitatsbedingung und Impulssatz allein ab-

" geleitet und gilt in gleicher Weise hier: 

e e- e ell 2 
W = Vi? p-p =~Vf)-=-P (22) 

e - i? 71-- --1''-=;:::-«:::-------

Bei einem festen Ausgangszustand (W, 12, P 
bekannt) und gegebener Warmezufuhr q ergibt 

7 

sich der Endzustand aus dem Schnitt der dyna- Abb. 25. Rankine·Hugoniot.Rurve bei 

mischen Adiabate Gl. (79) mit der im ~,p-Dia- Energiezufnhr. 
e 

gramm eine Gerade darstellenden Gl. (22). Es kommen offenbar nur Zustands-
anderungen in Frage, bei welchen die Dichte gleichzeitig mit dem Druck zu
oder abnimmt, da andernfalls W imaginar sein muBte. Die dynamische Adiabate 
zwischen Punkt Fund Gist also physikalisch ohne Bedeutung. Die Punkte 
rechts von F entsprechen einer Druckabnahme, also einer Unterschallstromung, 
die Punkte links von G einer Druckzunahme, also Uberschallstromung. 1m 
allgemeinen gibt es zwei Schnittpunkte der Geraden Gl. (22) mit der Rankine
Hugoniot-Kurve Gl. (79) entsprechend den beiden Losungen des Falles 1 und 2. 
Nur in den Punkten J und K gibt es nur eine Losung entsprechend dem Uber
einstimmen von Fall 1 und 2 mit Schallgeschwindigkeit hinter der StoBfront. 
Die schwacheren Zustandsanderungen entsprechen stets dem Fall 1, also herrscht 
hinter der StoBfront zwischen K und F Unterschall, zwischen G und J Uber
schall, jenseits von J Unterschall und jenseits von K Uberschall. 

Var der Energiezufuhr herrscht auf Punkten, welche gemeinsam auf der 
Geraden (22) liegen (Punkt B und D), stets dieselbe Mach-Zahl. Punkt F (isobare 
Warmezufuhr) entspricht M = O. Punkt G (Warmezufuhr bei konstanter Dichte) 
entspricht M = 00. 
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16. Verbrennung und Detonation1 ,15. 

Fur den Beobachter, del' sich mit del' Stramung VOl' del' Energiezufuhr bewegt, 
erscheint diese als eine in ein ruhendes Medium hineinlaufende Starung. Herrschte 
VOl' del' stehenden Welle Unterschallgeschwindigkeit (Abb. 25; links im Punkt F, 
Fall 1 und 2), so lauft nun die energieumsetzende Starung mit Unterschall
geschwindigkeit in das ruhende Medium hinein, wobei Druck und Dichte durch 
die Energiezufuhr abnehmen und die Geschwindigkeit nach del' Reaktion (im 
sogenannten Schwaden), da sie im stationaren Bezugssystem eine Zunahme 
erfahren hat, nun entgegengesetzt zur Fortpflanzung del' Starung gerichtet ist. 
Diesel' Vorgang heiBt Verbrennung. Die Verbrennungsgeschwindigkeit ist im 
wesentlichen durch den Reaktionsablauf bestimmt und stets ziemlich klein. 
Man miBt* fur Gemische von Wasserstoff mit Sauerstoff 30 m/sec, mit Luft 
12 m/sec bei atmospharischem Druck und Umgebungstemperatur. Fur Gemische 
von Luft mit Benzin und Benzol 2,3 m/sec. Praktisch kann abel' bei haheren 
Verbrennungsgeschwindigkeiten verbrannt werden, indem del' Verbrennungs
beginn im Totwasser hinter kleinen Starkarpern eingeleitet wird. 

Uberschallgeschwindigkeit VOl' del' stehenden Welle gibt im bewegten Bezugs
system eine mit Dberschallgeschwindigkeit laufende Welle mit Energieumsatz. 
Sie heiBt Detonation und ist durch Druck- und Dichteerhahung und Nachlaufen 
des Schwadens hinter del' Detonationsfront gekennzeichnet (Abb. 25, Rankine
Hugoniot-Kurve links von Punkt G, Fall 1 und 2). Wahrend sehr verschiedene 
Verbrennungsgeschwindigkeiten gemessen werden, stellt sich bei del' Detonation 
nach kurzer Zeit stets eine bestimmte, fur das betreffende Medium typische 
Detonationsgeschwindigkeit ein. Sie ist durch die Tangente von Punkt A an die 
Rankine-Hugoniot-Kurve gegeben, was also del' kleinstmaglichen Detonations
geschwindigkeit entspricht. 

Links von Punkt J herrscht bei stationarer Front Unterschallgeschwindigkeit, 
Wellen konnen also hier die Vorgange bei del' Energiezufuhr beeinflussen. Diese 
Eigenschaft bleibt auch im bewegten System erhalten, da del' Front selbst wie 
den Wellen hinter ihr nur eine Zusatzgeschwindigkeit zugefugt ist. Wenn del' 
im Punkt B herrschende hohe Druck also nicht kunstlich aufrechterhalten wird, 
wird er absinken und die Detonationsfront abschwachen und verlangsamen, 
bis im Punkte J die Vorgange hinter del' Front keinen EinfluB mehr auf diese 
haben. Die Punkte J und K in Abb. 25 sind dadurch gekennzeichnet, daB die 
Neigung del' Hugoniot-Kurve die Richtung einer Geraden durch den Punkt A 
hat. Es sind p und (j variabel, hingegen p und [J fest, also folgt fur die Punkte J 
und K: 

p-p 
-l--C' 

e f! 
Fur die Entropieanderung langs del' Hugoniot-Kurve folgt mit Gl. (7n) 

T~d~ d':' 1d~ 1(~ )d(l) 1(1 l)d~ 
8 = ~ - e p = 2 p - p e - 2 e - e p, 

d. h. zusammen mit del' vorhergehenden Gleichung, daB die Entropieanderung 
auf del' Hugoniot-Kurve in den Punkten J und K verschwindet. Die Entropie 
nimmt dort Extremwerte an. Die Anderung von p mit e geht in dies en Punkten 
bei konstanter Entropie VOl' sich, also ist in J und K mit Gl. (2:~): 

f ... ~ = (aa~ ) = - (j2 ( ~~ L = - §2 22. 

e e e s 

* E. SCHMIDT: Thermodynamik, 3. Aun., S. 272. Springer-Verlag. 1945. 
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Wie schon im vorausgehenden Abschnitt erwahnt, gelten die lediglich aus 
der Kontinuitatsbedingung und dem Impulssatz abgeleiteten Gl. (22) in gleicher 
Weise auch hier. 

Die letzte Gleichung, in Gl. (22) eingesetzt, ergibt also folgende Beziehungen 
fur die Laufgeschwindigkeit U eines DetonationsstoBes und fUr die Nachlauf
geschwindigkeit LI W in ein ruhendes Medium: 

U .l..AQ AW -'-A(e 1) U- A = (":"')ce; LJ =(..:...)c e- = (+)c. (82) 

Die unteren Vorzeichen gelten fur eine gegen die x-Richtung laufende Deto

nation. Die Werte e und c ergeben sich aus dem Punkt J der entsprechenden 
I! 

Rankine-Hugoniot-Kurve (Abb. 25). 
DaB Detonationszustande, welche einem Punkte zwischen J und G entsprechen, 

nicht auftreten, ist noch nicht vollig klargelegt. Tab. II, 7 zeigt die zufrieden
stellende Ubereinstimmung der gemessenen Detonationsgeschwindigkeit mit 
cler nach R. BECKERl durch den Punkt J gegebenen. 

Tabelle II,7. Detonationsgcschwindigkeiten, gemessen nach LEWIS und FRIAUF17. 
Ausgangstemperatur 291 0 abs. 

Detonations· Detonations· Detonationsgeschwindigkeit 
druck temperatur m/sec 

~fischung 
Ausgangsdruck abs. 

(ber.) (ber.) (ber.) (beob.) 

(2 Hz + 0z) ................ 18,05 3583 2806 2819 
(2 Hz + 0z) + 3 0z .......... 15,3 2970 1925 1922 
(2 Hz + 02) + 3 N2 ......... 15,63. 3003 2033 2055 
(2 H2 + 02) + 4 H 2 •••••••••• 15,97 2976 3627 3527 
(2 Hz + 02) + 1,5Hz ........ 17,60 3412 3200 3010 
(2 H2 + 02) + 5 He ......... 16,32 3094 3613 3160 
{2Hz + 0z) + 3A ........... 17,11 3265 1907 1800 

Der Grund dafiir, daB bei Detonationen Zustande zwischen den Punkten G 
und J in Abb. 25 nicht auftreten, durfte mit dem Reaktionsablauf zusammen
hangen. Wie der Abschnitt uber Kondensationserscheinungen zeigt, kommt 
diesem Kurventeil durchaus physikalische Bedeutung zu. 

Ebenfalls ungeklart ist die Frage, wann und warum Verbrennung in Deto
nation ubergeht oder einer der beiden Vorgange nicht auftritt. 

17. Energiezufuhr im Kanal veranderlichen Querschnittes. 
Bei Beschrankung auf stetige Anderungen, also auch auf stetige Energie

zufuhren, konnen die Zustandsanderungen aus der Kontinuitatsbedingung 
Gl. (43), der Bewegungsgleichung (44) (unter AusschluB auBerer Krafte X = 0) 
und der Energiegleichung (47) berechnet werden, wobei Querschnittsanderung 
und Energiezufuhr naturlich als gegeben angesehen werden mussen: 

_1 dW +~!!.R.-_~.!!L. (43) 
W dx I! dx - f dx' 

W dW + ~ dp = 0; (44) 
dx I! dx 

T ~ + W dW + ~ dp = dQ. (47) 
dx dx I! dx dx 
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(Die Gleichungen speziell fur Kondensationseffekte gibt K. OSWATITSCH lO, in 
besonders allgemeiner Form auch unter Berucksichtigung del' Zusatzimpulse 
H. SHAPIRO und W. HAWTHORNE18.) 

Aus Gl. (47) und (44) kann der Entropieanstieg direkt durch die Energie
zufuhr ausgedruckt werden, was wieder nur die Entropiedefinition darstellt: 

T~-!!!L 
dx - dx' (83) 

Urn aber die vier thermischen Zustandsgro13en p, 12, s, T explizit auf zwei zu redu
zieren, ist eine Beschrankung auf bestimmte Medien erforderlich. Fur das ideale 
Gas - eine Beschrankung auf konstanten spezifische 'Varmen ist hier nicht 
erforderlich - ergeben sich folgende Beziehungen: 

_1_ dW _ _ __ 1_ [~ !:l ___ I __ !!!L] . 
W dx - 1 - M2 f dx cp T dx ' 

_1_ dM = 1 l-- (1 + u - 1 j12) ~!:l-l- _l_-=-u M2 _1 __ !!!L'I' 
M dx 1-M2 , 2 f dx I 2 cp T dx _ ' 

~ dp _ ~1l[~r~!:l--I- dQ ]. 
P dx - 1-21:I2 f dx cp T dx ' 

(84) 

~~ _ 1 [M2 !:l __ I_!!!L]. 
e dx - 1-M2 _ f dx cp T dx _ ' 

~ dT = ~ dp _ ~ de = __ I __ r(U-l)M2 !:l + (1- X _ZI12) _1 __ !!!L]" . 
T dx p dx e dx 1 - M2 f dx' cp T dx 

Die Gl. (84) fur f = konst. hatten ebenfalls durch Entwickeln der Gl. (75) fUr 
die dort als Fall 1 bezeichnete Losung, welche Gleichbleiben der Werte bei ver
schwindender Warmezufuhr ergibt, erhalten werden konnen. Es wirkt die Warme
zufuhr im allgemeinen wie eine Verengung des Kanals allerdings mit verschie
denen Gewichten fUr W, 111,12 und T. Eine merkwurdige Ausnahme davon macht 
die Temperatur im Bereiche 

1 
~<.ll1<l. 
Vu 

(85) 

In diesem Intervall fUhrt eine Warmezufuhr im Rohr (f = konst.) sogar zu einer 
Temperaturabsenkung! Die Druckabnahme durch die Beschleunigung der 
Stromung wirkt hier starker als die Dichteabnahme. 

Wichtig ist, daB die Druckanderung durch die Warmezufuhr im Rohr mit .J{2 

verschwindet. Es herrscht also bei kleinen Mach-Zahlen Gleichdruekverbrennung, 
was durch die Moglichkeit eines volligen Druekausgleiches bei kleinen Geschwin
digkeiten zu erklaren ist. Ganz entsprechend dazu wurde in dem in Abb. 25 der 
isobaren Energiezufuhr entsprechenden Punkte F VOl' der Verbrennungsfront 
M = 0 gefunden (Abschnitt 15). 

1m Kanal veranderlichen Quersehnittes ergeben sich die Zustandsanderungen 
einfach aus der Superposition der Vorgange in del' Laval-Duse und im Rohr mit 
Warmezufuhr. 

Nebeu del' Anderung der ZustaudsgroBen ist von groBerem Interesse uoeh die 
Anderung des Ruhezustandes. Die Anderung der Ruheenthalpie und fur das 
id. Gas konst. sp. W. jene der Ruhetemperatur wurde in Gl. (76) und (77) dem 
Energiesatz entnommen. Die Anderung des Ruhedruckes ergibt sich aus del' 
Entropie und Ruheenthalpie mit del' Entropiedefinition (I, 35) wie folgt: 

also mit Gl. (76) und (83): 

_1_ dpo = dio - To ds, 
eo 

~ dpo = _JlQ... dQ [~-1] = _ eo To !!!... [l-2.J. (86) 
Po dx Po dx T Po dx To 
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Da die Temperatur T auch fur jedes beliebige Medium kleiner ist als die Ruhe
temperatur, so ist - auBer bei Ruhe - die Warmezufuhr unter den gegebenen 
Umstanden stets mit einer Ruhedruckabnahme verbunden. Dabei ist es keineswegs 
erforderlich, daB es sich um einen irreversiblen Vorgang handelt. Wenn namlich 
auch die Entropie des stromenden Mediums ansteigt, so kann es sich dennoch 
um einen reversiblen Vorgang handeln, in dem die Entropie des Warmebehalters, 
dem die Warmemenge q entzogen wird, in gleichem MaBe sinkt, die Summe del' 
Entl'opien abel' konstant bleibt. Ruhedruckabfall ist dal'nach bei Vol'gangen 
mit Enel'giezufuhl'en noch keineswegs mit Il'l'evel'sibilitat vel'knupft. 

Fur das ideale Gas ist: 

_1_ dpo __ 1 ~[1-~] __ u -1-~[1-~1 (87) 
Po dx - c:p - Cv dx To - u - 1 c:p T dx To . 

Da hier die Temperatur T auf tritt, bei welcher die Warmezufuhr erfolgt, ist 
eine allgemeine Integration nicht moglich. Die Formel (87) laBt sich also nur mit 
der differenzierten Gl. (41) fur den Zusammenhang von Ruhedruckabfall und 
Entropieanstieg im VerdichtungsstoB vergleichen. Der Ruhedruckabfall ist 
darnach bei der Warmezufuhr stets kleiner als bei einem StoB gleichen Entl'opie-

anstieges, indem zum Entropieanstieg im ersteren Fall der Faktor [ 1 - ;0] hin

zutritt, d. i. derWirkungsgrad einer idealen, zwischen den Temperaturen To 
und T arbeitenden Maschine. 

Wegen der Anderung der Ruhetemperatur To andert sich die Ruhedichte eo 
hier in anderer Weise als der Ruhedl'uck Po. Durch Berechnung von eo aus Po 
und To kann leicht gezeigt werden, daB die Ruhedichte bei Warmezufuhr abfallt; 
zum Unterschied von Po naturlich auch bei T = To. 

Die Gl. (87) unterscheiden sich von den Gl. (84) darin, daB der Kanalquer
schnitt in ihnen nicht explizit auftritt. Implizit allerdings ist er in der Tem
peratur T enthalten, die von Warmezufuhr und Kanalquerschnitt abhangt. 

18. Gleichdruckverbrennung. 
Neben der Warmezufuhr bei konstantem QuerschniU spielt auch jene bei 

konstantem Druck eine wichtige Rolle. Bei diesel' kann der Querschnitt nicht 
vorgegeben werden, er muB vielmehr so gewahlt werden, daB eine isobare Zu
standsanderung gewahrleistet wird. Die Gleichungen werden dabei besonders 
einfach, weshalb sich dieser Vorgang fUr theoretische Erwagungen besonders 
eignet. 

Aus der Bewegungsgleichung (45) folgt mit p = konst. sofort W = konst. 
Der Vorgang vollzieht sich bei konstanter Geschwindigkeit. Bei konstantem 
Druck und konstanter Geschwindigkeit ist die Anderung von i gleich der Energie
zufuhr. i hinwiederum ist auf der Isobare nur abhangig von T, welches damit 
nur mehr von der Wal'mezufuhr q abhangt. Es hangt aber auch die Dichte nur 
mehr von T und damit von q ab, womit uber die Kontinuitatsbedingung Gl. (1) 
der Querschnitt f abhangig von q gegeben ist. 

Fur das id. Gas konst. sp. W. ergeben sich also folgende Beziehungen: 

i T q 
--1 =--1 =--
i T c:p T' 

f e T q 
7=T='l' = 1 + c:pT' 

) (88) 

Die Schallgeschwindigkeit spielt bei der Gleichdruckverbrennung nicht jene 
ausgezeichnete Rolle wie bei der Energiezufuhr im Rohr konstanten Quer-
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schnittes. Da sich die Geschwindigkeit nicht andert, andert sich die Mach-Zahl 
umgekehrt wie die Schallgeschwindigkeit, also umgekehrt wie die Wurzel aus 
der Temperatur: 

! = V ~ = Vr~ ~ Tq . 
, cp T 

(89) 

Die Mach-Zahl nimmt also ab und kann, wenn anfangs Ube:c'schalbtrolllung 
herrschte, den Wert 1 ohne Schwierigkeit durchschreiten, weil sich del' Quer
schnitt f dabei gleichzeitig vergroBert. 

Mit Gl. (I, 37) kann der Entropieanstieg fUr das id. Gas konst. sp. W. beredmet 
werden. Mit p = konst. ergibt sich: 

s-s=cpln;: =cpln(l + CpqT)' (90) 

Daraus ergibt sich nun wieder der Ruhedruckabfall mit Gl. (77) fur die Amlerung 
der Ruhetemperatur: 

'8 - 8 = _x_ [In (1 + +,) -In (1 + __ 'L ,) ,. 
cp-cv x-l cp10 c)ll 

(nI) 

Es ergab sich am Ende von Abschnitt 17 stets eine Abnahme des l::'uhedruckes 
bei Energiezufuhr. Auch bei G1. (91) ist dies - wegen '1'0 > '1' - stets 
der Fal!. Natiirlich ist bei kieiner Mach-Zahl wegen des geringen Unterschiedes 
von To und '1' auch der Ruhedruckabfall wieder sehr gering. 

19. Kondensationseffektc. 
Da der Sattigungsdampfdruck auBerordentlich stark im wesentlichen 

exponentiel! - mit der Temperatur fant, fuhren die starken AbkuhIungen bei 
Beschleunigung von feuchter Luft oder von Wasserdampf in Stromungen hoher 
Geschwindigkeit stets dazu, daD del' Dampfdruck bald unter den Sattigungsdruck 
sinkt. Man sagt, daB die feuchte Luft oder del' Wasserdampf "ubersattigt" 
oder "unterkuhlt" werden. Kondensiert in jedem Augenblick so viel, daD das 
Medium eben gesattigt ist, dann spricht man von feucht-adiabatischer Aus
dehnung. Sie spielt in del' Meteorologie eine groDe Rolle, wo die aufsteigende, 
sich adiabatisch ausdehnende Luft zur Wolkenbildung fUhrt. Dabei schlagt sich 
das Wasser an kleinen Staubteilchen zu Tropfen nieder. Bei den viel schneller 
ablaufenden Vorgangen in Hochgeschwindigkeitskanalen und Laval-Dusen, 
wo sich die Zustandsanderung in 10-2 bis 10-4 sec abspielen, kommt del' feucht
adiabatischen Ausdehnung keine Bedeutung zu. Der Kondensationsvorgang 
findet zunachst keine Zeit, sich zu entwickeln, die Zustandsanderung erfolgt 
praktisch voUig trocken. 

Obwohl die Anderung des Ruhezustandes nicht zu stark unterkuhlter schnell
stromender Gase praktisch der isentropen Ausdehnung VOl' Erreichen del' Satti
gungsgrenze vollig gleicht und bei einem id. Gas konst. sp. W. die G1. (I, 27) 
ohne weiteres verwendet werden konnen, kann dennoch nicht mehr von "Isen
tropie" gesprochen werden. Das thermodynamische Gleichgewicht ist bei einer 
solchen Ausdehnung nicht hergestellt. Die Zustandsanderung ist nicht mehr 
quasistatisch und folglich nicht mehr isentrop. Die Isentrope unter der Sattigungs
grenze ist die feuchte Adiabate. Die Ausdehnung ohne Warmeaustausch und 
Kondensation unter del' Sattigungsgrenze heiDt "trocken" adiabatisch. 

Man darf sich bei der Frage, ob wesentliche Kondensation stattfindet, 
d. h. ob die Ausdehnung wesentlich von del' "trocken" -adiabatischen Aus-
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dehnung abweicht, nicht von der Beobachtung von Nebel leiten lassen. Diese 
beruht auf komplizierten optischen Effekten, und es kann sowohl der Fall auf
treten, daB sichtbare Nebelbildung ohne wesentliche Kondensation und auch 
wesentliche Kondensation ohne sichtbare Nebelbildung 
auftritt. d1"m,J 

00 
Dbersattigungen lassen sich allerdings nicht belie big 

~ 0 

.~._ . .. -o :w 0 11 0 

I . 
• 

steigern19. Bei Wasserdampf tritt bei Unterkuhlung von 
etwa 35° unter die Sattigungsgrenze ein Zusammenbrechen 
des Dbersattigungszustandes ein. Jedes zufallige Zu
sammentreffen mehrerer Molekule bildet dann bereits den 
Keirn fur einen neuen Tropfen und fiihrt zu der Bildung 
einer auBerordentlich groBen Tropfenzahl. Einer Untel'
kuhlung von 35° entspricht eine Abkuhlung durch adia
batische Ausdehnung urn etwa 55°. Die "adiabatische 
Unterkiihlung" ist stets groBer als die ortliche Unter
kiihlung, weil mit der Ausdehnung auch noch der Dampf
druck abfallt. Abb. 26 zeigt das Zusammenbrechen des Dber
sattigungszustandes nach Versuchen von J. I. YELLOTT20, 

·!ltnO/~ v. h'pPtt;(lfg.!.Ifrti.l. 'ifill!) 

fiJ 
• Ytllot (h'';,f,ft'rl/<1l71pT/i 
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Abb. 26. Adiabatlsche Un· 
terkiihlung abhlinglg von 
der relativen Feuchte 1m 

Ausgangszustand . 

A. M. BINNIE und M. W. WOODS21 und K.OSWATITSCH9, abhangig von der 
relativen Feuchte (Verhaltnis von Dampfdruck und Sattigungsdruck) im Ruhe
zustand. Das Zusammenbrechen bei Dbersattigung erfolgt in der Regel erst 
bei Dberschallgeschwindigkeit. Dort falIt die Temperatur in Stromungsrichtung 
so schnell, daB eine Ungenauigkeit von 
einigen Celsiusgraden in der Bestimmung ;;,: 
des Kondensationsbeginnes praktisch 
keine Rolle spielt. 

Die Kondensationseffekte haben fur 
die Dampfturbinen und die Hoch
geschwindigkeitswindkanale groBe Be- at, 'D 
deutung. 

Man erhalt schon ein recht gutes 
Bild der Vorgange, wenn der Konden- 1'-" 
sationsvorgang in einen Querschnitt 
verlegt wird, im iibrigen die Aus- 40. 

dehnung abel' trocken-adiabatisch ge- 40 

rechnet wird. Bei feuchter Luft braucht Il,o. 

dabei nur die Warmeentwicklung durch 1l,0 

Kondensation, nicht aber der Ausfall 
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reinen Wasserdampf sind beide Effekte Abb.27. Xnderung des Enddruckes abhanglg von 
in Rechnung zu stellen9• Abb.27 zeigt der Machscben Zahl der DOse und der relatlven 

Feuchte (- - Isentrope). 
Rechnunge!l, bei denen die gesamte 
Warmeentwicklung durch Kondensation in Dberschalldiisen in den Endquer
schnitt verlegt ist, und Druckmessungen im Endquerschnitt von WALCHNER22. 

Bei 100% relativer Feuchtigkeit (d. h. also Sattigung) bei 20° C enthalt Luft 
unter Normaldruck etwa 1,5 Gewichtsprozent Wasserdampf, ein Zustand, der in 
Mitteleuropa selten ist. Wird diesel' Wasserdampf zu Schnee, so werden etwa 
680 cal/g (bei Kondensation etwa 600 cal!g) frei. Erfolgt das bei 55° adiabatischer 
Unterkuhlung (T = 238°), so ist 

_ 0,015. 680 = 0,18. 
0,24.238 
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Die gestrichelten Kurvenstiicke in Abb. 27 geben das Abweichen vom trocken
adiabatischen Zustand im betreffenden Querschnitt durch Zufiihren von Warme 
(durch Kondensation). Die von WALCHNER im Endquerschnitt je einer Wind
kanaldiise (den sieben Diisen entsprechend sieben Punktgruppen) bei verschie
denen Feuchten gemessenen Druckwerte fiigen sich sehr gut in das Kurvensystem 
ein. Dabei sind die Feuchtigkeitseinfliisse in der Nahe von .211 = 1 besonders 
eindrucksvoll. Fiir die Versuchstechnik interessiert dabei weniger der Fehler, 
der bei Berechnung der Mach-Zahl aus dem Querschnitt, sondern jener, der bei 
Berechnung der Mach-Zahl aus dem Druck iiber die Bernoullische Gleichung 
gemacht wird. Dieser ist in Schallnahe bedeutend geringer. 

Nach Gl. (83) ist die Entropieanderung allein durch die Warmezufuhr bedingt. 
Damit kann nicht nur die Geschwindigkeit, sondern auch die Mach-Zahl als 
Funktion von Druck und Entropie allein aufgefaBt werden [M = M (p, s)]. Es 
interessiert die Abhangigkeit von s bei konstantem Druck, wofiir durch log
arithmisches Differenzieren der Gleichung fiir die Mach-Zahl eines idealen Gases 
geschrieben werden kann: 

1 (aM) 1 (aw) 1 1 (all) 
M ----as p = W -as p-""2-l' as p. 

~un andert sich nach Gl. (45) bei konstantem Druck auch die Geschwindigkeit 
nicht. Diese wiirde also in erster Naherung aus der Bernoulli-Gleichung bereits 
richtig berechnet werden. Mit Gl. (I, 36) und (83) ist, wenn die kleine "rarmezufuhr 
nicht mit dq, sondern wieder einfach mit q bezeichnet wird: 

(dM) = _~~ (aT) ds =_~ =_~_q_ (92) 
~711 p 2 T as p 2 Cp 2 Cp T . 

Darnach bleibt in jedem Fall der Fehler bei der Berechnung von M aus p mittels 
Tab. II, 5 mit der Energiezufuhr klein. 

1m freien Flug sind die Verhaltnisse dadurch gegeniiber der Stromung in 
Kanalen etwas gemildert, daB in letzterer etwa diejenigen Feuchtigkeitsverhalt
nisse im Ruhezustand gegeben sind, welche beim Flug im Anstromzustand 
herrschen. Immerhin konnen beim Hochgeschwindigkeitsflug mit Uberschall
geschwindigkeiten am Flugzeug die fiir eine plOtzliche Kondensation erforder
lichen Unterkiihlungen erreicht werden, wavan man sich durch Uberschlags
rechnungen iiberzeugen kann. 

Eine genauere Verfolgung der Kondensationsvorgange macht ein schritt
weises Berechnen der Stromung etwa mit den Gl. (84) erfarderlich. Dazu ist 
eine genaue Kenntnis des Kondensationsvorganges erforderlich, die man bei 
reinem Wasserdampf besitzt. Abb. 28 zeigt Versuche von YELLOTT13 und die von 
K. OSWATITSCH9 gegebene Theorie. Bis zum Beginn der Kondensation sind 
die Zustande "trocken-adiabatisch" aus dem Diisenquerschnitt berechnet. 
Damit werden innerhalb der Versuchsgenauigkeit vollig richtige Werte erhalten, 
was auch auf die geringe Bedeutung der Reibung bei kurzen Diisen hinweist. 
Der Druckanstieg nach dem Ende der theoretischen Kurven zeigt Verdichtungs
staBe an, welche durch starke Starungen stromabwarts bedingt sind. (Die StaBe 
sind nicht senkrecht, daher ein geringerer Drucksprung im StoB.) 

Es kann also nur bei sehr langsamen Zustandsanderungen (Meteorologie) 
mit feucht-adiabatischer Zustandsanderung gerechnet werden. In Diisen, Kanalen, 
Stramungsmaschinen erfolgt die Ausdehnung von feuchter Luft und von Wasser
dampf zunachst stets "trocken" bis zu einem plOtzlichen Zusammenbrechen 
des Ubersattigungszustandes. Der Ort des Zusammenbrechens hangt von der 
Unterkiihlung, also iIll wesentlichen von der relativen Feuchte im Ruhezustand 
abo Wegen des starken Absinkens der Temperatur in Uberschallstromung tritt 
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die Kondensation im allgemeinen schon bei geringer Uberschallgeschwindig
keit (M < 1,5) auf. Die Starke des Effektes hangt von der kondensierenden 
Wasserdampfmenge ab und wird am besten mit G1. (92) abgeschatzt. Bei feuchter 
Luft kann mit einem Ausfall des groBten Teiles des Wasserdampfes gerechnet 
werden. Bei rein em Wasserdampf ist die Abschatzung schwieriger. Hier ist 
durch Erreichen des Sattigungszustandes eine obere Grenze gegeben. 

Der Kondensationsvorgang in Laval-Diisen wird wegen der damit verbun
denen raschen Anderung des Stromungszustandes im Uberschallbereich gerne 
als Kondensationsstof3 bezeichnet. Dies solI nicht 
bedeuten, daB er dem in Abschnitt 15 mit Fall 2 
bezeichneten Vorgang entspricht, der fiir q = 0 einen 
senkrechten StoB ergibt. Der KondensationsstoB 
entspricht vielmehr dem Fall 1, also dem in Abb. 25 
zwischen Punkt G und J gelegenen Kurventeil, der 
bei der Detonation keine Rolle spielt. 

Bisher wurde nur von der Kondensation des 
Wasserdampfes gesprochen. Bei geniigend tiefen 
Temperaturen kommt aber auch eine Verfliissigung 
von Luft in Frage. Bei etwa - 200 0 C faUt der 
Sattigungsdruck des Sauerstoffes und (wenige Grade 
danach) der Sattigungsdruck des Stickstoffes ex
ponentiell mit del' Temperatur zu verschwindend _ lob. 28. Kondensation in einer 
kleinen Werten abo Bei isentroper Ausdehnung wird Dampfdtise. 

in der Nahe von - 200 0 C Sattigung erreicht, das 
entspricht nach Tabelle II, 3 einer Mach-Zahl von M = 4, wenn im Ruhe
zustand Zimmertemperatur herrscht. Die Ubersattigungen, welche schlieBlich 
zu einem KondensationsstoB in Luft fiihren, sind noch nicht genauer bekannt. 
Sicher tritt wesentliche Kondensation noch vor Erreichen der Mach-Ziahl zehn 
infolge der auBerordentlichen Unterkuhlungen in Windkanalen ein. Damit 
bildet dieser Effekt ein ernstes Problem der "Hyperschall"-MeBtechnik23 • 

Nur sehr kriiftiges Aufheizen des Ruhezustandes schiebt das Zusammenbrechen 
des Ubersattigungszustandes urn ein wesentliches Stuck hinaus. 1m freien Flug 
liegen die Verhaltnisse anders, weil eine Steigerung der Machzahl bei gleich
bleibender Anstromtemperatur zu einer Steigerung der Ruhetemperatur fuhrt. 

20. JOllIe-Thomson -Effekt. 

Handelt es sich urn die Stromung eines nicht idealen Gases ohne Energiezufuhr, 
so ist der Energiesatz in der Form der G1. (6) zu benutzen. Sind die Enthalpie
differenzen gering, so konnen diese nach Temperatur- und Druckanderung ent
wickelt werden. Man erhalt bei Vernachlassigung der Glieder hoherer Ordnung: 

-:- . (ai) (T~ T) ( ai) (~ ) ~-~= aT p - + ap T p-p. 

Nach GI. (1, 13) ist aber ( :~ )p = cp , womit der Energiesatz wie folgt geschrieben 

werden kann: 

(93) 

Formal hat GI. (93) also die gleiche Form wie der Energiesatz eines id. Gases 
konst. sp. W. bei Warmezufuhr. 

Fur genugend kleine Mach-Zahlen der Stromung ist nicht nur das Verhaltnis 
del' kinetischen Energie zum Pl'odukt Cp T, welches beim ideal en Gas dem Werte 

Oswatitsch, Gasdynamik. 
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~2 rCp T = x 21M2 entsprechen wurde, sehr klein, sondern es konnen die kine

tischen Energien auch gegen die Differenz cp CF - T) vernachlassigt werden. 
Man erhalt einfach die Anderung der Ruhezustiinde. Fur diese erhalt man bei 
Luft normalen Druckes weitgehend unabhangig von diesem: 

!o- To = __ 1 (~) = 0,26 ( 273_)2 0 C/at. (94) 
Po - Po cp op T T 

Bei Luft ergibt sich das Abweichen yom idealen Gaszustand in einem Abfallen 
der Temperatur mit dem Druck. Der Druckabfall darf dabei nicht durch eine 
wesentliche Geschwindigkeitserhohung hervorgerufen sein. 1m physikalischen 
Versuch wird er durch einen in einem gut isolierten Rohr befindlichen Watte
pfropfen erzeugt. In der Technik kann der Joule-Thomson-Effekt Gl. (94) an 
Drosselventilen und Schiebern (Drosseleffekt) oft beobachtet werden. Stets 
ist er an starke Reibungsvorgange (Turbulenz) gebunden. Nach Gl. (94) wird 
er erst bei hoheren Luftdrucken bedeutungsvoll. 

Ein Gas, welches vor einem StoB als ideal angesehen werden kann, ist auch 
nach dem StoB weitgehend ideal. Das Abweichen yom idealen Zustand ist ja 
an groBe Dichten geknupft. Der Dichteanstieg im StoB ist aber begrenzt (Hochst-

wert: e = ~), weshalb bei diesem ein Joule-Thomson-Effekt nur dann e x-I 
in Frage kommt, wenn sich das Medium schon vor dem StoB an der Grenze des 
idealen Gaszustandes befindet. 
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III. Instationare Fadenstromung. 
1. Vorbemerkung. 

Instationare Stromungen mit einheitlichen Zustanden in den einzelnen 
Querschnitten (instationare Fadenstromungen) stellen bereits sehr allgemeine 
Stromungsformen dar, um so mehr sind Einschrankungen des Gebietes bei dem 
zur Verftigung stehenden begrenzten Raume erforderlich. Es sollen hier die ftir 
die Gasdynamik typischen instationaren Vorgange mit starken Dichte-, Druck-, 
Temperatur- und daher auch Schallgeschwindigkeitsunterschieden behandelt 
werden, wobei Vorgange der inneren Reibung und der Warmezufuhr, insbesondere 
der Warmeleitung, moglichst vernachlassigt werden sollen. Verbrennung und 
Detonation in schmalen Fronten (" StoBen") und aIle V organge mit innerer 
Umsetzung bleiben dabei nicht ausgeschlossen, solange das Medium als homogen 
angesehen werden kann. 

Schon im Abschnitt II, 1 wurde gezeigt, daB die ebene und kugelsymmetrische 
Quellstromung ein Spezialfall der stationaren Fadenstromung ist. Ebenso steUt 
die Ausbreitung ebener Wellen und jene von Zylinder- und Kugelwellen nur 
einen Spezialfall der WeUenausbreitung in einem Kanal veranderlichen Quer
schnittes dar. Die allgemeinste Bewegungsform ist nicht nur durch zeitlich ver
anderliche Zustande, sondern auch durch zeitlich veranderliche Fadenquerschnitte 
gegeben. 

Wiihrend aber die stationare Fadenstromung genau der stationaren Stromung in 
einem Stromfaden entspricht, trifft das bei einer instationaren raumlichen Stromung 
nicht mehr zu, wo sich ein Stromfaden im allgemeinen zu verschiedenen Zeiten aus 
verschiedenen Teilen zusammensetzt. Ein Massenteilchen ist zwar nach kurzer Zeit 
an die Stelle seines vorausstromenden Teilchens geriickt, weist aber dort nicht mehr 
auf dieses hin, gehort also mit diesem nicht mehr einem gemeinsamen Stromfaden 
an. Eine Ausnahme machen beispielsweise kugel- und zylindersymmetrische 
Stromungen. 

Das Zulassen groBer Druck- und Schallgeschwindigkeitsunterschiede bedeutet 
zwar, daB die allgemeinen Gleichungen die Spezialfalle kleiner Zustandsande
rungen enthalten, hat aber gleichzeitig eine Beschrankung der berechenbaren 
und bisher gelOsten Aufgaben zur Folge. 

Die Behandlung der Ausbreitung kleiner Storungen in ruhendem Medium 
ware namlich gleichbedeutend mit dem Schreiben eines Buches tiber Akustik. 
Kleine periodische Storungen in Stromungen ftihren in das umfassende Gebiet 
der Berechnung von Luftkraften und Eigenschwingungen schwingender Platten 
und Fliigel. Alles das kann weder hier noch in den spateren Kapiteln dieses Buches 



68 III. Instationare Fadenstromung. 

aufgenommen werden, wenngleich eine scharfe Abtrennung und Abgrenzung 
dieser Gebiete nicht immer moglich ist. 

2. Eulersche und Lagrangesche Methode. 

Bei der stationaren Fadenstromung wurden die Stromungszustande an be
stimmten Orten des Fadens betrachtet. Dies ist die nach EULER bezeichnete 
und bei stationaren Stromungen gegebene Darstellungsart. In ihr werden die 
mit den unverandert bleibenden Stromungsberandungen verbundenen Koordi
naten neben der Zeit als unabhangige Veranderliche gewahlt und in Abhangig-

keit von diesen die Stromungszustande gesucht. Die Ableitungen ~ und -,~-. ~ a 
nach den beiden Unabhangigen x, t der Fadenstromung bedeuten hier, daB je
weils die zweite unabhangige Veranderliche festgehalten wird, in der Schreih
weise der Thermodynamik also: 

a~' = (oOil; :t = (-:i1· 
Daneben kann entsprechend den Methoden der Punktmechanik und der Thermo
dynamik aber auch ein bestimmtes Massenteilchen herausgegriffen werden und 
nach dem Zustand und dem Ort der einzelnen Massenteilchen in Abhangigkeit 
yon der Zeit gef1'agt werden. Bei dieser "Lagrangeschen" Darstellungsart sind 
unabhangige Veranderliche die Zeit t und eine Koordinate a, welche fiir jedes 
Massenteilchen typisch ist. Vorteilhaft ist es, etwa mit a den O1't x des Teilchens 
im Ausgangszustand (t = 0) zu bezeichnen. Dannsind die gesuchten Verander
lichen, also die ZustandsgroBen und der Ort x der Teilchen, abhangig von der Zeit 
und del' Ausgangslage a. Hier bedeuten nun die partiellen Ableitungen in aus
fiihrlicher Schreibweise: 

G (0) ° (G) &a = oa t; Tt c= ot,,' 
Insbesondere ist die Anderung des Ortes eines Teilchens mit der Zeit gleich del' 
Geschwindigkeit. In Lagrangeschel' Bezeichnung also: 

~~ = ( ~;L = W. 

Auch in der Eulerschen Darstellung.3art interessiert die Andel'ung irgendeiner 
Teilcheneigenschaft mit del' Zeit, etwa urn den erst en Hauptsatz der Wal'me
lehre auszudriicken. Die Beziehung wird einfach mit der Kettenregel der par
tiellen Differentiation gewonnen, nach der die Ableitung einer Funktion g der 
Vel'anderlichen t, x, die selbst wieder Funktionen von ~ und 'i) sind, gleich jst: 

!JL _ oy }J!.. I 3L _ox 
OTj - at Of' T ox OTj' 

Werden nun die Veranderlichen ~ und 'i) den Lagrangeschen Variablen a und t 
gleichgesetzt und wird in iiblicher Weise die zeitliche Anderung einer Teilchen-

eigenschaft bei Eulerschel' DarsteHung durch ~t ausgedl'iickt, so folgi: 

~~ =(~na=(~nx(~~L+(~~)t(~~)a= ~~ +W~~. (1) 

Bei stationarer Stromung [( :t ) x = 0] el'gibi sich die zeitliche Andel'ung einer 

Teilcheneigenschaft in Eulerscher Da1'stellung einfach durch Multiplikation der 
artlichen Anderung mit der Geschwindigkeii. In Lagrangescher Darstellung ist die 
staiionare Stramung im iibrigen mit keiner wesentlichen Vel'einfachung verbunden. 
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3. Integralsatze in Eulerscher Darstellung. 
Nach der Aufstellung der Integralsatze fur stationare Fadenstromungen in 

Abschnitt II, 2 ist es nun nicht schwer, die entsprechenden Satze auf instationare 
Vorgange zu erweitern. Als weitere Moglichkeit einer Massenanderung, einer 
Impuls- oder Energieanderung kommt hier zum DurchfluB der entsprechenden 
GroBen durch die Endquerschnitte die Zunahme von Masse, ImpuIs und Energie 
im betrachtete:iJ. Raum. Er ist durch den VerI auf des Querschnittes I gegeben, 
der nur von der - Iangs der im Raum festen Mittellinie der Stromung gemessenen 
- Bogenlange x und noch von der Zeit t abhangt. Die zwischen den zeitlich 
festen Punktenx1 und x2 eingeschlossene Masse, der eingeschlossene Impuls 
in Richtung der Kraft K und die eingeschlossene Energie sind gleich (Abb.-+ 
mit dem Index 2 fur den Endquerschnitt): 

'" '" Je I dx; JeW cos {} I dx; (2) 

'" 
Die zeitlichen Anderungen dieser Integrale sind den entsprechenden Sat zen 

hinzuzufiigen, urn diese auf instationare Vorgange zu erweitern. Wegen der zeit
lichen Unveranderlichkeit von Integrationsweg und -grenzen kann die zeitliche 
Ableitung einfach am Integranden ausgefuhrt werden. 

Dies fuhrt zur Kontinuitatsbedingung: 

(3) 

Wie in Gl. (II, 2), wird hier von Massenquellen abgesehen. Da die Integrale der 
Gl. (2), nachdem uber den Ort integriert wurde, reine Zeitfunktionen darstellen, 
ist die zeitliche Ableitung vor dem Integral einer gewolwlichen Ableitung gleich
zusetzen: 

Ais Impulssatz ergibt sich in Verallgemeinerung von Gl. (II, 3): 

X2 %2 

-88 Je W cos{} I dx =J~ (e w cos {} f) dx = t . m 

= K + (PI + el W12) 11 COS{}1 - (P2 + e2 W22) 12 COS{}2· (4) 

Und schlieBlich in Verallgemeinerung von Gl. (II, 4) der Energiesatz: 

8 j~2 ( W2) j:' 8 ( W2 ) at e 2 + e I dx = -8t I e 2 + e dx = 
Xl Xl 

(5) 

wobei unter L wieder aIle von auBen zugefuhrten Leistungen zusammengefaBt 
sind, insbesondere Warmezufuhr oder Arbeitsleistungen durch auBere Krafte 
(Anderungen der potentieIlen Energie) und bei zeitlich veranderlichem Quer
schuitt die Arbeitsleistung, welche zum Zusammendrucken aufgewendet wird. 

Das Auftreten von Ableitungen nach t in den Gl. (3), (4) und (5) legt eine 
weitere Integration dieser Gleichungen uber die Zeit nahe, womit es sich dann 
dimensionsmaBig urn Gleichungen fur die Masse; die BewegungsgroBe und die 
Energie handeln wurde und nicht urn deren Strome. Daruber mehr im nachsten 
Abschnitt. 
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4. Integralsatze in Lagrangescher Darstellung. 
Die Brauchbarkeit der Lagrangeschen Darstellung liegt vor allem bei An

wendungen, wo eine bestimmte Masse in einem Raum variabler GroBe einge
schlossen ist, wie dies in Motorzylindern und Kanonenrohren der Fall ist. 1m 
ersten Fall stellt der Kolben, im zweiten Fall das GeschoB eine Grenze dar, 
welche wohl mit x veranderlich, aber an einen festen Wert von a gebunden ist, 
da stets dieselben Massenteile an Kolben oder GeschoBboden grenzell. Besollders 
im Kanonenrohr wird dabei gut mit kOllstanten Zustanden uber den Querschnitt 
gerechnet werden konnen. Die genallntell Vorgange werden daher vor aHem den 
Vorstellungen bei den Ableitungen dieses Abschnittes zugrullde liegen. 

Die Kontinuitiitsbedingung hat wieder fur eine massen-queHenfreie Stromung 
auszudrucken, daB die zwischen den bewegten Endquerschnitten eingeschlossene 
Masse zeitlich konstant sein muB. D. h.: 

X2(t) a2 

J e 1 dx = J eo 10 da = konst. (6) 
x,(t) a, 

Mit dem Index 0 ist dabei der Zustand zur Zeit t = 0 bezeichnet, wobei moglichst 
ein Ruhezustand als Ausgangszustand zu wahlen sein wird. 1st der Ausgangs
zustand kein Ruhezustand, so unterscheidet sich allerdings die Bezeichnung von 
jener bei stationarer Stromung. Jedoch gibt dies kaum zu Irrtiimern AnlaB, 
weil dem Ruhezustand bei instationarer Stromung keineswegs dieselbe Bedeutung 
zukommt wie bei stationaren Vorgangen. Bei instationaren V organgen kann 
namlich durch Ubergang in ein bewegtes Bezugssystem fur ein bestimmtes 
Teilchen stets jeder beliebige Zustand zum Ruhezustand werden. Dies ist bei 
einer stationaren Stromung nicht moglich, weil diese im bewegten Bezugssystem 
sogleich zu einer instationaren Stromung wird. 

Die Kontinuitatsbedingung in Lagrange-Koordinaten ist schon allein durch 
die zeitliche Unabhangigkeit des Integral8 uber eo 10 da, der Masse des Elementes 
da, gegeben. In dieser DarsteHung klingt die Kontinuitatsbedingung nahezu 
trivial. Das Integral uber x zeigt folgende Beziehung fur die Massenelemente 
in Eulerscher und Lagrangescher Schreibweise: 

eldx=eo/oda. (7) 

Die Kontinuitatsbedingung (6) druckt eine Massenbeziehung, die cntsprechende 

Gl. (3) eine DurchfluBmengenbeziehung (l\~:::e) aus. Durch zeitliche Ableitung 

von Gl. (6) ist ein Vergleich sofort moglich. Es zeigt sich, daB sich die beiden 
Kontinuitatsbedingungen, wie auch entsprechend die anschlieBend abgeleiteten 
Impuls- und Energiesatze, durch die MassenfluBglieder 1 e W durch die End
flachen unterscheiden. Wird namlich das Integral uber x in Gl. (6) bei festem x 
nach t abgeleitet, so sind auch die zeitlichen Ableitungen nach der oberen und 
unteren Grenze auszufuhren, was gerade die entsprechenden Glieder ergibt. 

Fur eine Funktion F (x, t) gilt mit dd als gewi:ihnlicher und aa und ~ als partiel\er 
t t ax 

Ableitung bei festem x und t: 
X2(1) x, 

d j. , j. of " dJ: 2 l' d.r! 
-d }f (x, t) dx = --,-- dx -+- l' (x 2, t)-l- - ! (Xl. t) 1-· 

t r:t It (t 
x:(t) x: 

Speziel\ in diesem Abschnitt ist _d~!/ - ~~ l'V 1; ~~2_ ~= W 2. 

Der Impulssatz als Gleichung fUr die BewegungsgroBen und nicht wie Gl. (4) 
fUr deren Strome aufgestellt, driickt aus, daB die Differenz der BewegungsgroBen 



III, 5. Differentialgleichungen in Eulerscher Darstellung. 71 

in Richtung der Kraft K zu den Zeit en t und t = 0 gleich ist dem Zeitintegral 
der Krafte zwischen 0 und t. Wieder sollen die Druckkrafte auf die Endflachen 
gesondert geschrieben werden: 

a, 

f[W (a, t) cos{} (a, t) - W (a, 0) cos{} (a, 0)] eo 10 da = 

t t 

= f K dt + f (PIlI COS{)l - P2 12 cos {}2) dt. (8) 
o 0 

Ganz entsprechend ergibt sich die Gleichung fur die Energie (und nicht fur den 
Energiestrom) : 

a. J [ W2~, t) + e (a, t) - W2~, 0) - e (a, 0)] eo 10 da = 

t t 

=fLdt +f(PI WIll-Pi! W212)dt. (9) 
o 0 

Dabei stehen im letzten Glied die Arbeitsleistungen der Druckkrafte an den End
flachen. Fur den allgemeinsten Fall zeitlich veranderlichen Querschnittes I (x, t) 
ist wieder auf die entsprechenden Arbeitsleistungen zu achten. 

Grundsatzlich konnen die Integralsatze (6), (8) und (9) nach einer zeitlichen 
Ableitung ganz entsprechend zu den Satzen des letzten Abschnittes hingeschrieben 
werden, doch werden in den folgenden Anwendungen gerade die hier wieder
gegebenenFormen verwendet. 

Mit Hilfe der Integralsatze dieses oder des vorhergehenden Abschnittes 
konnten nun die Bedingungen fiif instationare StoBe gefunden werden. Jedoch 
ist es bedeutend einfacher, die erforderlichen Gleichungen zu gewinnen, indem 
man den stationaren StoB aus einem gegen den senkrechten stationaren StoB 
in Stromungsrichtung bewegten Bezugssystem betrachtet. 

5. Differentialgleichungen in Eulerscher Darstellung. 
Die Anwendung der Integralsatze auf Langenelemente dx liefert sofort die 

entsprechende Differentialgleichung. Dabei ergeben die Differenzen der in den 
Endflachen 12 und 11 auftretenden GroBen dividiert durch dx die ortlichen Ande
rungen der entsprechenden GroBen. Beispielsweise ist in der Grenze: 

lim12e2W2:-::11_(hW~_=~W =Ie oW +IW~+eW~. (10) 
ax ->- 0 dx ox ox ox ox 

Mit dem im allgemeinen vorgegebenen Querschnitt 1 auf der linken Gleichungs
seite lautet die Kontinuitatsbedingung G1. (3) dann: 

~~ + W ~ -+- oW = ~j~ + oW =_!'_ 81 _~!1 =_~ df (Il) 
e ot e ox 'ox e dt ox f ox 1 ot f dt· 

Zur Ableitung der Bewegungsgleichung ist der Impulssatz G1. (4) wieder auf 
einen Kegelstumpf (Abb. 13) anzuwenden. Die Rechnung unterscheidet sich 
im ubrigen von jener bei stationarer Stromung nur dadurch, daB partielle Ab-

leitungen nach der Zeit auftreten, von den en jene der Dichte ~~ nach Anwendung 

der Kontinuitatsbedingung G1. (11) wegfallt. Mit X als Massenkraft in x-Rich
tung bezogen auf die Masseneinheit ist: 

oW + W oW = dW =_~~ + X. (12) 
ot ox dt e ox 

In der Bewegungsgleichung fehlt also wieder der Querschnitt f. 
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Bevor der Energiesatz in die differentiierte Form ubergefiihrt wird, sei die 
Leistung L genauer ausgedruckt. Sie besteht erstens aus der von auBen zuge
fuhrten Warme. Die der Masseneinheit eines Teilchens insgesamt zugefuhrte 
Warme war q [Gl. (I, 8)1. Mithin ist die der Masseneinheit pro Zeiteinheit zu-

gefuhrte Warme :~ und die der ganzen Masse in der Zeiteinheit zugefiihrte Warme : 

"'2 r d'l 
.dT / (! dx. (13) 

Zur zeitlichen Verengung des Stromfadens wird auch Leistung aufgewendet, die 
sich aus dem Produkt von Druck p und zeitlicher Volumenabnahme auf der 

Strecke dx (- p ~:: dX) ergibt, 

(14) 

Die Arbeitsleistung der auBeren Krafte X in x-Richtung ist schlieBlich 

"'2 
f X (! f W dx. (J.5) 

Dieser Ansatz hat zur Voraussetzung, daB die KraHe auch wirklich an den 
bewegten Teilchen angreifen und auf diese Weise Arbeit leisten. Das wurde nicht 
zutreffen bei Reibungskraften an ruhenden Wanden. In diesem Abschnitt inter
essieren aber Reibungskrafte kaum. Sie werden in allgemeinster Form spater 
behandelt. Nach Einsetzen von L: 

XZ X2 X2 

L = I :~ / (! dx -Ip ~: dx + Ix (! / W dx 

in Gl. (5) und Anwendung dieser Gleichung auf eine Strecke dx ergibt sich naf'll 
kurzer Rechnung 

(~ + e) [J)f Q + ~af e W] + f (! _~ [W2 + e1 + / W ap + p af ~ = 
2 at ax dt 2 ax ax 

= dq_ffl_P~ + X a/W. 
dt" at ~ 

Mit der Kontinuitatsbedingung Gl. (11) fallt der erste Summand weg und konnen 
die Glieder mit pals Koeffizient transformiert werden. N ach Division durch f I! 
folgt schlieBlich: 

.!£ (W2 + e) _ E de + ~.!E = _c}J~ + X W. (16) 
dt 2 e2 dt e ax dt 

Die Glieder dieser Energiedi/ferentialgleichung lassen sich in verschiedenster 
Weise zusammenfassen, doch fiihrt keine zu einer ahnlich ubersichtlichen Form 
wie bei stationarer Stromung. Es ist daher am besten, die KriiJte mit 
der mit W multiplizierten Bewegungsgleichung (12) zu eliminieren, womit der 
Energiesatz in dem fur das Teilchen ruhenden Koordinatensystem, d. h. cler 
erste Hauptsatz der Warmelehre gewonnen wird: 

!!q = aq +W~= T!!!...=~+ .!£~= 
dt at ax dt dt p dt Q 

= ~ + W ae. + p~J:. + p W ~J:.. (Ii) 
at ax ot e ax e 



Ill, 7. Stromungen ohne Beschleunigung. 73 

Er gibt bei instationarer Stromung die beste Erganzung zu den Differential
gleichungen der Bewegung und der Kontinuitat. 

Wiirden die Krafte X keine Arbeit leisten, wie dies bei Reibungskraften, die 
an ruhenden Wanden angreifen, der Fall ist, so wiirde der Summand mit X in 
der Energiegleichung (16), nicht aber in der Bewegungsgleichung (12) fehlen. 
Nach Subtraktion der mit W multiplizierten Bewegungsgleichung stiinde in 

G1. (17) neb en ~~ noch - W X, d. i. die von den gegen die Geschwindigkeit 

gerichteten Reibungskraften produzierte Warme. 

Bei stationarer Stromung fallen aIle partiellen Ableitungen :t nach der Zeit 

weg und die partielle Ableitung :x kann durch :x ersetzt werden. Es kann femer 

durch W dividiert werden, womit die Gleichungen des Abschnittes II, 7 wieder
gewonnen sind. 

6. Differentialgleichungen in Lagrangescher Darstellung. 
Zur Ableitung dieser Gleichungen kann sowohl von den entsprechenden 

Integralsatzen als auch von den Differentialgleichungen des letzten Abschnittes 
ausgegangen werden. Der zweite Weg soli hier begangen werden. 

Die Kettenregel der Differentiation (Abschnitt 2) liefert fUr eine beliebige 
Funktion g mit G1. (7): 

( og ) ( Og) (OX) ( Og) (ot) eo to (Og) aa t = ax t 8a t + at '" ··oa t = eT ax t· 
(18) 

Mit G1. (1) ergibt sich dann nach kurzer Transformation aus der Kontinuitats
bedingung (11) 

o (eo to) _ oW 
at eT -aa' ( 19) 

worin eo und to Funktionen von a sein konnen. Da die Geschwindigkeit W selbst 
die zeitliche Ableitung von x bei festem a darstellt, kann W und x in gleicher 
Weise als Unbekannte gewahlt werden. Man gewinnt die Kontinuitatsbedingung 
fUr x durch Integration von G1. (19) nach der Zeit: 

eo 10 ox 
eT oa 

oder auch direkt aus GI. (7). 
Mit GI. (18) folgt aus der Bewegungsgleichung (12) sofort 

oW _ c2x _ flop + X 
---at -- ot2 - - To eo fu . 

Die noch fehlende Beziehung zwischen Druck und Dichte wird durch 
ersten Hauptsatz GJ. (17) gegeben. Er lautet in Lagrangescher Darstellung: 

!!L _ oe ~ .!.. _ T os 
ot - ot + p ot e - ot . 

(20) 

(21) 

den 

(22) 

Wo keine Warmezufuhr stattfindet (und auch keine Warme durch Reibung ent
wickelt wird), muB also mit GI. (I, 35) die zeitliche Ableitung der Entropie ver
schwinden. 

7. Stromungen ohne Beschleunigung. 
Sind stromende Teilchen ohne Einwirkung auBerer Krafte sich selbst iiber

lassen, so kann der Fall eintreten, daB sich jedes Teilchen mit der ihm eigenen, 
zeitlich unveranderlichen Geschwindigkeit vorwartsbewegt. Es ist naheliegend, 
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diesen Vorgang in der Lagrangeschen Darstellungsweise zu verfolgen. Aus der 
Bewegungsgleichung (21) folgt wegen W = W(a) sofort: 

W = W(a); p = p (t), (23) 

unter den Teilchen muB also volliger Druckausgleich herrschen. 
Urn aus der Kontinuitatsbedingung (19) weitere Schlusse zu ziehen, muss en 

Annahmen uber den Querschnittsverlauf gemacht werden. Vor aHem wird der 
ebene, der zylindrische und der kugelsymmetrische Fall interessieren. Es ist: 

1 = x", (24) 

mit n = 0, 1 und 2 fUr ebene Stromung, fur Zylinder- und Kugelsymmetrie, 
wobei der Querschnitt im Abstand x = 1 auf 1 = 1 festgelegt ist, was keine Ein
schrankung bedeutet. Mit Gl. (1) kann 1 sogleich abhangig von a und t dargestellt 
werden. Es ist: 

a~nl =W~{=O fUr n1=0, 

dt x = W n r -n fUr n =1= 0. 

Weil W nur von a abhangt, lafit sich diese Gleichung integrieren, was mit Ruck
sicht auf: 

1 = to = an fUr t = ° 
bei jedem n zur Gleichung fuhrt: 

L= (1 +~)n. 
10 a 

(25) 

Auch die Kontinuitatsbedingung (19) laBt sich integrieren. Mit aa: = W' ist bei 

richtiger Wahl der Integrationskonstanten 

~ I; = 1 + W't. 

Hierin kann eo wie 10 noch von a abhangen. 
Da aber keine Warme zugefuhrt werden solI, dehnt sich jedes Teilchen fur 

sich isentrop aus. efeo ist also eine Funktion von pjpu und daher eine reine Zeit
funktion. Wahrend aber p nach Gl. (23) nur von der Zeit abhangt, kann eo und (! 

einzeln auch noch von a abhangen. Nach der letzten Gleichung und Gl. (25) 
kann eo/e nur dann unabhangig von a sein, wenn 

W' = konst. und W = W' a (26) 

ist. Damit lautet die Losung fur eine unbeschleunigte Stromung 

W = W'a; eo/e = (1 + W't)n+l, (27) 

mit n = 0, 1, 2 fur den ebenen, zylinder- und kugelsymmetrischen Vorgang. 
Daraus laBt sich - etwa beim id. Gas konst. sp. W. - mit Hilfe der Isentrope 
die Anderung von Druck, Temperatur und Schallgeschwindigkeit ermitteln. 

Das Ergebnis ist einleuchtend. 1m Zentrum des Zylinders odeI' del' Kugel 
ist die Geschwindigkeit Null. Je nachdem, ob W' positiv odeI' negativ ist, wachst 
die vom Zentrum weg oder auf das Zentrum hin gerichtete Geschwindigkeit 
proportional mit a uber alle Grenzen. (Bei ebener Stromung gibt es kein Zentrum, 
der Punkt a = ° ist nicht ausgezeichnet.) Entsprechend zur Volumenanderung 
andert sich die Dichte in den drei Fallen mit del' ersten, zweiten odeI' dritten Potenz 
der Zeit. Bewegen sich die Teilchen auf das Zentrum zu (W' < 0), so steigt die 
Dichte und urn so mehr der Druck uber aIle Grenzen. 

Abb.29 zeigt eine kugelsymmetrische, beschleunigungslose Stromung fUr 
ein id. Gas konst. sp. W. (~ = 1,40) und konstanter Entropie. Die MaBstabe 
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Hind so gewahlt, daB die Teilchen in den Punkten t = 0; x = 1,0; 2,0; 3,0 mit ein
facher, zweifacher, dreifacher Schallgeschwindigkeit stromen und sich zur Zeit 
t = 1 im Zentrum treffen. Bei der Kompression bleibt wohl die Geschwindigkeit 
der einzelnen Teilchen konstant, jedoch steigt mit Dichte und Druck auch die 
Schallgeschwindigkeit. Die Kurven, welche den Ort eines bestimmten Teilchens 
in jedem Zeitpunkt angeben, heiGen "Teilchenbahnen" oder "Leben.slinien" . 

Sie ergeben sich durch Integration von (~; L = W hier als Geraden. 1st ein

mal x(t, a) bekannt, so kann a aus den Gl. (27) eliminiert und der Vorgang 
in der x, t-Ebene dargestellt werden. In Abb. 29 sind ferner jene Kurven ein
getragen, welche den Ort einer von einer gegebenen Stelle ausgehenden un
endlich schwa chen Schallwelle abhangig von der Zeit angeben. Diese Kurven 

heiGen "Machsche Linien"*. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ~: schwacher 

Schallwellen ergibt sich aus der Summe von Stromungsgeschwindigkeit und 
Schallgeschwindigkeit, je nachdem, 
ob sie in positiver oder negativer 
x-Richtung laufen, zu 

dx 
(it = W ± c. (28) 

Die Kuryengleichung einer Mach
Linie ergibt sich dann durch Inte
gration von Gt. (28). Diese ist 
nicht immer leicht durchfuhrbar. 
Wenn jedoch die Lasung und 

(J 

Abb. 29. Kugelsymmetrlsche beschleunigungslose Str5mung 
(x = l ,'lO). _ _ Mach·Linicn, ---- Teilchenbahnen. 

damit W(x, t) und c (x, t) bekannt ist, laBt sich ein "Richtungsfe1d" zeichnen, 
in dem mit Gl. (28) die beiden Neigungen der Mach-Linien in einer groBen Zahl 
von Punkten in die x, t-Ebene eingezeichnet werden, woraus sich unmittelbar 
ein Bild der Mach-Linien ergibt. 

Weil bei Unterschallgeschwindigkeit die eine Schallwelle stets gegen die 
Stramung anzulaufen vermag, ist W < c dadurch im Bild gekennzeichnet, daB 
die beiden Mach-Linien Neigungen entgegengesetzten Vorzeichens aufweisen, 
wahrend die Neigungen der Mach-Linien bei "Oberschallgeschwindigkeiten 
gleiches Vorzeichen mit jener der Teilchenbahn haben. Die Richtungskotangente 
der Teilchenbahn, gegeben durch W, ergibt sich mit Gl. (28) sofort als arithmetisches 
Mittel der Richtungskotangenten beider Mach-Linien im selben Punkt. Bei 
Schallgeschwindigkeit steht eine Mach-Linie senkrecht zur x-Achse. Aus der 
Differenz der Mach-Linienkotangenten ergibt sich sogleich die Schallgeschwindig
keit. Aus den beiden Mach-Linienscharen ist somit der ganze Stramungszustand 
abzulesen. 

Die Bedeutung der Mach-Linien liegt darin, daB sie die Grenzen der Beein
flufJbarkeit der einzelnen Teile untereinander darstellen, solange keine StaBe auf
treten. Diese laufen ja mit "Oberschailgeschwindigkeit und vermagen daher 
Storungen in Gebiete hereinzutragen, welche Mach-Wellen nicht zuganglich sind. 
Herrscht in Abb. 29 beispielsweise der Anfangszustand (t = 0) nur zwischen 
den Punkten 0,5 < x < 2,0, so stellt das Bild die Vorgange innerhalb jener Zone 
richtig dar, welche von der im Punkte t = 0, x = 0,5 nach rechts laufenden und 
im Punkte t = 0, x = 2,0 nach links laufenden Mach-Linie begrenzt wird. Inner
halb dieser Zone kann sich eine Starung, wie sie eine Anderung der Anfangs
bedingungen auBerhalb des Intervalls darstellt, gar nicht bemerkbar machen. 

* Betreffs der Bezeichnung siehe Abschnitt VI, o. 
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Urn also beim beschriebenen Vorgang im Zentrum hohe Drucke zu erzeugen, 
ist es keineswegs erforderlich, gleich hohe Drucke auch weiter drauBen sicher
zustellen, da sich die Zustande auBen nur bedingt im Zentrum bemerkbar machen. 
Es handelt sich bei Abb. 29 urn einen der Hohlraumwirkung verwandten 
Effekt, bei welchem die Energiekonzentration in einem Zentrum dort zu Kom
pressionen und Druckerhohungen fUhrt, welchen auch starke Panzerpl.atten nicht 
mehr gewachsen sind. 

8. Das innerballistische Problem. 
Filr die Frage, ob in einem durch bewegliche Kolben abgeschl03senen Zylinder· 

einheitliche thermische Zustande angenommen werden konnen, ist die Moglich
keit eines Druckausgleiches entscheidend. Voraussetzung ist dabei natiirlich, 
daB die einzelnen Teile des Mediums ausgehend von gleicher Entropie wahrend 
der Ausdehnung gleiche Entropieanderungen erleiden oder sich ilberhaupi 
isentrop ausdehnen. Andernfalls ware mit einem Druckausgleich ja auch kein 
Ausgleich von Temperatur und Dichte verbunden. 

Aus der Bewegungsgleichung (12) ergibt sich der ortliche Druckunterschied Jp 
von zwei Stellen, welche die Entfernung l haben, aus mittlerer Dichte und Be-

schleunigung ( °8~ ) a wie folgt: 

LJp ~ (! l -- . ( aW) 
at a 

Der Druck ist, wenn man sich mit der Naherung durch ein ideales Gas begniigt, 
;.c p = (! c2, woraus sich dann die ortliche Druckschwankung berechnet: 

l (Jl..W ) 
.Jp at a 
_.- ~ ;.c -~2~-. (2!1) 

p c 

In kleinsten Abstanden l kann also bei endJichen Beschleunigungen stets Druck
ausgleich angenommen werden, was filr die Anwendung der Thermoiynamik 
quasistatischer Vorgange auf die Teilchen des stromenden Mediums entscheidend ist . 

Es leuchtet ein, daB sowohl die Schallgeschwindigkeit als auch die Ent
fernung l der Punkte mit dem Druckunterschied LJp in die Gleichung filr die 
Druckschwankung eingehen muB. Dann laBt sich aber nur eine dimensionslose 
GroBe zusammen mit der mittleren Beschleunigung der Gasmasse bilden. Deren 
Wert laBt sich filr den Vorgang in einem Rohr der Lange l leicht abschatzen. 
War die Gasmasse anfangs mit der Geschwindigkeit W = 0 auf die Gegend des 
Rohrbodens konzentriert und hatte sie schlieI3lich in der Rohrmitte l/2 die 
mittlere Geschwindigkeit W, so brauchte sie zur Erlangung dieser Geschwindig-

keit die Zeit l/2 = l/W. Daraus errechnet sich eine mittlere Beschleunigung 
_ Wj2 

von W2/l und mit Gl. (29) die Abschatzung: 

.. 1p W2 
---~- ~ % -2-' 

P c 

Ortlicher Druckausgleich im Rohr kann also angenommen werden, wenn die 
mittlere Geschwindigkeit des Treibstoffes (der Ladung) genilgend klein gegen 
die Schallgeschwindigkeit ist. Diese betragt rund den dreifachen Wert (etwa 
1000 m/sec) der Schallgeschwindigkeit in Luft normaler Temperatur, weil die 
absolute Temperatur im Rohr rund zehnfache AuBentemperatur annimmt. 

Fiir nicht zu hohe Austrittsgeschwindigkeiten W G des Geschosses kann ahio 
wie bei der beschleunigungslosen Stromung mit Druckausgleich im Rohr [p = p (I) ; 
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e = (! (t)] und folglich mit linearer Verteilung der Geschwindigkeit in jedem 

Zeitpunkt uber die Rohrlange gerechnet werden. Damit ist annahernd W = ~ W (;, 
_dp u W G2 . 

wenn - = -4 --2- < lIst. 
P c 

Wird von auBeren Kraften abgesehen (freier Rohrrucklauf, wah rend das 
GeschoB im Rohr ist) und wird der Nullpunkt der Zeitzahlung in den Ruhe
zustand vor der Auslosung des Schusses verlegt, so kann der Impulssatz (8) mit f 
als Rohrquerschnitt wie folgt geschrieben werden: 

a2 t 

J W(a, t) eo f da = f (PI - P2) f dt. 
a = a, 0 

Hierin sei al der Rohrboden mit dem zeitlich veranderlichen Druck PI und a2 

cler .GeschoBboden. Die Reibung des Geschosses an der Rohrwand werde vernach
Jassigt, dann sind PI fund P2 f die auf Rohr und GeschoB wirkenden Krafte, 
woraus sich mit ]}[ R, W R und M G, W Gals Masse und Geschwindigkeit von Rohr 
und GeschoB nach NEWTON ergibt: 

dWR dWo 
M R -at = - PI f; llf G dt = + P2 f· 

Zur Berechnung des Impulsintegrals des Treibstoffes solI der lineare Geschwin
digkeitsansatz fur Stromung geringer Beschleunigung gewahlt werden: 

W = W + (W - W ) a-a l . (30) 
R 0 R a 2 -a1 

Nach Ausrechnen aller Integrale auf Grund der obigen Ansatze erhalt man schlieB
lich mit ML = eo f (a 2 - a l ) als Ladungsmasse den lmpulssatz: 

WGr-'W(} + ! ML] =- WR[MR + ! MLl (31) 

Gl. (:31) gibt eine Bindung zwischen Rohr- und GeschoBgeschwindigkeit und 
Rohr-, GeschoB- und Ladungsmasse. [In der Ballistik wird gerne die Rohr
gesehwindigkeit in x-Richtung positiv gezahlt, was in Gl. (31) rechts ein positives 
Vorzeichen ergabe.] Die Zuzahlung der halben Ladungsmasse zur Rohrmasse 
ist yon untergeordneter Bedeutung. Der Anteil der Ladung, welcher zur GeschoB-

masse hinzuzuzahlen ist, in Gl. (31) also der Faktor !, heiBt Sebertscher Faktor. 

Zur Berechnung der GeschoBgeschwindigkeit muB vom Energiesatz Gl. (9) 
ausgegangen werden. Entsprechend einem Linearansatz der Geschwindigkeit 
"ind die thermischen ZustandsgroBen und damit auch e als unabhangig von a 
[e = e (t)] anzusetzen. Als nach auBen abgegebene Leistung sei nur eine ab
gegebene Warmemenge Q angenommen: 

t 

Q = - r Ldt. 
o 

Da WI dt = W R dt und TV 2 dt = TV G dt die Wegelemente von Rohr und 
GeschoB sind, stellen die Druckintegrale in Gl. (9) die Leistungen der Druckkrafte 
am Rohr und am GeschoB, also die kinetischen Energien der entsprechenden 
Massen dar: 

I t W 2 

- f PI WI f dt = - f J PR dx = ~lfR-f-; 
o 0 

t ~ Wa2 

f P2 W 2 f dt = f.f PG dx = M G -2' 
o () 



78 III. Instationare Fadenstromnng. 

Die Energiegleichung (9) lautet dann: 

", 
= J [e (a, 0) - e (a, t)] eo to da - Q 

und nach Integration mit dem Ansatz fur kleine Beschleunigungen: 

W G2 + W (i W R + W R2 W (J2 W n2 . 
J1 z; -----~--6-----· - + 31 'i 2-- +- J1 R2- = .11[, Ie (0) - c (t)1 ~- Q. 

(32) 

Rierin kann noch die Rohrgeschwindigkeit mittels Gl. (31) eliminiert werden. 
Fur groBe rucklaufende Rohrmassen, also kleine Geschwindigkeiten W R, ist 
schlieBlich: 

(33) 

In den Lehrbtichern der Ballistik wird die kinetische Energie der Ladung 
vielfach einfach aus deren mittlerer Geschwindigkeit berechnet, was sich so aus
wirkt, daB in der Klammer statt des Summanden 1/3 der Wert 1/4 steht. Zu diesel' 
Ungenauigkeit besteht aber kein AnlaB. 

Die Differenz der inneren Energie ergibt sich aus der Temperatur To, weIcht> 
die Ladung annehmen wtirde, wenn sie im Ausgangszustand vollig \-erbrennell 
wtirde, und del' Temperatur T zur Zeit des GeschoBaustrittes. Letztere ist im 
allgemeinen noch sehr hodl. Betragt namlich del' Laderaum etwa 10% des Rohr
volumens, d. h. sinkt die Dichte bei der Ausdehnung auf rund 10%, so fallt die 
Temperatur bei isentropischer Ausdehnung nur etwa auf die Halfte. Es win\ 
also nur rund die Ralfte der verfiigbaren Energie ausgenutzt, worin del' Haupt
verlust beim SchuBvorgang liegt. 

Legt man dem Verbrennungsprodukt folgende Zusammensetzung zugrunde32 : 

47(Vol.)% CO, 18% H 2, 17% H 20, 11% N 2, 6% CO2, so entspricht das einem 
mittleren Molgewicht von rund m = 22. Fur ein Verhiiltnis der spezifischen 
Warmen von32 x = 1,286 errechnet sich aus Gl. (I, 16) eine spezifische Warme 
von c,., = 0,32 cal/g . Grad. Bei einer Verbrennungstemperatur von To = 2800° ab". 
und einer Mtindungstemperatur von l' = 1700° abs. ware demn 

e(To)-e(T) =cv(To-T) = 350cal/g, 

wobei hier naherungsweise mit den Formeln eines id. Gases konst. sp. W. gerechnet 
wurde. 

Bei einem Verhaltnis der Geschossmasse zur Ladungsmasse von J1GIML = 7 
wurde mit Gl. (33) ohne Wiirmeverluste an das Rohr (Q = 0) die Geschwindig
keit W G sein: 

. e(T) -e(T) 
2 0 = 630 m/sec. 

MG +~ 
ML 3 

Doch sind die Warmeverluste betrachtlich, besonders bei kleinem Rohrdurch
messer, so daB die GeschoBgeschwindigkeit erheblich unter dem eben errechnetell 
Wert liegt. Bei dies em Beispiel wird mit guter Niiherung mit Gleichdruck (quasi
statisch) im Rohr gerechnet werden konnen. 

Niihert sich jedoch die Geschwindigkeit im Rohr del' Schallgeschwindigkeit, 
so erstreckt sich die Ausdehnung der Ladung hauptsachlich auf die geschoBnahen 
Gebiete, was zwar zu einer Verminderung der kinetischen Energie der Ladung, 
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aber auch zu einer Erhohung von deren innerer Energie gegeniiber der quasi
statischen Ausdehnung fiihrt. Da der letztere Effekt ausschlaggebend ist, ist 
die Folge eine weitere Erhohung der Verluste. 

Das Rohrgewicht richtet sich nach den auftretenden HOchstdrucken. Daher 
wird mit Verzogerungen der Verbrennung gearbeitet. Die durch das Vortreiben 
des Geschosses erzielte Erweiterung des Verbrennungsraumes fiihrt zu einer 
Herabsetzung der Druckspitzen. 

9. Grundgleichungen fUr die Wellenausbreitung. 

Die instationaren Vorgange in Gasen konnen ganz allgemein als Ausbreitung 
von Wellen endlicher Amplitude aufgefaBt werden. Dabei interessieren vorziig
lich Vorgange ohne auBere Einfliisse, wie Energiezufuhren oder Einwirkungen 
auBerer Krafte. Auch zeitIiche Anderungen des Stromfadenquerschnittes f 
seien damit ausgeschlossen. Neben dem ebenen Problem (f = konst.) wird vor 
aHem das zylindersymmetrische (f proportional x) und das kugelsymmetrische 

. Problem (f proportional x2) interessieren. Wird das Zentrum stets an die Stelle 
x = 0 verlegt, so ist dann 

I of I df I a = 0; ebenes Problem, 
f 8x = f dx =; a = 1; Zylindersymm~trie, (34) 

a = 2; Kugelsymmetne. 
Dureh Kontinuitatsbedingung (Il), Bewegungsgleichung (12) und ersten 

Hauptsatz der Warmelehre (17) werden die Aufgaben voll erfaBt. Jedoch sind 
die Gleichungen schon deshalb etwas kompliziert, weil sie GroBen unterschied
lieher physikalischer Dimensionen enthalten. Auf die Entropie 8 als eine ther
mische ZustandsgroBe wird allerdings zweckmaBigerweise nicht verzichtet, da 
sie, von VerdichtungsstoBen abgesehen, wenigstens fiir jedes Teilchen konstant 
bleibt. Ais zweite thermische ZustandsgroBe sei die Schallgeschwindigkeit 

[C2 = ( ~: ) J eingefiihrt. Sie ist selbst eine ZustandsgroBe, weil sie nur von solchen 

abhangt, und besitzt die Dimension einer Gesehwindigkeit. 
Naeh dem erst en Hauptsatz der Warmelehre bleibt unter den gemachten 

Voraussetzun.~en die Entropie eines Massenteilehens konstant (~: = 0). Die 

massenfeste Anderung der Dichte voHzieht sich also bei konstanter Entropie, 
woraus folgt: 

1 de 1 (oe) (oP) de 1 1 (op) de e (it = --e 8P s Tc s fit = C2 --e Tc s fit· (35) 

Bei stets festgehaltener Entropie 8 kann mit den partiellen Ableitungen in 
gleicher Weise wie mit den gewohnlichen Ableitungen verfahren werden, wovon 
man sich sofort mittels der Kettenregel partieller Differentiation iiberzeugen 

kann. Der Ausdruck ~ (~~) s hat die Dimension einer Geschwindigkeit und kann 

nur fUr spezielle Gase explizit angegeben werden. Er kann mit Gl. (I, 38) auch 
ersetzt werden durch: 

1 (oP) I (oP) (Oi) (oi) --e Tc s=--e ---ar s Tc s= Tc .. (36) 

Der Druekgradient in der Bewegungsgleichung kann dann mit Gl. (I, 38) 
wie folgt ausgedriiekt werden: 

~ op =~-T~= (~) ~ + [(~) -T]~= 
Q ax ax ax oe s AX os c ax 

( Oi) oe I (OP) os 
= Tc., 8x + ease -ox' 

(37) 



80 III. Instationare Fadenstromung. 

Damit lautet das Gleiehungssystem fur W, c, 8: 

~ (!:i.) ~ + ~ (!:i.) W ~ + c~W = _ cW !i. c ac s at e ac s ax ax t dx' 

aw -+- W ~ + (!:i.) ~ = [rp- (!:i.).J~' 
at· ax ac "ax a8 c ax' 

(38) 

~+W~=O. 
at ax 

Beim idealen Gas hangt Enthalpie i und Sehallgesehwindigkeit c nur von der 

Temperatur abo Damit ist i nur Funktion von c und ( ;; ) c = O. Besonders einfaeh 

sind die Verhiiltnisse beim id. Gas konst. sp. W., wo mit Gl. (II, 25) und (I, 15) 
gilt: 

( ai ) di 2 
Tc s =-dc = x-l C. (39) 

Es sei daran erinnert, daI3 der Faktor x 2 1 die in der kinetischen Gastheorie 

so wiehtige "Anzahl der Freiheitsgrade" ausdruckt. Dieser Faktor tritt wie die 
entsprechende GroBe in Gl. (38) uberall dort auf, wo Ableitungen von c stehen. 
Mit Gl. (38) und (39) lautet das System fur das id. Gas konst. sp. W.: 

~_~+_2 __ W ac +c_aw =_cW!i. 
x-I dt x-I ax ax t dx' 

aw aw 2 ac c2 a (8) 
!it + W ax + x - T c ax = x-I jj:i C;; ; (40) 

~ (~) + W ~ (~) - 0 at cp ax cp - . 

Besonders einfaeh werden die Systeme (38) und (40), wenn 1sentropie 
(8 = konst.) an genom men werden kann. 

10. Potential- und Stromfunktion. 
Oft ist es zweekmaBig, Funktionen einzufuhren, welehe die Eigensehaft 

haben, bestimmten Gleiehungen zu genugen. Mit ihrer Hilfe ist es vielfaeh 
maglieh, die Probleme auf die Lasung einer einzigen Differentialgleiehung zweiter 
Ordnung zu reduzieren. 

Wird die Kontinuitatsbedingung (Il) in der Form gesehrieben: 

8(fe) + a(fe W ) =0 
at ax ' 

so zeigt sieh, daB sie dureh eine Funktion P mit folgenden Ableitungen befriedigt 
wird: 

(41 ) 

P erfullt die Kontinuitatsbedingung identiseh. Die Differenz der P-Werte an 
einem bestimmten Ort x in zwei versehiedenen Zeitpunkten t2 und t1 gibt mit 
Gl. (41): 

t, 

P (x, t2 ) -P (x, t1 ) = f feW dt, (42) 
t, 

d. h. also die Masse, welehe am Ort x innerhalb der Zeit t1 bis t2 durchgeflossen 
ist. Die Neigung einer Kurve P = konst.: 

-~-= W (43) 
o/x 
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ist iiberall gleich der Neigung der Bahnkurve eines Teilchens in der x, t-Ebene. 
Damit ist P = konst. iiberhaupt die Gleichung einer "Teilchenbahn" oder 
"Lebenslinie". Wegen der Analogie zur entsprechenden Funktion bei stationarer 
Stromung werde die durch Gl. (41) definierte Funktion als "Stromfunktion" 
bezeichnet. Urn fVr diese eine Gleichung zu erhalten, sei die Bewegungsgleichung 
zunachst in der Form geschrieben: 

oW + W oW + }_ (~.) ~ + ..!. (~) ~ = ot ox e oe 8 ox e 08 e ox 

= oW +W oW +~~+..!.(oP) ~=O. (44) ot ox e ox e 08 e ox 
Diese Gleichung ist mit 1 (! zu multiplizieren: 

f oW +1 W oW +IC2~= _/(oP) ~ 
(! ot (! ox ox 08 e ox 

und zu der mit W multiplizierten Kontinuitatsbedingung: 

W ote + 2 W ot e W _ 1 W oW _ W2 ot e = 0 
ot ox (! ox ox 

zu addieren, urn zu folgender Gleichung zu gelangen: 

NeW +2W ofe]!_ + (C2_W2) ole = C2f(!..!.~-f(oP)~. (45) 
ot ox ox I ox 08 e ox 

Die Entropie 8 ist auf Teilchenbahnen (P = konst.) konstant, d. h. sie ist nm 
abhangig von P, weshalb wie folgt geschrieben werden kann: 

08 08 d8 ax = o ']I P x = - 1 (! dIP' (46) 

wobei s = s (P) eine durch die Ausgangswerte gegebene Funktion sein muB. 
Mit Gl. (41) und (46) lautet Gl. (45) schlieBlich: 

P tt + 2 W P xt + (W2 - c2) P xx = -Px ~2 :~ + 1 (!~ L :~ P x, (47) 

Wie die Entropieverteilung iiber die Lebenslinien, muB natiirlich auch der 
Querschnittsverlauf [f = f (x, t)] bekannt sein. Mit Gl. (43) ist die Geschwindig
keit W und mit Gl. (41) die Dichte e und also mit vorgegebenem s = s (P) auch 

jede andere ZustandsgroBe wie c und (~~ t eine wenn auch recht komplizierte 

Funktion von P. Gl. (47) stellt also eine die V organge vollig beschreibende, 
allerdings sehr verwickelte Gleichung dar, die jedoch in einfachen Fallen von 
Nutzen sein kann. 

Es ist auch moglich, die Bewegungsgleichung durch eine entsprechende Funk
tion - Potentialfunktion genannt - zu erfiillen, wobei nun allerdings eine Be
schrii.nkung auf isentrope Vorgange erforderlich ist. Man iiberzeugt sich, daB 
Gl. (44) durch eine Funktion f{J mIt den Ableitungen: 

P Q 

. W2 j'dP W2 J c2 

f{Jx=W, -f{Jt=T+ -e=T+ e de (48) 

p, Ql 

befriedigt wird, wobei das Integral stets eine feste untere Grenze PI oder (!1 be
sitzt. Es ist in einem Zustandsdiagramm auf einer "Isentrope" zu integrieren und 
bedeutet eine Enthalpiedifferenz. Fiir id. Gase konst. sp. W. ist insbesondere 
(il und C1 beliebige feste Werte) 

W2 . . W2 1 ( 2 2) - f{Jt = -2- + ~ - ~1 = -2- + ~ _ 1 C - c1 • (49) 

Oswatitsch, Gasdynamik. 6 
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Die Gesehwindigkeit stellt sieh also als Gradient des Potentials dar, wie eine 
Kraft als Gradient eines Kriiftepotentials, woraus aueh die Bezeiehnung ent
springt. Die Ableitung des Gesehwindigkeitspotentials ({i mwh der Zeit gibt gerade 
jene Verbindung von Gesehwindigkeit und thermiseher ZustandsgroBe, wie sie 
im Energiesatz bei stationarer Stromung Gl. (II, 7) auftritt. ({it bleibt also fUr 
stationare Stromung konstant und ist daher zur Besehreibung der instationaren 
Effekte besonders geeignet. 

Mit Gl. (48) ist 

8W 8W c2 8e c2 81] 
({ix! = at = - w ax - e ax = - w cpu - --e 8::r;' 

8W c2 81] c2 81] 
({itt = ---,- W -8';-- eat = - W !Pxt- e 7£' 

womit in der Kontinuitatsbedingung Gl. (11) nun leicht aIle Ableitungen aus
gedriiekt werden konnen. E3 ist: 

c2 dt c2 8t c2 8t 
({itt + 2 W ({ixt + (W2 - c2 ) ({ixx = ffli- = T 8t- +!Px fax· (50) 

Auffallend ist die Ahnliehkeit von G1. (50) mit G1. (47). Jedoch lassen sieh 
in der - allerdings nur fUr i8entrope Vorgange geltenden - GJ. (50) die GroBen W 
und c besonders beim id. Gas konst. sp. W. mittels G1. (49) und (48) verhaltnis
maBig einfaeh ausdriieken. 

11. Kleine Storungen im ruhenden Medium. 
Breiten sieh sehwaehere Storungen in einem ruhenden Medium aus, sind 

also die Druekstorungen klein gegen den Druck, die Diehte- und Sehallgesehwindig
keitssehwankungen klein gegen die Diehte und die Schallgesehwindigkeit des 
ruhenden Mediums, so lassen sieh bedeutende Vereinfaehungen in den Gleiehungen 
durehfiihren. Es treten dann aueh nur Stromungsgesehwindigkeiten W in den 
Wellen auf, welehe klein gegen die Sehallgesehwindigkeit c sind. In besonders 
starkem MaBe treffen die Voraussetzungen kleiner Storungen in der Aku8tik zu. 
Sehallwellen groBer Lautstarke verursaehen im ruhenden Medium Gesehwindig
keiten W von nur wenigen Zentimetern pro Sekunde. Die Ableitung der Potential
funktion naeh t gemaB Gl. (49) kann mit c1 = Co als Sehallgesehwindigkeit des 
ruhenden Mediums wie folgt gesehrieben werden: 

1 W2 
- ({it = x -1 (c + co) (c - co) + 2-- = 

= _2_ c (c-c 1 + __ 1 __ (c _ c )2 + _W2 . 
x-I 0 0 x-I 0 2 

In diesem Absehnitt solI I8entropie und id. Gas konst. sp. W. vorausgesetzt 
werden. Dann lassen sieh die Sehallgesehwindigkeitssehwankungen mittels der 
Gleiehung fiir c und fiir die Isentrope Gl. (I, 25) aueh dureh Druek-, Dichte
und Temperaturschwankungen ausdriieken. Es ist dann bei Besehrankung auf 
die Glieder erster Ordnung der Storungen: 

2 
({ire = W; -({it = x-I Co (c-col = 

C02 T-To 21]-1]0 Co2 P-Po (51) 
x-I T-o - = Co --e;;- = ----;- Po 

Zur Berechnung kleiner Sehwankungen wird e3 in der Differentialgleiehung 
nur auf jene Glieder ankommen, welehe nicht selbst noch kleine Koeffizienten 
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haben. In Gl. (50) werden also aIle Summanden mit W als Faktor fortgelassen 
werden konnen, wahrend c2 als Faktor durch C02 ersetzt werden kann. Damit 
ergibt sich eine lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten. Sie 
lautet mit Gl. (34) fur den ebenen (0' = 0), zylindrischen (0' = 1) und kugel
symmetrischen (0' = 2) Fall: 

(52) 

Eine entsprechende Linearisierung in der Gleichung fur die Stromfunktion soIl 
nach EinfUhren einer "Storungsstromfunktion" "P, definiert durch: 

"Pt = t e W; "P", = - t (e - eo), (53) 

durchgefUhrt werden (eo Dichte des ruhenden Mediums, t nur abhangig von x). 
Wie lJ' Gl. (41), erfullt auch "P Gl. (53) die Kontinuitatsbedingung. Entsprechend 
zu Gl. (42) gibt auch "P mittels Gl. (53): 

t, 

"P (x, t2 ) - "P (x, t1 ) = J t e W dt (54) 
t, 

die Masse, welche den Ort x im Zeitintervall tl bis t2 passiert hat. Jedoch ist 
"P = konst. nicht Lebenslinie, weshalb die Entropie s im allgemeinen nicht von "P 
allein abhangt und "P nur zur Verwendung fUr isentrope Stromungen geeignet ist. 

Die AbJeitungen von "P in Gl. (53) enthalten als Faktor W und e - eo, also 
Glieder erster Ordnung der Storungen. Die Glieder erster Ordnung ergeben sich 
daher, indem aIle ubrigen Faktoren ihren Werten im ungestorten Medium gleich. 
gesetzt werden. Mit der Isentropengleichung und der Gleichung fUr c ist also 
entsprechend zu Gl. (51): 

"Pt = f eo W; -111 = f 0 e- eo 
'/'x teO eo 

= teo Px p:o 

2 f C-Co 
= x-I eo --C~· 

o 

(55) 

Bis auf einen dem Querschnitt t proportionalen Faktor entspricht das "P", dem 1ft 

und das "Pt dem f(!",. 
Mit den Gl. (53) und (41) uberzeugt man sich leicht, daB 

1 dt 1 dt 
"Pit = lJ'1t; "P",,,,-"P"'j dx = lJ'xx-lJ''''jTx 

gilt, so daB Gl. (47) nach Linearisierung entsprechend zu Gl. (52) wie folgt ge· 
schrieben werden kann: 

(56) 

eine Gleichung, die sich lediglich im Vorzeichen des letzten Gliedes von der ent
sprechenden Gl. (52) fUr das Potential unterscheidet. 

Gl. (52) und (56) geht bei ebener Stromung (0' = 0, t = konst.) in die bekannte 
Wellengleichung uber: 

f(!tt - C02 f(!x", = 0; "Ptt - C02 "Px", = 0 

mit der allgemeinen, fur f(! und "P in gleicher Weise giiltigen Losung: 

f(! =F1 (x-cot) +F2 (x + cot), 

"P = F3 (x-cot) + F4 (x + Co t), 

(57) 

(58) 
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wobei Fv F2 beliebigen Funktionsverlauf haben kannen. Wegen der Beziehungen 
zwischen den Ableitungen von cp und 1p bestehen Beziehungen zwischen F l , F2 
undFs,F4 • Mit Gl. (51) und (55) ist: 

2 C - Co 1 F' ( ) IF' ( ) -~~~1- -.. --- = ~ x - C t - - x + C t 
~ Co Co lOco 2 0 

= __ jl Fa' (X-cot)-··f~F4' (x + cot), 
eo eo 

W I F ,( I F ,( 
- = - 1 X - Co t) + -;- 2 X + Co t) 

Co Co Co 

(59) 

=--fl F 3' (x-cot) + -f-~F4' (x + cot). 
eo eo 

Darnach stellt sich die Geschwindigkeit W und der thermische Zustand (c-co, 
(!-(!o oder p-Po) genau so wie die Funktion 1p und cp als Summe zweier Funk
tionen dar, deren eine das Argument x - Co t und deren andere das Argument 
x + cot hat. In Gl. (59) bedeuten dabei die oben angefUgten Striche (F;') die 
Ableitung der entsprechenden Funktion nach ihrem Argument. Die Lasungs
typen muss en fUr cp und 1p dieselben sein wie fur deren Ableitungen, weil diese 
wie jene die Wellengleichung in gleicher Weise erfullen, wovon man sich durch 
Differentiation von Gl. (57) leicht uberzeugen kann. 

Die Gerade x- Co t = konst. ist die Weg-Zeit-Linie einer in positiver Richtung 
laufenden Schallwelle, es ist also eine "Mach-Linie", die auch durch Integration 
von Gl. (28) unter den vereinfachenden Annahmen W = 0, C = Co gewonnen 
werden kann. Auf jeder Mach-Linie x-cot = konst. hat Fl' (x-cot), unter 
der Voraussetzung F2 = 0, also nach Gl. (59) Geschwindigkeit und thermischer 
Zustand, einen bestimmten gleichbleibenden Wert (Abb. 30). Damit kann 
die Lasung cp = Fl (x - Co t) oder 1p = F3 (x - Co t) als eine sich in x-Richtung 
bei gleichbleibender Gestalt fortpflanzende Schallwelle gedeutet werden. . Vor 
und hinter der Welle bleibt das Medium im ubrigen unbeeinfluBt. Fur die Funk
tionen F2 und F4 in Gl. (58) und deren Ableitungen nach dem Argument in GI. (59) 
gilt ganz Entsprechendes, nur ist die Fortpflanzungsrichtung der x-Richtung 
entgegengesetzt. Damit kann die allgemeinste Lasung als die Summe zweier 
Wellen beliebiger Gestalt gedeutet werden, deren eine sich in positiver und deren 
andere sich in negativer x-Richtung fortbewegt. 

1st also die Geschwindigkeit und Druckverteilung in einem Zeitpunkt (t = 0) 
abhangig von x, oder ist die Quellwirkung (Stromdichte) an einem bestimmten 
Ort x abhangig von der Zeit gegeben, so kann innerhalb der getroffenen Nahe
rungen die Geschwindigkeits- und Druckverteilung in der ganzen x, t-Ebene er
rechnet werden. 

Die allgemeinste Lasung einer kugelsymmetrischen Stramung (0" = 2) ist nur 
wenig komplizierter. Man uberzeugt sich, daB folgende Ansatze die Gl. (52) 
und (56) erfiillen: 

(60) 
1p = F3 (x - Co t) - X Fa' (x - Co t) + F4 (x + Co t) - X F4' (x + Co t). 

Dabei ist wieder F;' die Ableitung von Fi nach seinem Argument. x ist der Ab
stand vom Kugelzentrum und kann daher nur positive Werte annehmen. Wieder 
kann hier von einer in positiver und negativer x-Richtung laufenden Welle ge
sprochen werden, wobei sich letztere von ihrem Gegenstuck bei ebener Stramung 
dadurch unterscheidet, daB sie nicht nach beliebig negativen Wert en laufen 
kann, sondern entweder im Zentrum (x = 0) verschluckt oder reflektiert werden 
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muB. Auch die Form einer positiv oder negativ laufenden Welle bleibt nicht 
unverandert, ihre Starke nimmt mit der Entfernung vom Zentrum ab, was man 
schon aus einer Energiebetrachtung gar nicht anders erwarten kann. rp und seine 
Ableitungen: 

(61) 

__ 2-1- (C-Co) = __ I_rpt =-~FI' (x-cot}-~F2' (x + cot) 
x- Co x x 

haben nUll Formen, welche sich mit dem Fortwandern der Wellen andern und 
abhangig von t bei festem x .andere Werte ergeben als abhangig von x bei 
festem t. (Das gleiche gilt naturlich auch fUr "P, "POl' "Pt). 

Die Ableitungen von rp zeigen, daB Geschwindigkeit und Druck im Zentrum 
uber aIle Grenzen steigen, ein Resultat, das im Gegensatz zu den fur die Lineari
sierung erforderlichen Voraussetzungen steht. Foiglich ist diese Theorie kleiner 
Starungen in einem Kugelzentrum wohl eine mathematisch richtige Lasung 
der linearisierten Gleichungen, jedoch betreffs ihrer physikalischen Aussagen 
falsch. Wenn dennoch Lasungen behandelt werden, welche das Zentrum mit 
einschlieBen, so durfen physikalische Schlusse lediglich bei genugendem Ab
stand x gezogen werden, indem etwa angenommen wird, die Welle ware erst an 
einer Kugel von genugend groBem Radius x entstanden, wobei dieser Radius 
urn so kleiner sein darf je schwacher die Storungen sind. Die physikalischen 
Folgerungen dieser Theorie uber KugelweUen (und ZylinderwelIen) sind also 
nur auBerhalb des Ursprunges gerechtfertigt und in diesem Sinne zu verstehen. 
Auch im Versuch ist im ubrigen das Zentrum selbst vielfach ausgeschlossen. Ein 
Impuls oder eine Masse kann niemals in Wirklichkeit aus einem punktformigen 
Zentrum flieBen, sondern wird in seiner unmittelbaren Umgebung produziert. 

Das Anwachsen von Druck und Geschwindigkeit uber aIle Grenzen im Zentrum 
uberrascht nicht, da ein endlicher Energie- und MassenfluB an einem verschwin
dend kleinen Querschnitt I nur auf diese Weise moglich ist. Hingegen hat die 
Gesamtmasse, welche in der Zeiteinheit durch die Flache I flieBt, nach Gl. (55) 
und (61): 

leo w =- eo/ [FI(X-cot) +F2(x+co t)] 
x 

+ e~f [F I ' (x - Co t) + F 2' (x + Co t)], 
(62) 

wegen der Proportionalitat von· I zu x2 auch in der Nahe des Zentrums einen 
endlichen Wert. Dasselbe gilt auch fur das Produkt (c - co) f, das man wie 
eo w t direkt als Ableitung von "P erhalten kann [Gl. (55)]. 

Wenn die Welle an einer Stelle zeitlich begrenzt ist, so behalt sie diese Eigen
schaft bei. Das Medium verfallt hinter der Welle in den vor der Welle herrschen
den Ruhezustand. Wahrend aber eine Quelle bei ebener Stromung nach GI. (59) 
ei)le Uberdruckwelle verursacht, verschwindet das Druckintegral einer zeitlich 
begrenzten Quelle bei einer Kugelwelle. Uber der Zeit aufgetragen, ergibt sich 
fur (j = 2 ebensoviel Unterdruck wie Uberdruck, wie allgemein gezeigt werden kann: 

Wahrend fUr die Quellstarke W eol in x = 0 einer ebenen Welle nach Gl. (59) 
die Ableitung FI' (x - Co t) [und F 2' (x + Co t)] verantwortlich ist, tritt im Zentrum 
einer Kugelwelle wegen der Proportionalitat von f zu x2 nach Gl. (62) nur 
Fdx-cot) auf. [F2(X + cot) wurde sich auf eine auf das Zentrum zu laufende 
Welle beziehen.] 
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SolI in x = 0 eine Quelle G = I eo W nur innerhalb der Zeit t = 0 und t = to 
vorhanden sein, so muB also Fl (x - Co t) am Anfang und Ende der Quelltatig
keit verschwinden. Nun ist aber das Zeitintegral der Schallgeschwindigkeits
(oder Druck-) Starung nach Gl. (61): 

t. t. 

[ -_ _ 2---c- (c - co) dt = ~ [F/ (x - Cu t) dt 
. ,,-1 X. 

tt 
t. 

= -~~ [Fl'(x-Cot)d(x-cot) (63) 
x Co. 

tl 

= - _ 1_[Fl (x - Co t2)-Fl (x - Co tl )]. 
x Co 

Die Argumente der Funktion FI geben den Ort einer nach rechts laufenden (posi
tive x-Richtung) Schall welle. Fl verschwindet also bei jedem x am Anfang und 

am Ende der Starung und da-

t/~~N '''l5' mit daa ,eitliehe Dmekintegcal 
iiber die ganze Starung. 

d"-O Das Auftreten von Unter-
00 , pf,'o '/:;fcJ'O~~---i"'--~!l;-trotQMtlYtllt druckgebieten in Kugelwellen 

entspricht den Beobachtungen, t.L daB bei Bombenwiirfen die 
Fensterscheiben vielfach vor das 

ift~ z. x-!;fc- , Haus fallen. 
Dem in Abb. 30 behandelten 

x-!jc-tgJ tliQ-! 11"- ' 
00 ,:JL..'o 7 0o,-="=,-'-,'<--">:z:-t!roZy-lintltrwt/lt Beispiel del' Kugelwelle ist fol-
~ gende Funktion FI zugrunde 

Abb. 30. Ausbreitung schwacher Druckwellen. Quellstiirke in 
x ~ 0 und Druckwelle in x ~ coto tiber der Zeit, Druckwelle 

zu den Zcitcn t ~ 0,5 to lind t = 2 to liber dem Ort. 

gelegt (~ = x - Co t) : 

fiir - Co to ;:::; ~ ~ 0: 

F - 4 ~2 (10 + )2 
I - - ~ (co to)2" Co to , 

fiir ~ ~ - Co to und 0 ~ ~: 
FI =0. 

1m Zentrum ist al so F I = 

= _ ~~ (.!.-.)2 (1 __ ~_)2 
n to to 

fiir 0 ~ t ~ to und verschwindet fiir alle anderen Zeiten. D. h. mit Gl. (62), 
daB die Quellstarke im Zentrum in Form einer Glockenkurve anwachst und 

wieder abfallt. Das Extremum der Kurve liegt bei t~, bei t = 0 und t = to 

verschwindet Fl und seine erste Ableitung. [Die Funktion FI> welche nach 
Gl. (61) die Dimension von Geschwindigkeit mal Flache haben so11te, ist hier 
einfach mit Dimension einer Flache angesetzt, da es im Resultat (Abb. 30) nul' 
auf einen Vergleich von GraBen gleicher Dimension ankommt.] Fiir die thermi
schen GroBen folgt: 

- -~--- (c - c ) = ~ F ' (~) = - ~1.. (~ + -~-) (1 -I- __ L) 
% - lOx 1 :r; x 2 Co to Co to 

fiir - Co to ~ ~ ~ 0, sonst FI' = O. 

Die Funktion FI' verschwindet also an den Endpunkten und in der Mitte 

( ~ = - c~o ). In zeitlicher Reihenfolge ergeben sich anfangs Uberdrucke. Da f 
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selbst proportional x2 ist, nehmen die Druckextreme proportional mit dem Ab
stand vom Zentrum abo 

Wahrend die Darstellung von Kugelwellen bei Linearisierung noch einfach 
war, bediirfen Zylinderwellen einer weitergehenden Uberlegung. Die G1. (52) 
und (56) lassen sich nicht mehr so einfach lOsen. Wegen der Linearitat der 
Gleichungen sind aber Superpositionen moglich, die Summe zweier oder mehrerer 
Losungen ist wieder eine Losung. Werden also auf der ganzen Zylinderachse z 
gleiche Kugelwellen angenommen, so miissen diese eine Zylinderwelle ergeben. 
Da es in dem Raum hoherer Dimension (a = 2) einfache Losungen gibt, gelingt 
es, auch im Raum kleinerer Dimensionen Losungen aufzubauen. Man spricht 
von einer "Absteigemethode"*. 

1st nun x der Abstand von der Zylinderachse (Abb. 31) und z die Koordi
nate auf der Zylinderachse, so ist der Abstand eines Punktes x in der Ebene z = 0 
von einer Kugelquelle mit dem Zentrum auf der Zylinderachse im Abstand z 
vom Ursprung gleich V x2 + Z2. Dieser Abstand ist iiberall dort, wo bei der 
Kugelquelle x steht, auch in t = prop. X2, einzusetzen 
und dann iiber jene Werte von FI zu integrieren, z 
fiir welche sich die Funktion von Null unterscheidet. 

Auf der Zylinderachse selbst herrscht Quell
tatigkeit in der Zeit 0 ;S t ;S to' Die vom Ursprung 
ausgehende Storung wird einen Punkt x der x-Achse 

in der Zeit ~ ;S t ;S ~ + to durchlaufen. In dieser 
Co Co 

Zeit kommt noch die Storung aller Quellpunkte 
hinzu, die geniigend nahe am Ursprung liegen, um oZ' 

an der Storung im Punkte x zur Zeit t mitzuwirken. Abb. 31. Skizzc zur Ausbreitung 
Fiir sie darf der Abstand vom Punkte x, d. i. einer Zylinderwelle. 

V X2 + Z2 nicht grof3er sein als der Weg Co t, den eine 
Storung in der Zeit t zuriickzulegen vermag. Damit sind die Grenzen durch z = 0 
und V x2 + Z2 = Co t festgelegt, solange die Storung aus dem Ursprung den betrach

teten Punkt durchlauft. Fiir spatere Zeiten (t ~ : + to) beteiligen sich die 

Quellen am Ursprung nicht mehr, weil sie versiegt sind. Es kommen dann nur 
Quellpunkte mit V x2 + Z2 ~ Co (t - to) in Frage. Damit ist das Potential einer 
sich au.sbreitenden Zylinderwelle (der positive und negative Teil der z-Achse ergibt 
das gleiche Resultat): 

fiir x ;S Co t ;S x + Co to: 

(64) 

V Co2 t2 - X2 

If! = 2f-v _1 -- F 1 (fiT + Z2 - Co t) dz 
x 2 + Z2 

V co' (t _""CtCCo);C-, --x""", 

bei Quelltatigkeit fiir 0 ;S t ;S to' Fiir Zeiten Co t < x bleibt die Stelle noch un
gestort. 

* COURANT-HILBERT: Methoden der Mathematischen Physik, II. Bd., S. 166. 
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Schon die bisherigen Betrachtungen zeigen einen grundlegenden Unterschied 
der Zylinderwelle von der ebenen Welle und der Kugelwelle. Das Medium kommt 
nach dem Durchgang der ersten Starung iiberhaupt nicht mehr zur Ruhe, es 
klingen dauernd Storungen, von entlegenen Kugelwellen kommend, nacho 

Die Ableitungen von cp Gl. (64) ergeben fiir x ~ Co t ~ x + Co to: 

V co2 t2 - X2 

W = 2f[~_I-----FI' (V X 2 +Z2-cot) -
VX2 +Z2 

(l 

Vi Co2 t2 - X2 

1 (---- )1 xdz ---- --- F V x 2 + Z2 - c t .. __ . = 
x 2 + Z2 1 0 V' ;:r2 + Z2 ' 

(fiii) 

-_2-1- (c - co) = 2f. - 1 _ F I' (V x2 + Z2 - Co t) dz 
x - V X2 + Z2 

o 

fiir Co t ~ x + Co t ist wie in Gl. (64) wieder nur zwischen den Grenzen 
V C02 (t - to)2 - x2 ~ Z ~ Vc;Tt2 - X2 zu integrieren. Die Ableitungen nach 
den Grenzen der Integrale von cp verschwinden mit der Funktion FI an dies en 
Stellen. 

Gl. (65) kann aus Gl. (61) auch direkt gewonnen werden, indem das x cler 
Kugelwelle wieder durch V x 2 + Z2 der Zylinderwelle ersetzt wird. Wahrend 
sich C - Co als skalare GroBe einfach durch die Summe der (c - co)-Wertealler 
Kugelwellen darstellt, muB bei der Geschwindigkeit W die Normalkomponente 

auf die z-Achse, also die mit -. __ x __ multiplizierte Geschwindigkeit der Kugel-
V X2 + Z2 

welle, integriert werden. 
Es ist noch festzustellen, wie die Quelltatigkeit an der Achse mit der Funk

tion FI zusammenhangt. Die zeitlich durch einen Zylinder von der Hohe h und 
dem Radius x flieBende Masse Gist innerhalb linearer Naherung mit Gl. (65): 

G = 2 n xh eo W 
J/Co2 (2 _ :z;2· 

=4n x2eoh jO,+,FI' (rr2 + Z2- co t) - _._1_3_ 1 FI (I/~-+ Z2-=--CO t) -Idz. 
• x T Z (X2 + Z2) ,2 _ 

o 
Hierin muB iiber z integriert und darnach x = 0 gesetzt werden, wozu aber die 
Funktion FI bekannt sein muB. Endliche Werte fiir FI iiberall vorausgesetzt, 
lassen sich aber direkt schon Aussagen machen. Weil x2 vor dem Integral als 
Faktor steht, kann von Ausdriicken ein Beitrag erwartet werden, deren Nenner 
bei x = 0 selbst gegen Null geht. Das konnen bei x = 0 nur Werte des Integranden 
bei z = 0 sein. Daher kann fiir sehr kleine x- Werte naherungsweise geschrieben 
werden: 

G = 2 n x h eo W 

= 4 n x2 h 00 [F '(_ c ~)CJ02 t:-. ~: __ F (_ c ~C)~2ft2_=-X2d_Z __ -
~ I 0 x2 + Z2 I 0 3/ 2 

• (X2 +Z2) 
o 0 

= 4n h eOFI' (-Cot) xarctg V( c~ty -1--4 n h eO F ! (- Co t) Vi-=( c~t r: 
Fiir x = 0 nimmt die Quellstdrke auf cler Einheitsstrecke der Zylinclerachse also 
den Wert an: 

(66) 
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Genau derselbe Wert ergibt sich fUr die Kugel fur G (f = 4 n X2), wenn in Gl. (62) 
zur Grenze x = 0 ubergegangen wird; entsprechend zur Kugelwelle ist in 
Abb. 30 fUr die Zylinderwelle 

4 ~2 
FI =---( -)3 (~+ co tO)2 

Jl Co to 

angenommen. Fur die Flacheneinheit der ebenen Stromung hingegen erhalt man 
mit Gl. (59) im Punkte x = 0: 

Glf = eo W = eOFI' (- Co t). 

Entsprechend den verschiedenen Dimensionen ist auch nur ein Vergleich von 
Quellstarken unterschiedlicher Dimension moglich. Der Quellstarke G bei drei 
Dimensionen «(1 = 2) steht die Quellstarke pro Langeneinheit Glh bei zwei Dimen
sionen «(1 = 1) und die Quellstarke pro Flacheneinheit oder Stromdichte Glf bei 
einer Dimension (a = 0) gegenuber. In Abb. 30 sind aIle GroBen mittels Co to 
auf die Dimension einer Geschwindigkeit gebracht, urn einen direkten Vergleich 

mit _2 __ (c-co) zu ermoglichen. Der MaBstab ist dabei gleichgultig, nur mussen 
x-I 

aIle auftretenden Geschwindigkeiten klein gegen die Schallgeschwindigkeit sein. 
Die Berechnung der Zylinderwelle erfordert einigen Rechenaufwand. 

12. Randbedingungen bei kleinen Storungen in ruhendem Medium. 
Trifft eine fortwandernde Welle auf eine feste Wand auf, so muB dort die 

Geschwindigkeit verschwinden. Gelangt eine Welle hingegen an das Ende eines 
offenen Rohres, so herrscht dort Druckausgleich mit der Umgebung, es muB also 
die Druckstorung und damit auch die Schallgeschwindigkeitsstorung ver
schwinden. 

Es sei angenommen, daB es sich urn eine rechtslaufende Welle handelt, welche 
auf ein geschlossenes oder offenes Rohrende trifft. Stets laBt sich eine links
laufende Welle so angeben, daB die Bedingung W = 0 oder c - Co = 0 an einer 
beliebigen Stelle erfUllt wird. Beispielsweise ergibt sich fUr eine ebene Welle, 
die im Punkte x = 0 auf eine feste Wand auftrifft, nach Gl. (59) dort W = 0, 
wenn F 2'(x+cot) =-FI'(-x-cot} gilt. Es ist dann: 

W =FI'(x-cot)-FI'(-x-cot), 

_2 ___ (c _ c) = F ' (x - c t) _L F ' (- x - c t) x-I 0 I 0'- I 0 . 

(67) 

Daraus geht hervor, daB sich c - Co und also auch p - Po einer ebenen Welle 
an der festen Wand verdoppelt. Die Bedingung eines offenen Rohrendes im 
Punkte x = 0, C = Co wird durch F 2' (x + Co t) = F I' (- X - Co t) erfullt. Dann ist: 

W=FI'(x-cOt) +F1'(-x-cot), 
(68) 

Daher verdoppelt sich also die Geschwindigkeit Weiner ebenen Welle am offenen 
Rohrende. 

Abb. 32 gibt die rechts- und linkslaufende Welle einige Zeit vor dem Ein
treffen im Punkte x = O. Darnach kann eine feste Wand verwirklicht werden, 
indem man spiegelbildlich die gleiche Druckwelle, (c - Col-Welle, ein offenes 
Rohrende, indem man spiegelbildlich eine auch in den Drucken gespiegelte Welle 
laufen laBt, was physikalisch unmittelbar einleuchtet. Die Wellen geben wechsel-
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weise die Gestalt der Druckwelle nach der Reflexion an, wenn die Wellen vollig 
ubereinander weggelaufen sind. 

Die Reflexion einer K ugelwelle an einer kugelformigen Wand liiBt sich ganz 
entsprechend behandeln, wenn x * 0 ist. Das Auffinden der Funktion F 2' welche 

t1 <0:..7 -

in x mit Fl zusammen W = 0 ergibt, 
ist allerdings nicht mehr so einfach. 
Vor der Reflexion haben die Wellen 

.r ~ nicht mehr spiegelbildliche Gestalt. 

!C-Cp ~ D ~ , , ie Wellen deformieren sich ja beim 
--L.:=~~\J-r----1..-.......L----l,:,,-:== /r---.x;:-'"b Fortschreiten und sollen sich erst im 

'\.../ Punkte x = 0 zu W = 0 erganzen. 
Abb.3i. Die rechts- und linkslaufende ebene WeUe 
bei der Reflexion an der festen Wand (a) und am 

offenen Rohrende (b). 

Die Reflexion im Zentrum x = 0 
kann nicht an Hand der Ausdrucke 
fur W behandelt werden, da W in 

x = 0 uber aIle Grenzen wachst. Da aber das Zentrum keine Senke sein soIl, 
muB F2 so angesetzt werden, daB die sich aus Fl und F2 ergebende Quell
starke G = eo W f verschwindet. Mit Gl. (62) ergibt sich das einfache Resultat: 

F2 (x + cot) = -Fl (- x-cot). (69) 

13. Das Aufsteilen von Wellenfronten. 

Zur Untersuchung des Fehlers, der sich aus der Annahme konstanter Schall
geschwindigkeit im Medium ergibt, soll die Front einer ebenen ((1 = 0), zylin
drischen ((1 = 1) oder kugelsymmetrischen ((1 = 2), in ein ruhendes Medium 
hineinlaufenden Welle untersucht werden. An der Wellenfront habe weder W 

() 

noch c - Co einen Sprung, jedoch mogen diese GroBen 
C- Cp gegen das Innere der Welle mit endlicher Tangente an

steigen (Abb. 33). Die Stromung sei isentrop (verlust
frei), dann lauten die Gl. (40) mit Gl. (34): 

2 oc 2 OC oW a 
x-lat + x-I W 8x + c-ax =-c W x' 

Abb. 33. Wellenfront einer in 
x-Richtung laufenden " eUe. oW + W ~W + __ 2_c~= 0 

ot ox x-I o:r . 
(70) 

An der Wellenfront herrscht stets die Schallgeschwindigkeit C = co. Urn die 
Vorgange dort zu verfolgen, sind C und W an der Stelle x = Co t zu entwickeln. 
Dabei ist die Zeitrechnung so eingerichtet, daB sich die Wellenfront zur Zeit t = 0 
im Zentrum x = 0 befindet. Es sei: 

x 2 1 (c - co) = a l (x - Co t) + ~ a2 (x - Co t)2 + ... , 

W = bl (x - Co t) + ~- b2 (x - Co t)2 + ... , 
(71) 

worin av bl , a 2, b2, •••• entsprechend einer zeitlichen Deformation des Wellenkopfes 
Funktionen der Zeit sind. Sie geben die Neigung und Krummung des Wellenkopfes 
wieder. Sind a/, b/ die (zeitlichen) Ableitungen von ai und bi , so ist mit Gl. (71): 

2 OC 
x-I -ax = a l + a2 (x - Co t) + ... , 

oW 
-~- = bl + b2 (x - Co t) + ... , 
ux 

-x_2---Cl~ ~~ = - Co a l + (aI' - Co a2) (x - Co t) + ... , 

o,w = - Co bl + (b l ' - Co b2 ) (x - Co t) + 
at 
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Das Gleichungssystem (70) muB auch fur die Wellenfront x = Co t, W = 0, C = cg 

gelten und lautet dort: 

2 OC oW 
x-I ----at + Co iiX = 0, 

oW 2 OC 
----at + x-I Co ax = O. 

(72) 

Daraus folgt nach Einsetzen der Ableitungen al = bl . Die Neigung von W und 
c - Co an der Wellenfront kann nicht willkurlich angesetzt werden, beide GraBen 

unterscheiden sich um den Faktor x -;- 1 . 

Die Entwicklungen von c, W und deren Ableitungen enthalten nur t und 

(x - Co t), weshalb ~ in Gl. (70) auch wie folgt entwickelt werden mage: 
x 

~= 1 =_1_[1+ x-Cot-J-l=_I_[I_ x-cot + ... J. 
x cot+(x-cot) cot cot cot cot 

AIle Entwicklungen in Gl. (70) eingesetzt, gestatten nun einen Vergleich der 
Glieder erster Ordnung in (x - Co t), was gleichbedeutend ist mit der Anwendung 
des Systems (70) auf die unmittelbare Nachbarschaft der Wellenfront. Nach 
Division durch (x - Co t) ergeben sich dann folgende Gleichungen: 

x+l a 
aI' + 2 a l2 - Co a2 + Co b2 = - al t' 

aI ' + x + 1 2 + b 0 2 a l Co az - Co 2 = , 

als Beziehungen zwischen den Zeitfunktionen ai' bi und deren Ableitungen. 
Nach Addition der beiden Gleichungen fallt a2 und b2 weg und es bleibt eine 
Differentialgleichung2 fur aI' also im wesentlichen fUr die Ableitungen von c 
und W an der Front: 

da 1 + x + 1 2 + 1 a 0 
dt 2 a l 2 al t = . 

Die Substitution z = _1_ ergibt die Differentialgleichung 
a1 t 

t ~ = (~ _ 1) + x + 1 
dt 2 z 2' 

(73) 

die sich durch Trennung der Veranderlichen - besonders fur a = 2 - leicht 
lOsen lant. Setzt man a l = - tg fl und fur t = to: 

2 ( OC ) ( oW ) + al = - = -- =-tgpo, 
x-lox x = Co t ox x = Co t 

so ergeben sich die Beziehungen: 

a = 0: cot p - cot Po = - x ~ 1 . (t - to), 

a = 1: Vt;;cotfl-Vt cot flo = -(u + 1) Vt(Vt-Vt;;), (74) 

x + 1 t 
to cot fl- t cot flo = - 2 t to In -. 

to 
a = 2: 

Wird nun anstatt der Zeit wieder der Ort der Wellenfront x = Co t, Xo = Co to 
eingefuhrt, so kann man aus Gl. (74) sofort das Aufsteilen der Wellenfront 
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zu senkrechtem Abfall2 (cot ,u = 0) fUr folgende x-Werte abhangig yon a ent
nehmen: 

(J 

Ebene Welle o I 2 Co + -;-+1 x~ cot Po' 

Zylinderwelle I ( 1 2 C )2 
I + -2 ..L l~ cot flo , 

11:, Xo 
(7;i) 

Kugelwelle 2 exp ( __ 2__ ~ cot II ). 
11: + 1 .1':0 0 

Eine in x-Richtung laufende Welle der durch Abb. 33 skizzierten Form (tg/I > Of 
ergibt an der Front nach einer bestimmten Lauflange stets einen senkrechten 
Abfall, also einen Stoll Dies tritt auch bei kleinster Amplitude ein, worau~ 
hervorgeht, daB die Linearisierung in Abschnitt II fur lange Zeiten oder groBe 

Lauflangen stets falsch wird. Bei gleichen Werten yon - 2 _.-~ cot 110 ergeben 
11: + 1 Xo 

sich die groBten Werte x/xo' also die langsten Laufzeiten, bei der Kugelwelle, 
die kleinsten bei der eben en Welle. Je flacher die Welle an der Front anfiinglich 
ist, je groBer also cot flO ist, desto groBer sind auch die Langen x, bei welehen ein 
StoB entsteht. 

Die Wellenfront der Abb. 33 entspricht einem negativen a l . Au,.; del" 
Differentialgleichung (73) folgt sofort, daB die Front steiler wird flir: 

- -- = ---- .. - =to"II '> . ( B W ) 2 ( Bc ) (J' C(O 

ox x = Co t 11: - 1 ax x = to t "". X (11: i· 1) 

Bei der ebenen Welle (a = 0) steilt sich die Front also stets auf. Bei grol3en 
Abstanden vom Zentrum benimmt sich die Zylinder- und Kugelwelle wie die 
ebene Welle. Bei kleinen x-Werten hingegen tritt zunachst ein Abflaehen am 
Wellenkopf ein, bis so groBe Werte x erreicht werden, daB sich die Front wieder 
aufsteilt und schlieBlich in den in Gl. (74) angegebenen Abstanden einen StoB 
bildet. 

Fur Wellen, welche auf das Zentrum zulaufen, gelten entsprechende Resultate. 
In diesem FaIle ist c und W analog zu Gl. (71) nach (x + Co t) zu entwiekeln, 
wobei der ZeitmaBstab am best en so gewahlt wird, daB die Welle zur Zeit t = 0 
im Zentrum eintrifft. Die interessierenden Vorgange spielen sich also wiihrend 
negativer t-Werte abo Geschwindigkeits- und Schallgeschwindigkeitsgradient 
haben nun entgegengesetztes Vorzeichen. Die Differentialgleichung fur b1 lautet 
genau so wie fruber GI. (73) fUr a l . Setzt man: 

- a l = b1 = tg fl = + (il!Y_) = _ - 2 - (~) , 
ax x = - Co t 11: - 1 ax x = _. Co t 

so ergibt sich nun entsprechend zu den Gl. (74), wenn der Ort der Wellenfl"Ont 
x = - Co t als unabhangige Variable gewahlt wird: 

11: + I I 
a = 0: cot !I- cot flO c= - --2···· (x - xo)' 

C(O 

a = I: 'lxo cot ft - j/x cot 110 = - (% -'- 1) yx (VX - I/x~), V ~c r j I Co 
(7H) 

a = 2: 
11: + I .r. Xo x x cot!t - x cot II = - .. __ ._--- In -. 

o , 0 2 Co Xo 

Formal ergibt sich also genau diesel be Form, wie wenn in Gl. (74) der Ort der 
StoBfront (dart x = + Co t) anstatt t eingefuhrt wird, jedoch mit einer anderen 
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Bedeutung fur tgfl. Damit gelten auch wieder die Gl. (75), wobei nun tgfl die 
Geschwindigkeitszunahme und Schallgeschwindigkeitsabnahme (Druckabnahme) 
in x-Richtung ist. Eine Druckwelle (cot fl < 0) steilt sich also wieder in Fort
schreitungsrichtung auf, wobei der Beginn eines StoBes abhangig von der Anfangs
neigung (x = xo: cot fl = cot flo) durch Gl. (75) gegeben ist. 

Verdunnungswellen entsprechen bei positiver (negativer) Fortp£lanzungs
richtung positiven (negativen) Wert en von a 1 = -tgfl. Die Veranderungen der 
Wellenfront lassen sich direkt den abgeleiteten Gleichungen entnehmen. Besonders 
sei auf folgende Erscheinung hingewiesen: Eine Verdunnungswelle wird in groBer 
Entfernung vom Zentrum bei Annaherung an dieses zunachst £lacher, beginnt 
sich aber von der Stelle: 

(~) = _ 2 (~) < a 
AX x=-cot ,,-1 ax x=-cot= ,,+ 1 

Co 

x 

an aufzusteilen (fUr (] 4= 0) und erreicht, wie Gl. (76) zeigt, im Zentrum eine un
endliche Geschwindigkeitszunahme und einen unendlichen Druckabfall am 
Wellenkopfe. 

Bei den auf das Zentrum zulaufenden Wellen sind die Erscheinungen bei der 
Kugelwelle am starksten, bei der ebenen Welle hingegen unabhangig von der 
Laufrichtung. 

Eine Sonderstellung nimmt - wie spater noch Ofters - der Fall x = - 1 
ein, dem allerdings kein reales Gas entspricht, dem aber doch eine gewisse theo
retische Bedeutung zukommt. 

14. Der VerdichtungsstoJl in instationarer Stromung. 
Nach den Resultaten des letzten Abschnittes muB bei Druckanstiegen an 

der Wellenfront nach einiger Zeit stets mit einem unendlichen Gradienten, also 
mit einem StoB gerechnet werden. Es wird sich in Abschnitt 27 zeigen, daB sich 
ebene Wellen endlicher Amplitude an Stell en des Druckanstieges stets zu einem 
StoB aufsteilen. Lediglich bei den Vorgangen reiner Expansion, etwa bei der 
inneren Ballistik, kann von StoBen abgesehen werden. Bei der uberwiegenden 
Zahl instationarer Stromungen kommen StoBe vor. 

Wegen der sprunghaften Anderungen im StoB genugt es, StoBe konstanter 
Wandergeschwindigkeit und konstanter Zustande vor und hinter dem StoB zu 
betrachten, da die Wanderungsgeschwindigkeiten der Zustande in der Umgebung 
eines StoBes gegenuber den Anderungsgeschwindigkeiten im StoBe selbst ste~s 
verschwindend klein bleiben. Die gewunschten instationaren StoBe konstanter 
Eigenschaften ergeben sich sofort durch Betrachten eines StoBes aus einem senk
recht zur StoBfront bewegten Bezugssystem. Dieser Weg der Berechnung ist 
kurzer als eine Anwendung von Kontinuitatsbedingung, Impuls- und Energie
satz auf instationare Stromungen (siehe SchluBbemerkung Abschnitt 4). 

Es ist zweckmaBig, den StoBvorgang durch GroBen zu charakterisieren, 
welche unabhangig vom Bezugssystem sind. Dies ist von vornherein bei allen 
thermischen ZustandsgroBen und der lediglich von der Temperatur abhangigen 
Schallgeschwindigkeit der Fall. Die Geschwindigkeit der stationaren Stromung 
vor dem StoB Wist in der neuen Sprache die negative Geschwindigkeit U des 
StofJes relativ zum anstromenden Medium. Die Differenz TV - W bei stationarer 
Stromung ist die Relativgeschwindigkeit LI W des Mediums hinter dem StoB zum 
Medium vor dem StoB. Ruht also das Medium vor dem StoB, so lauft dieser mit 
der Geschwindigkeit U, wobei das Medium der StoBfront mit der Geschwindig
keit L1 W nachstromt. 
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Durch Superposition 

W = -V; W-W=L1W 

gehen die StoBgleichungen (II, 34) fur das id. Gas konst. sp. W . dann uber in : 

L1 ;V =x! T -~- ( 1 - i~) = x! 1 --0- ( ~2 - 1) : 

~ = 1 - x! 1 (1 - ~;2) = -V~ [1 + : -~~ (~:2_ - 1) l 
(77) 

P = 1 -L _2_~ __ (~ - 1) . 
p 'x + 1 c2 ' 

; - = ~~ = ~2 [1 + --x ~ 1 ( ~2 - 1)] [1 + : + -~ ( ~22 - 1) I. 
Hierin sind aIle Geschwindigkeiten durch die Schallge3chwindigkeit c im 

anstramenden Medium dimensionslos gemacht. Das Verhaltnis der Laufgeschwin
digkeit des StoBes V zu c ist unmittelbar ein MaB fur die Starke des StoBes. Del' 
Unterschied der Zustande vor und hinter dem StoB verschwindet fUr V = c, 
also fur schwachste Wellen. 

Bei der Schallgeschwindigkeit ist es sinnvoll, nach dem Betrag und cler Rich
tung zu fragen. Dimensionslos wird stets mit clem Betrag gemacht, aueh ist del' 
Sprung im Betrag ein MaB fur die Starke der StoBwelle. Fur die Fortpflanzungs
richtung einer Schallwelle hingegen kommen entsprechend den beiden l\'Ioglich 
keiten beide Vorzeichen der Gl. (77) fur c in Frage. 

Aus Gl. (II, 40) ergibt sich fur den Entropieanstieg 

8 Cv 8 = In [1 + _x 2+x 1 - ( -~: -1)1-1- x In{ ~211 + -:+ ~ ( ~:22 -l)l). (78) 

Wie aile thermischen GraBen, andert auch 8 seine Bedeutung beim Betrachten 
aus einem bewegten Bezugssystem nicht. Anders ist dies mit den GraBen Ruhe-

Abb. 34. StoJlpolare (lnstatiouiir, " = 1,40) in der.d W . c· Ebene. 

druck, Ruhedichte usw. , deren 
Definition auf den Energiesatz 
Rtationarer Stramung GI. (II,7) 
zuruckgeht. Sie sind fur die 
Beurteilung der Verluste in in
stationaren Stromungen unge
eignet, weil sie nicht mehr als 
reine Entropiefunktionen dar
stell bar sind. Fur schwachere 
StaBe kann die Beziehung Gl. 
(II, 37) zwischen S - 8 und PJp 
unverandert ubernommen wer
den . In der Beziehung zwischen 
oS - 8 und der Mach-Zahl ist 
M durch Vic zu ersetzen. 

In den Gl. (77) kann jede linksstehende GraBe durch jede andere solche dar
gestellt werden, wobei Vic als Parameter fungiert. Tab. (II, 1) gibt die ent
sprechenden Zahlenwerte. Als besonders zweckmaBig erweist sich die Auftragung 
in einem Diagramm Abb. 34, des sen Abszisse LI Wlc und dessen Ordinate 

cle = V' TIT ist . Entsprechend den beiden maglichen Laufrichtungen eines 
StoBes ergeben sich zwei Kurven, die "StofJpolaren". 
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Fiir hohe StofJgeschwindigkeiten Ujc ergeben sich aus Gl. (77) und (7S) in erster 
Naherung folgende Werte: 

2 
LlW= x+TU; 

{j x + 1 
e = x- C; 

Ujc";?> 1: f> _ 2 x (U )2. P = 2 (! U2; 
p -uTI C' x + 1 

A=± V2x(x-l) U' 
c x + 1 ' 

I:; -8 21' U I 
~c~v- = nlet 

Damit gilt fUr U jc ";?> 1 folgende Beziehung zwischen c und Ll W: 

U jc ";?> 1: c = ± V x (x 2 1) Ll W. 

Einfache Losungen ergeben sich ferner aus Gl. (77) fur schwache StoBe: 

L1W = 4 (~-I)' 
c x+l c ' 

U 
~-l~l: 

c 

e = 1 + 4 (~-I) = 1 + L1W ; e x+l c c 

(U > 0) P =l+~--(-~-I) = 1 +~ L1W; 
P x+l c c 

C = 1 + 2 _ x-I .(~ _ 1) = 1 + x-I .1 W 
c x+l c 2 c 

Die Niiherungen fur ~ ";?> 1 
c 

und ~ -1 <K 1 sind in Abb. 34 
c ' 

fur den Zusammenhang von Ll W 
und c eingetragen. 

Es warde am Ende von Ab
schnitt II, 5 ausgefuhrt, daB 
die VerdichtungsstoBgleichungen 
ihre Gultigkeit beibehalten, wenn 
aIle auf den Zustand vor dem StoB 
bezogenen GroBen auf den Zu
stand hinter dem StoB bezogen 
werden und umgekehrt. Es ist 

!1I11 

so 

8 

(79) 

(SO) 

(81) 

dies eine notwendige Folge der -I -~ -2 2 ! 8,1!, 

Symmetrieder Ausgangsgleichun- Abb. 35. tollpolare (instationiir, " = 1,40) in der ver7.crrtcn 

gen. Es sei nun - (; die Relativ- LlW, p·Ebene. 

geschwindigkeit des StoBes und L1 TV die Relativgeschwindigkeit des Mediums 
vor dem StoB, beides bezogen auf das verdichtete Medium hinter dem StoB, 
dann gilt aus Grunden der Symmetrie beispielsweise: 

.1; = x:T ~ (~2 -1); 
.E.. = 1 + 2 x (fJ2 _ 1)' (S2) 
P x + 1 c2 ' 

~: = ~2 [1 + x 2; 1 (~2 - 1) Jr 1 + : ~~ (~2 - 1) l 
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Der Tatsache, daB hinter einem senkrechten StoB stets Unterschallgeschwin
digkeit herrscht, entspricht hier die Tatsache, daB sich die Sto13front relativ zum 
verdichteten Medium mit einer Geschwindigkeit bewegt, die kleiner als die dortige 

Schallgeschwindigkeit ist ({; ~ c). Ware das nicht der Fall, so konnte das ver
dichtete Medium die StoBfront gar nicht beeinflussen. Der StoB wird aber gerade 
durch die hohen Verdichtungen hinter seiner Front bedingt. Zwischen den 
Relativgeschwindigkeiten in Gl. (77) und (82) besteht folgende Beziehung: 

LlW=W-W=-LlW. (83) 

Wird in den Gl. (82) oder (77) (;/e oder Ule eliminiert, so ergeben sich zwei 
formal gleiche Beziehungen zwischen den StOrgeschwindigkeiten: 

~ =F(-~); LlAW =F (.;-). 
c c c c 

Es handelt sich in beiden Fallen urn die gleiche Funktion, deren analytische 
Form durch die Kurve in Abb. :~4, die StoBpolare, dargestellt wird. Wegen 
Gl. (83) laJ3t sich nun schreiben: 

Ll~ =F(~)=-~~ =_~F(C). 
c c c c c c 

Wird G = Y gesetzt, so erfullt die StoBpolarenfunktion die Beziehung 
c 

y F( ~) = -F(y), (84) 

woraus sich jeder Wert fur y < 1 aus einem Wert fUr y > 1 ausdrucken laBt. 
Werden die Ableitungen nach dem Argument mit F' und F" bezeichnet, so gilt: 

- F' (y) = F ( ~) - ~ F' ( ~); 

- F" (y) = - -~- F' (~) + _1 F' (~) + -~ F" (J_) = ~-F" (~) .. 
~ y ~ y ~ y ~ y 

Die Krummung der StoBpolaren in Abb. 34 ist also fur die Kurventeile 

!:... > 1 und C < 1 entgegengesetzt und muB bei G = 1 verschwinden. Die StoB-
e c e 

polare hat darnach bei C = 1 einen Wendepunkt. D. h. der Fehler in den linearen 
e 

Beziehungen (81) von C und LlW ist erst durch ein Glied dritter Ordnung: (LlW)3 
c c c 

gegeben, die Naherung ist also recht gut. 
Zur Ableitung einer Naherung gleicher Gute sei der Energiesatz stationarer 

Stromung auf Ll W und U umgeschrieben. Aus Gl. (II, 29) folgt exakt: 

W2 _ W2 = 2 (c2 _ c2) 
u-1 ' 

oder mit EinfUhrung von Ll W und U 

LlW (2 U -LlW) = _2_~ (c2 - e2 ). 
u-1 

Aus der letzten Gl. (81) folgt in zweiter Naherung: 

LlW= U-=-l (c-c) 

und folglich zusammen mit der vorausgehenden Gleichung folgende bei Vernach

lassigung von Gliedern ( Ll cW ) 3 gultige, von H. PFRIEM aufgestellte Formel: 

U = ! [c + c + Ll W]. (85) 
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U ist die StoBgeschwindigkeit, c die Schallgeschwindigkeit im unverdichteten, 
C + L1 W die Geschwindigkeit einer Schall welle im verdichteten Medium, alle 
drei GroBen bezogen auf das unverdichtete Medium. In zweiter Naherung ist 
also die absolute Laufgeschwindigkeit eines StoBes gleich dem arithmetischen 
Mittel der absoluten Laufgeschwindigkeiten gleichgerichteter Schallwellen vor 
und hinter dem StoB. Dies gilt fur jedes beliebige Bezugssystem, da die absoluten 
Laufgeschwindigkeiten von StoB und Schallwelle sich in einem bewegten System 
in gleicher Weise andern. 

Die Naherungen zweiter Ordnung entsprechen der Annahme einer isentropen 

Zustandsanderung, weil sich die Entropie s erst in dritter Ordnung von if W 
o 

andert. Die Werte fur U stimmen mit den exakten Werten besser, als es bei 

Gl. (85) der Fall ist, uberein, wenn if W in der erst en Gl. (77) durch die isentrope 
c 

Naherung von a ersetzt und daraus !!..- ermittelt wird. 
o 0 

Der Wert von ifW fur sehr kleine Werte a kann mit Gl. (84) aus sehr groBen 
o 0 

Werten von C berechnet werden. Fur groBe Werte von Q gilt die Beziehung (80), 
C c 

also F (y) = V "("~ 1) y, und damit fur: 

a = c: ~I: _ifW = F(c:) = -8F(~) = VF 2 
C 0 e ,,(,,-1) 

15. Exakte Losungen isentroper Stromungen. 
Die Uberlegungen uber das Aufsteilen von Wellenfronten zeigten die begrenzte 

Brauchbarkeit von Losungen, die durch Linearisierung gewonnen werden. Es 
sollen daher hier zur Erlauterung der wirklichen Verhaltnisse einfache Losungen 
ebener (a = 0), zylindersymmetrischer (a = I) und kugelsymmetrischer (a = 2) 
isentroper Vorgange gesucht werden. Diesen liegt das Gleichungssystem (70) 
zugrunde, welches sich dadurch auszeichnet, daB aIle Summanden entweder x 
oder t in erster Ordnung enthalten. Daher ist zu erwarten, daB es Losungen gibt, 

welche lediglich von 1J = ; abhangen. Wird die Ableitung einer Funktion F (1J) 

nach r; mit F' (r;) bezeichnet, so ist: 

of('Y}) =~F'(). of('Y}) =-!LF'( ) 
ox t 1J 'ot t r; , 

und das Gleichungssystem (70) erhalt die Gestalt: 

(W -r;) 2 1 c' + c W' = -c W~; 
,,- 'Y} 

(W-1J) W' + "~1 cc' =0; (86) 

x 
r;=T" 

Losungen ergeben sich aus dem Linearansatz W = al + a2 r;, c = bl + b2 '1. 
Fur die ebene Welle (a = 0) ist: 

W _ ± 2 (± 'Y) 1) _ ± 2 (± x 1) . Cu- ,,+1 -;;;;-- - ,,+1 CuT-, 
__ 2_ c-co = 2 (± ~-1) = ±~. 
,,-100 ,,+1 cot Co 

(87) 

Oswatitsch, Gasdynamik. 7 



98 III. Instationare Fadenstromung 

Co ist die Schallgeschwindigkeit an der Stelle W = O. Die Losung wird in 
Abschnitt 16 und 17 verwendet und diskutiert. Fur Zylinder- und Kugelwellen 
fuhrt ein Linearansatz nur zum Ziel, wenn W und c proportional zu rJ sind. Fur W 
ist diese Forderung sinnvoll, weil sie bedeutet, daB die Geschwindigkeit im Zen
trum verschwinden solI. Anders ist es bei c, das im Zentrum im allgemeinen 
als c =1= 0 vorausgesetzt werden wird. Weitere Losungen geben K. BECHERT3,I7 

und H. MARX4 an. Der Ansatz kann noch erweitert werden. 
Um das Gleichungssystem (70) auf Differentialgleichungen von Funktionen 

einer einzigen Veranderlichen rJ zuruckzufuhren, muss en c und W in gleicher 
Weise so angesetzt werden, daB ihre Ableitung nach t diesel be Potenz von x 
multipliziert mit einer Funktion von rJ gibt, wie das Produkt von W oder c mit 
einer ihrer Ableitungen nach x. Damit verschwindet auch das x im O'-Glied, da 
eine Ableitung nach x oder eine Division durch x einer Funktion xa stets zur 
Potenz xa - 1 fuhrt. Es sei mit ci als beliebiger Bezugsgesch windigkeit 

x C W 
rJ= (±clt)n; --c;=xaFI(rJ); ~=xaF2(rJ). 

Dann lauten mit F I ' = ddFl und F 2' = ddF2 die Ableitungen 
,1] 1] 

C xa + 1 a-2- 1+2-
_t ==fn F'=-Tnx nn nF' 

Cl2 (±clt)n+11 T ./ l' 

~ = a xa- 1 F 1(rJ) + (± xa )n F 1'(rJ) = xa- 1 [a F1(rJ) + rJ F 1(rJ)]. 
~ ~t 

'Mit a= 1-~ stehen im Gleichungssystem (70) dann nur mehr Funktionen 
n 

von rJ, Ableitungen nach rJ und rJ selbst. Der Ansatz muB also lauten: 

(88) 
w 1-2-- = X n F 2(rJ). 
Cl 

Dieser Ansatz stammt von BECHERT3 . 

Entsprechende Ansatze konnen bei ebener Stromung auch fur die Gleichungen 
in Lagrangeschen Koordinaten gemacht werden. Mit W und c als abhangigen 
Veranderlichen treten nur erste Ableitungen nach a und t in jedem Glied einmal 
auf. Untersuchungen daruber sind noch nicht bekannt geworden. 

16. Ausgleich eines Drucksprunges im Rohr. 
1st ein unendlich langes Rohr (konstanten Querschnittes) durch eine Wand 

in zwei Teile geteilt mit hohen Drucken auf der linken und niederen Drucken, 
allenfalls Vakuum, auf der rechten Seite, so fuhrt das Wegnehmen der Wand 
zu einer druckausgleichenden Stromung, die im folgenden berechnet werden soIl. 
Die Losung gilt auch fur V organge in einem endlichen Rohr bis zu jenem Zeit
punkte, in dem die erste Storungswelle nach einer Reflexion an den Rohrenden 
in dem betrachteten Punkt anlangt. Der Druck ist wieder durch die SchaU
geschwindigkeit reprasentiert. Das Verhaltnis plpo kann mit Hilfe der Isentropen
gleichung (Tab. II, 5) aus clco berechnet oder der Strichleiter (Tafel III) uber 
TITo = (C[CO)2 direkt entnommen werden. 

Gl. (87) mit den unteren Vorzeichen gibt an der Stelle x/co t = - 1 die Werte 
W = 0 und c = co' Mit wachsendem x nimmt W zu und faUt c, bis bei x/co t = 
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2 die Werte C = 0 und W = __ 2-1- Co erreicht werden (Abb. 36). 
x-I x-

Werte ~ > __ 2-1- sind sinnlos, da mit c = 0 auch der Wert p = 0, also Vakuum, 
cot x-

erreicht ist. Der Wert W = 0 wandert mit x = - cot in das Medium hinein. Es han
delt sich also urn eine in ruhendes Medium der Schallgeschwindigkeit c = Co hinein-

-, 5 {j ..z:... 
.L 00 

Cut, 
Co 

I IpO 
r ' 1 

I 

, 
- -- -- - ---

-, 0 5 5 .r 

1.0 
1fo 

~t, 

8' '0:.. 
~ 
~ 8' ~ 

.\i "-
i> "" ~ ~ 

'-> 
l I -- ----- ------ ------ - ---, 0 I .1 9 .f 5 .r 

c;t; 

Abb. 36. Die Iinkslaufigen Mach·Linien belm Au glrich eines Drucksprunges 00 : 1. Zustanrl verteilung Zur 
Zeit I = I, beim Ausgleich eines Druck~prllllges 00 : 1, 200: 1 und 50: 1 im R ohr (" = 1,40). 

wandernde Storung: die in die Hochdruckseite des Rohres wandernde Storungs

front. Die Grenze ~ = __ 2-1- hat nur eine Bedeutung, wenn auf der Nieder-
cot x-

druckseite von vornherein Vakuum herrschte, weil nur dann im Medium an der 
Front der Ausdehnung c = 0, also verschwindende Temperatur herrschen kann. 
Die erste StOrung in das Vakuum lauft also bei verschwindender Schallgeschwin
digkeit mit einer Stromungsgeschwindigkeit 

W = 2 co' (89) 
x-I 

7* 
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Damit ubertrifft sie die in 8tationiirer Stromung maximal erreichbare Stro
mungsgeschwindigkeit Gl. (II, 30) ganz bedeutend. Beide Extremzustiinde 
haben im wesentliehen theoretisehe Bedeutung, weil sieh die Gaseigensehaften 
am absoluten Nullpunkt iindern. Del' behandelte Stromungszustand hat WI' 

Zeit t = 0 versehwindende Ausdehnung und stellt zu diesem Zeitpunkt den 
Zustand im Rohr nach Entfernen del' Wand dar. 

Herrseht auf del' Niederdruekseite des Rohres nieht absolutes Vakuum, ~o 
muB das dort befindliche Medium yom anstromenden Medium del' Hochdruck
Heite zusammengedruckt werden, wobei sich wegen der hohen Stromungsgeschwin
digkeiten diese Kompressionswelle in Stromungsrichtung mit Uberschallgeschwin
digkeit fortpflanzen muB, also nur ein VerdichtungsstoB sein kann. Hinter diesem 
grenzen die beiden Medien irgendwo zusammen und mussen an diesel' "Un-
8tetigkeit8linie" gleiche Ge8chwindigkeit und gleichen Druck haben. Es sei voram;
gesetzt, daB es sich auf del' Hoeh- und Niederdruckseite um das gleiche Gas 
handelt. Damit ist abel' nicht verbunden,' daB die Medien an del' Grenzlinie auch 
dieselbe Temperatur und Schallgeschwindigkeit haben werden, denn iiber c im 
Ausgangsstadium ist noch keine Voraussetzung getroffen. 1st mit Po' co' 8 0 und 
Pll cll 8 1 als Ausgangswerten auf del' Hoch- und Niederdruckseite Co = c1 , flO 

herrschen an beiden Seiten del' Unstetigkeitslinie sichel' versehiedene Tempera
turen, weil sich das eine Gas ausgedehnt und dabei das zweite verdichtet hat. 
Dieser Umstand rechtfertigt die Bezeichnung fUr die "Unstetigkeitslinie·'. Hat 
die Hochdruckseite jene Tempera,turen, welche sie durch isentrope Verdichtung 
del' Niederdruckseite annehmen wiirde, ist also 8 0 = "'1' so hat das Gas del' Nieder
druckseite noch immer an del' Unstetigkeitslinie eine hohere Temperatur, wei I es 
nach Verdichtung durch den StoB eine hohere Entropie besitzt als sein Nachbar 
an del' Unstetigkeitslinie. Temperatur- odeI' Schallgeschwindigkeitsgleichheit 
an diesel' Stelle entspricht also keineswegs den Verhaltnissen in del' PraxiH, 
geschweige denn dem allgemeinen Fall. 

Die Ausdehnung des anfangs komprimierten Gases ist durch Gl. (87) ge
geben. Es ist eine line are Beziehung von W und c und wiirde in einem Diagramm 
mit W und c als Koordinaten als Gerade erscheinen. In das Diagramm Abb. 34 
eingetragen, wiirden einem Schnittpunkt diesel' Geraden mit del' StoBpolaren 
unterschiedliche Drucke auf den beiden Kurven zugeordnet sein. Da es neben del' 
Gleichheit del' Geschwindi.gkei.t auf die Gleichheit des Druckes an del' Unstetig
keitslinie ankommt, sei die StoBpolare in ein Diagramm eingetragen, de:.;sen 
Abszisse wieder LI W Ic, dessen Ordinate nun abel' eine Funktion des Druckes IJ 
ist, die so gewiihlt sei, daB die durch Gl. (87) gegebene lineare Beziehung zwischen 
c und W (Abb. 35) auch in dem neuen Zustandsdiagramm als Gerade erscheint. 
Die Ausdehnung ist isentrop, also ist mit Tab. II, 5: 

,,-1 

)( --=- 1 C Co Co )( --=- 1 (:J ---z,;-- ,,-~-C = ± -: . 
Auf den Ruhezustand PI> C1 VOl' dem StoB bezogen, gibt daH: 

,,-1 ,,-1 

_2_ (~)~ (~)~ ~ __ 2_ ~ = ±~. (90) ,,= 1 PI Po 0l" - 1 0I c i 
x-- 1 

W 2 ( )----Del' Zusammenhang von Wundp naeh Gt. (90) ist inder-, ---I-.E- 2" 
W ~ x- ~ 

Ebene eine Gerade, deren Neigung zur - -Achse: 
°1 

x-I 81 -80 

, °1 (po) 2 " __ ;. --2 c ---
::t:: Co -P1- - :r Cp (!ll ) 
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nach Gl. (I, 37) lediglich yom Entropieunterschied der Zustande Po, co' 8 0 und 
PI' Cl ' 8 1 abhangt. Der Schnittpunkt der Geraden mit der p-Achse hangt nur 
yom Verhaltnis colc l ab und ist mit Gl. (91) uber den Entropieunterschied auch 
aus dem Druckverhaltnis angebbar. 

Das lehrreichste Beispiel durfte jenes mit gleicher Ausgangsentropie sein 
(80 = 81), weil in ihm die Entropievermehrung im StoB am klarsten hervortritt. 
Die Geraden (90) verlaufen dann unter 45° fallend [fur positive Wist das negative 
Vorzeichen in Gl. (90) zu wahlen], und ihr Schnittpunkt mit der p-Achse gibt 
dort das Druckverhaltnis von Hoch- und Niederdruckseite im Ausgangsstadium. 
Da das Gas vor dem StoB ruht, ist die Relativgeschwindigkeit LI W gleich der 
Absolutgeschwindigkeit W, so daB die Gerade direkt in Abb. 35 eingetragen 
werden kann (es ist dort das Beispiel PO/PI = 50, 8 0 = 8 1 gewahlt; beachte die 
MaBstabsverzerrung). 1m Schnittpullkt mit der StoBpolaren hat die Gerade nun, 
wie erforderlich, gleiche Werte von W und P mit der StoBpolaren, d. h. das 
expandierte Gas und das durch dieses im StoB komprimierte Gas haben an der 
Beruhrungsstelle gleichen Druck und gleiche Geschwindigkeiten. Sie unter
scheiden sich aber in der Temperatur (Schallgeschwindigkeit), die beim ex
pandierten Gas der Isentrope, beim komprimierten Gas zusammen mit der 
Laufgeschwindigkeit des StoBes den StoBbeziehungen (Tab. II, 1) zu ent
nehmen ist. 

Gl. (87) fur die Geschwindigkeitsverteilung im expandierten Gas ist also bis 
zu den durch den Schnittpunkt mit der StoBpolaren gegebenen Wert en zu ver
wenden. Von da ab bis zur Beruhrungsflache des expandierten Gases mit dem 
komprimierten Gas bleibt der Zustand (Geschwindigkeit, Druck usw.) konstant. 
An der Beruhrungsflache springen aUe GroBen bis auf Druck und Geschwindig
keit. Die Mediumgrenze ist eine Bahnlinie, ihre Lage ist einfach durch die Ge
schwindigkeit gegeben. Die Wanderungsgeschwindigkeit der Grenze und die 
noch hahere des StoBes sind konstant, ihre Abstande yom Ursprung wie bei 
Gl. (87) proportional der Zeit. Bei hohen Ausgangsdruckverhaltnissen ist nach 
Abb. 36 auch der StoB kraftig. Er lauft dann nach Gl. (79) mit der Geschwin· 

digkeit )e ~ 1 LI W, in der Grenze hachster Druckverhaltnisse nach Gl. (89) also 

mit der Geschwindigkeit 

U 

EbenfaUs nach Gl. (79) steigt die Schallgeschwindigkeit beim Ausgangsdruck
verhaltnis 00: 1 auf den Wert: 

c: =V X
2x

l' 

d. h. die Temperatur liegt bei " = 1,40 im durch den StoB komprimierten Gas 
beim siebenfachen Ausgangswert im Hochdruckgebiet! Dies ist ein Betrag, der 
in vielen Fallen uber die Grenzen hinausfiihren wird, innerhalb denen mit id. Gasen 
konst. sp. W. gerechnet werden darf, eine Annahme, welche den Abb. 34, 35, 36 
zugrunde liegt. 

An der Ausgangsstelle der Starung (x = 0) herrscht zu allen Zeiten Schall
geschwindigkeit. Nur so kann sich der Vorgang in gleichbleibender Weise strom
aufwarts geltend machen. In der x, t-Ebene sind die Machschen Linien Strahlen 

durch den Ursprung (in Abb.36 fUr die Parameterwerte ~ dd' x = W -c = 
Co t Co 

= -1; -0,5; 0; + 0,5; usw. eingetragen). Ganz entsprechend zu maximal 
erreichbaren Geschwindigkeiten beim besprochenen Vorgang und bei der statio-



102 III. Instationare Fadenstromung. 

naren Stromung in einer Laval-Duse sind auch die Werte an der Stelle W = c 
gerade das Quadrat der kritischen Verhaltnisse bei stationarer Stromung. 

Der behandelte Vorgang kann auch als ebene Explosion gedeutet werden. 
In der Praxis allerdings wird im explodierenden Gas (Schwaden) mit einem 
anderen u gerechnet werden mussen als in der Luftumgebung. Die Rechnung 
wird dadurch nicht wesentlich erschwert. Auch dann ist damit zu rechnen, daB 
die Temperatur im explodierenden Schwaden bedeutend geringer ist als in der 
von ihm komprimierten Luft! 

Die Ausgleichstromung wird neuerdings vielfach fUr Versuchszwecke benutzt 
(Shock tube). Dabei kommt fUr Modellversuche vor allem das Gebiet konstanten 
Zustandes an der Mediumgrenze in Frage. Bei solchen Versuchen wird meistens 
im Ausgangszustand die Temperatur ausgeglichen sein (co = cI ). Auch die An
wendung unterschiedlicher Gase kommt in Frage. Zahlreiche Tabellen und 
Zit ate gibt J. LUKASIEWICZ27 . 

Bei einem kugel- oder zylindersymmetrischen Druckausgleich muB die erste 
StoBwelle mit der Entfernung vom Zentrum an Intensitat abnehmen. Die durch 
den StoB komprimierte Luft erfahrt mit abnehmender StoBstarke abnehmende 
Entropieerhohungen. Dies erschwert die Rechnungen bedeutend. Diese werden 
erst dann einfacher, wenn der StoB so schwach geworden ist, daB sich die Entropie 
praktisch nicht mehr andert. Auch dann sind die Zustande in der Luft zwischen 
Mediengrenze und StoB naturlich nicht mehr konstant. 

17. Detonation im Rohr5• 

1st ein Rohr mit einem detonationsfahigen Gemisch (Knallgas) gefUllt, so 
breitet sich in ihm nach einer Zundung ein DetonationsstoB aus, der nach einer 
Anlaufzeit mit konstanter Geschwindigkeit fortwandert (Abschnitt II, 16). 

Da der Ort der Detonationsfront nur vom Verhaltnis ; abhangt [wennderBeginn 

des Vorganges (t = 0) wieder an die Stelle x = 0 verlegt wird], wird wieder die 
Losung Gl. (87) zur Beschreibung des ganzen Vorganges ausreichen. Ausgehend von 
de'[" Detonationsfront wird die Geschwindigkeit W stromaufwarts absinken, bis sie 
an einer Stelle den Wert W = 0 erreicht, von wann an der Schwaden in Ruhe 
bleibt. Das Rohr, in welchem der Vorgang ablauft, sei linksseitig unmittelbar 
an der Zundstelle verschlossen. Die Geschwindigkeit W = 0 muB dann bei posi
tivem x erreicht werden, es ist also die Losung mit den oberen Vorzeichen in 
Gl. (87) zu nehmen. Die Rechnung mit einem id. Gas konst. sp. W. hinter dem 
StoB wird durch das Ergebnis gerechtfertigt, das zeigt, daB sich die Temperatur 
im fraglichen Gebiet nur wenig andert. 

Nach Gl. (87) ist: 
,,+1 ,,~1 x 

Co = --2- C - --2- t 

Die Schallgeschwindigkeit c unmittelbar hinter der Detonationsfront, die als 
verschwindend dunn angenommen werden solI, wird aus den Werten PI> el' cI> ul 
vor und den Werten p, g, u hinter der Front sowie aus deren Laufgeschwindig
keit U mittels Gl. (II, 82) fUr den Detonationsstol3: 

c.!L = U 
121 

und mittels der Formel fUr die Schallgeschwindigkeit idealer Gase 

~2 e "P c - = CI2 __ ~-

(11 "1 PI 
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leicht aus den in Tab. II, 7 wiedergegebenen Resultaten berechnet, wenn " 

bekannt ist. Fur c = c muB ~ = U sein, somit ist: 
t 

c -~~L.~_ ,,-1 u 
o - 2 "1 P1 U 2 ' 

woraus weiter mit Gl. (87) die W- und c-Verteilung und uber die Isentropen
gleichung auch die Druckverteilung berechnet 
werden kann. /t'm 

Bei dem in Abb. 37 wiedergegebenen ,!. 

Beispiel, welchem die Detonation reinen 
Knallgases zugrunde liegt (erstes Beispiel in TPPIl 

Tab. II, 7), muB wegen der hohen Tempe
raturen hinter der Front nach DORING6 (dort: p.lt I------,o...."s'-------;!-;;-.,-

S. 201) mit einem Verhaltnis der spezifischen 2P 

Warme ,,= 1,085 gerechnet werden. Die 
Detonationsfront, in welcher sich ein chemi
scher Vorgang abspielt, ist nicht in jenem 
Grad als scharfer Sprung aufzufassen, wie es 
beim VerdichtungsstoB berechtigt ist. Abb. 37 
gilt somit nur fur Abstande von der Zund
stelle, die groB gegen die Fronttiefe sind. 

Die Berechnung kugel- oder zylinder
symmetrischer Detonation ist etwas um

'P 

Abb. 37. Gellclill'illdigkeits- und Druck"er
teilung einer mi~ U ~ 2810 mf! In KnaUgas 
(11 = 1 at, T = 291 Q abs.) hineinlaufenden 

ebenen Detonation. 

standlicher, jedoch bedeutend einfacher als die Berechnung entsprechender 
VerdichtungsstoBvorgange. Wahrend die VerdichtungsstoBstarke mit dem Ab
stand vom Zentrum abnehmen muB, bleibt die Starke des DetonationsstoBes 
konstant. Die detonierten Gase haben konstante Entropie. Es ist mit den 

wieder nur von ~ abhangigen LORungen des Gleichungssystems (86) zu arbeiten. 

18. Refiexion eines Sto6es an einer Wand. 
Das Auftreten von VerdichtungsstoBen in Rohren legt die Frage nahe, was 

das Auftreffen eines StoJ3es auf einer Wand zur Folge hat. Es solI hier der ein
fachste Fall behandelt werden, in dem konstante Zustande vor und hinter dem 
StoB angenommen werden. 1m allgemeinen kann in einer genugend kleinen 
Umgebung hinter dem StoB wahrend kurzer Zeit mit konstanten Zustanden 
gerechnet werden, so daB auch der allgemeinere Fall eines zeitlich verander
lichen StoBes fUr den Moment des Auftreffens auf der Wand in der hier be
schriebenen Art behandelt werden kann. 

Eine feste Wand ist durch Verschwinden der Stromungsgeschwindigkeit 
gekennzeichnet. Aus der Reflexion schwacher Druckwellen (Abb. 32) laBt sich 
schlieBen, daB ein StoB wieder als StoB reflektiert wird, wobei die Stromungs
geschwindigkeit vor der Reflexion vor dem StoB, nach der Reflexion hinter dem 
StoB verschwinden muB. Wie bei schwachen Storungen, kann der Reflexions
vorgang durch das Aufeinanderprallen zweier gleichartiger, entgegengesetzt 
laufender StoBe ersetzt werden, wobei die Symmetrieebene die reflektierende 
Wand darstellt . 

Wahrend der Zustand hinter dem anlaufenden StoB durch einen Punkt der 
StoBpolare (Abb. 34 oder 35) dargestellt wird, muB die Anwendung des StoB
polarendiagramms fur den reflektierten StoB auf bewegte Gase vor dem StoB 
erweitert werden. Dabei ist es zweckmaBig, W und c nicht mehr auf die Schall-
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geschwindigkeit vor dem StoB, sondern auf eine beliebige Bezugsgeschwindig
keit zu beziehen, etwa die Schallgeschwindigkeit vor dem erst en StoB. 

Das Beziehen der GroBen .d W und c auf eine beliebige Geschwindigkeit c1 

kommt einer ahnlichen VergroBerung der Polaren in Abb. 34 urn den Faktor 

~ gleich, indem sich die neuen aus den alten GroBen mittels: 
C1 

L1W C L1W c c c 
-~-C-, 

ergeben. 
Werden die Relativgeschwindigkeiten L1 W durch die Geschwindigkeiten W 

nach dem StoB ersetzt, so bleibt das Diagramm unverandert, wenn die Geschwin-

~~--~~7-----~#~---~~--~~---c+---~#-----o~--~8-_~ 
c, 

Abb. 38. StoPpolaren-Diagramm in der W,c-Ebene mit Kurven konstanter Laufgeschwindigkeit des StoBes U/c, 
(x ~ 1,40). 

digkeit W vor dem StoB verschwindet; fUr W * 0 erfahrt es dagegen einfach eine 

Verschiebung des Ursprunges urn ~ auf der W -Achse. 
C1 C1 

Fur verschwindende Geschwindigkeit vor dem StoB ergibt sich dann das 
Diagramm (Abb. 38), in welches noch Kurven konstanter StoBgeschwindigkeit U 
(ebenfalls durch C1 dividiert) eingetragen sind. Mit Hilfe dieses Diagramms ist 
die gestellte Aufgabe nun schnell gelost. 

In der x,t-Ebene ("Stromungsebene") wird die Zeit mit einer geeigneten 
Schallgeschwindigkeit, in Abb. 39 mit cl> der Schallgeschwindigkeit im un
gestorten Feld vor dem StoB, auf die Dimension einer Lange gebracht. Die durch 
c1 dividierten Geschwindigkeiten stellen dann Neigungen in der x,c1 t-Ebene dar. 
1m wiedergegebenen Beispiel rast ein StoB mit etwa vierfachem c1 auf die Wand 
an der Stelle x = 0 zu. Hinter ihm stromt das Medium mit etwa dreifachem c1 

her, wie der daneben gezeichnete Teil der StoBpolaren zeigt. In dies em ent
sprechen die Punkte 1, 2 und 3 den Zustanden in den Feldern 1, 2 und 3 
der Stromungsebene. Der reflektierte StoB wird gefunden, indem die Achse des 
StoBpolarendiagramms in den Punkt 2 verlegt und die einem rechtslaufenden 
StoB entsprechende Pol are herausgegriffen wird. Sie gibt aIle Zustande wieder, 
welche durch einen StoB ausgehend yom Stromungszustand 2 erreichbar sind. 
Es interessiert derjenige Zustand, welcher hinter dem StoB die Geschwindig-
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keit TV = 0 ergibt, wodurch der Punkt 3 festgelegt ist. Die Relativgeschwin
digkeiten W 2 - W1 und Wa - W 2 miissen gerade entgegengesetzt sein. 

FUr die Ermittlung der absoluten StoBgeschwindigkeit ist zu beriicksichtigen, 
daB der StoB nun gegen das Medium im Zustand 2 anzulaufen hat. Die Neigung 
der StoBlinie 2-3 ergibt sich also aus dessen Laufgeschwindigkeit U 2.3 relativ 
zum Medium vor dem StoB und der Geschwindigkeit W 2 wie folgt: 

dx _ D 23 + W 2 (92) 
d(c l t) - ---c;:- ~' 

worin W2 im Beispiel Abb. 39 negativ ist. Die Neigllngen der Lebenslinien zur 
t-Achse geben die Geschwindigkeit der Teilchen wieder. Aus dem Abstand der 
Teilchenbahnen von der Wand im Zustand 1 und 3 kann auf die Verdichtung 
geschlossen werden. 

Abb. 39 zeigt einen Unterschied in der absoluten Laufgeschwindigkeit des 
StoBes vor und nach der Reflexion. Hier ist "Einfallswinkel" und "Reflexions
winkel" verschieden zum Unter
schied von den Verhaltnissen bei ;{ t 

"kleinen Storungen", die alle mit :: 
ein und derselben Schallgeschwindig
keit laufen. Dort ergab sich an der 
festen Wand eine Verdoppelung des 
Storungsdruckes (Abschnitt 12). 

Bei starkeren, im wesentlichen 
aber noch isentropischen Storungen 
gilt die lineare Beziehung von Stor- o~---'------'~·.r' W--';--~;-----! 

7, - ~ -/ Q 

und Schallgeschwindigkeit [letzte 
Gl. (81)). Dies fUhrt zu einer Ver
doppelung der Schallgeschwindig
keitsstorung nach der Reflexion an 
der Wand [C3 -C1 = 2 (C2 -C1)], 

Abb. 39. Reflexion elnes StoBes an einer festen Wand 
(---- Teilchenbahn). (Wenn, wle auch in mehreren der 
folgenden Bilder, kein Mallstab angegeben wird, mull 
dieser an den Koordlnatenachsen gleich angenommen 

werden. Seine Hinge hlngegen blelbt willkiirlich.) 

wahrend die Druckstorung mehr als verdoppelt wird, was unmittelbar aus der 
Isentropie folgt. Es unterscheiden sich auch bereits "Einfalls- und Reflexions
winkel" des StoBes. 

Handelt es sich urn sehr starke StoBe, so kann beim "einfallenden" StoB mit 
den Gl. (79) und (80) gerechnet werden, nicht aber beim reflektierten StoB. Mit 

Gl. (80) ergibt sich LI W = V (2 1). Da LI W beim zweiten StoB gleich 
C2 " ,,-

ist, kann aus der erst en Gl. (77) das Verhaltnis D23 und aus den zweiten Glei
C2 

chungen Dichte und Druck berechnet werden. Es ergibt sich fUr einen sehr starken 
einfallenden StoB: .R!. = __ "_; Ps _ ~-1 . 

e2 " - 1 P2 ,,- 1 

Die Verdichtung im ersten StoB ist hochstens ~ = ,,+ 11 , und damit ergibt 
!ll ,,-

sich die maximale Verdichtung bei einer Reflexion zu: 
!Is ,,(x + 1) 
--e; = (,,-1)2' (93) 

Das Druckverhaltnis Ps -Pl, welches bei kleinsten Storungen den Wert 2 
P2-Pl 

annimmt, kann bei einer Reflexion eines starken StoBes (PI ~ P2 und PI ~ Pa) 
den Betrag 3 ~ - 1 PS-Pl ~ 

x-I 
(94) 

nicht iibersteigen7• 
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Die Reflexionsvorgange an StoBen konnen auch in Abb. 34 verfolgt werden. 

Es wurde darauf hingewiesen (Abschnitt 14), daB die Kurvenaste unter C = 1 
c 

die Werte vor dem StoB wiedergeben, wenn die Werte nach dem StoB bekannt 
sind. Abb. 34 gebe die StoBpolare fur den Zustand 2 wieder (also c = c2). 

Dann liegt C1/C2 auf dem unteren, C3/C 2 auf dem oberen Kurvenast beim gleichen 

durch die Aufgabe gegebenen ,clW -Wert. Zur Auswertung ware nur noch 
C2 

eine ~-Skala an der StoBpolaren anzubringen. Dieser fur die Behandlung der 
c 

Reflexion bedeutend einfachere Weg erscheint indessen nicht so verallge
meinerungsfahig. 

Nicht immer ist eine Reflexion der hier geschilderten einfachen Art moglich. 
In diesem Zusammenhang kann es dann zu StoBverzweigungen kommen (siehe 
etwa 8). 

19. Uberlagerung gegenlaufiger Verdichtungssto6e. 
Schon die Reflexion eines StoBes an einer Wand konnte als Uberlagerung 

zweier gleich starker gegenlaufiger StoBe betrachtet werden. Es interessiert 
die Verallgemeinerung auf StoBe beliebiger Starke. Dabei kann das Koordinaten
system - ohne die Allgemeinheit zu beeintrachtigen - stets so gewahlt werden, 

A 

W o 

Abu. 40. Dberlagerung zweier gegenliiufiger StoBwellen in der Stromungsebene und im W,p- Stol.\polaren
diagramm (---- Teilchenbalm; = Unstetigkeitslinie). 

daB beide StoBe in ein ruhendes Medium hineinlaufen (Abb. 40). Nachdem 
das Gas aIle StoBe durchlaufen hat, muB es eine einheitliche Endgeschwindigkeit 
und einheitlichen Enddruck besitzen. Jedoch konnen sich die Gasteilchen, je 
nachdem, welche StoBe sie durchlaufen, in der Endentropie und somit in der End
temperatur unterscheiden. Lediglich bei schwachen StoBen sind die Zustands
anderungen isentrop. Gemeinsamer Enddruck ist dann gleichbedeutend mit 
gleicher Schallgeschwindigkeit, der im folgenden besprochene Vorgang kann 
dann einfacher im StoBpolarendiagramm der c, W-Ebene (Abb.38) verfolgt 
werden. ("Isentrope Naherung".) 1m Beispiel der Abb.40 ist ein groBer 
Unterschied in der StoBstarke angenommen, urn den allgemeinsten Fall dar
zustellen. 
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Gegeben sind zwei in ein ruhendes Medium 1 vordringende StoBe und damit 
die Zustande 2 und 3, welche zwei Punkte auf den StoBpolaren des Zustandes 1 

in der verzerrten.t.., W -Ebene darstellen. (Eine nichtverzerrte p, W-Ebene zu 
PI c1 

wahlen, ist wegen der groBen Druckunterschiede unzweckmaBig.) Alle moglichen 
Zustande, welche mit einem StoB vom Zustand 2 oder 3 aus zu erreichen sind, 
1iegen auf StoBpolaren, die die Punkte 2 und 3 als FuBpunkte haben. Der 
Schnittpunkt der beiden Polaren gibt Druck und Geschwindigkeit in den 
Punkten 4, 5, bezogen auf PI und CI . Die Schallgeschwindigkeiten und StoB-

geschwindigkeiten in den Punkten 4 und 5 sind uber die Druckverhaltnisse :: 

und ~ gesondert zu berechnen. Zur Ermittlung der Neigungen von Lebenslinien 
Ps 

und StoBlinien in der Stromungsebene sind zunachst alle Geschwindigkeiten 
auf die Gerade ci zu beziehen. Auch darf nicht vergessen werden, zur StoB
geschwindigkeit U relativ zum Medium vor dem StoB die Geschwindigkeit vor 
dem StoB zu addieren [Gl. (92)], um die absolute StoBgeschwindigkeit zu erhalten. 

Die StoBpolare in Abb. 35 bezieht sich auf den Zustand vor dem StoB, 
fUr den StoB 2 ..... 4 also auf den Zustand 2. Wenn die p und W auf PI und ci 

,,-1 ,,-1 A 

bezogen werden sollen, ist 2 I (.E..)~ mit dem Faktor (.J2.)2;< und ~. 
~ - P2 PI c2 

mit dem Faktor ~ zu strecken. [Entsprechendes gilt naturlich auch fur die im 
C1 

Punkte 3 beginnende Polare.] Zum Unterschied von den Verhaltnissen in 
Abb.38 unterscheiden sich die Streckungen auf beiden Achsen um einen Faktor: 

,,-1 8,-8, 

~ (.J2.)"""2><- 2C;" =e , 
c2 Pl 

der nach Gl. (91) vom Entropieanstieg im StoBe 1 -.2 allein abhangt. 

20. Nachlaufende Schall- und Sto6wellen. 
Laufen stetige oder stoBartige Verdichtungen hintereinander her, so lauft 

die nachkommende Verdichtung mit erhohter Schallgeschwindigkeit auf der 
in Stromungsrichtung bewegten Gasmasse. Die Wellenfront steilt sich auf. 
Wahrend dieser Vorgang in Abschnitt 13 naherungsweise verfolgt wurde, 
geben Gl. (87) und (90) ein exaktes Beispiel fur eine ebene, steiler werdende 
Druckwelle. Mit den oberen Vorzeichen erhalt man eine positiv laufende Druck
welle, die in Abb. 41 fur ein Druckverhaltnis von etwa 1: 20 gezeichnet 
wurde. (Der ZeitmaBstab ist der groBeren Deutlichkeit wegen mit dem Faktor 2 
multipliziert.) An einer bestimmten Stelle wird der Druckanstieg unendlich, 
hier muB offenbar ein StoB ansetzen. 

Die von 1 nach 2 fuhrende Gerade sowie die in 1 ansetzende StoBpolare 
im verzerrten W,p-Diagramm geben die stetige Verdichtung [Gl. '(90)] und die 
moglichen StoBe wieder. Es kann aber kein StoB gefunden werden, der zum 
Zustand 2 fuhrt. Nur in dem Gebiet, in welchem die nach 2 fuhrende Gerade 
und die StoBpolare praktisch zusammenfallen, also innerhalb der isentropen 
Naherung, lage Punkt 2 auch auf der Polaren. 

1m allgemeinen muB vom Ansatzpunkt des StoBes also noch eine zweite 
Storung abgehen. Diese kann wieder nur die Losung (90) sein. Mit dem unteren 
V orzeichen genommen, ist es eine im Polarendiagramm fallende Gerade, welche 
im Schnittpunkt mit der Stol3polaren 3 und 4 Geschwindigkeit und Druck 
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hinter dem StoB ergibt. Da im Zustand 1 und 2 gleiehe Entropie herrseht 

(82 = 81), ist die Neigung der Geraden zur TV -Aehse gleieh -1,0; der Punkt 
C1 

3, 4 in der Zustandsebene entsprieht den beiden Seiten der Unstetigkeitslinie 

ce,t 

,r ' 

It' 
r, 

Abb. 41. Nachlaufende Schallwellen in Stromungsebene und W,p-Ebene (-- Machlinien, 
keitslinie, -- Ston). 

Unstetig-

in der Stromungsebene. Wieder erreehnen sieh fur c, T oder (! fur das Feld 3 
uber die Isentropengleiehungen, fur 4 uber die StoBgleiehungen untersehied
liehe Werte. AuBer dem StoB ergibt sieh also eine stromaufwarts laufende Vei·-

cO 

1 '0 

dunnung, welehe - im Gegen
satz zu den Verhaltnissen in 
Abb. 36 - bei endlieher Stro
mungsgesehwindigkeit III 2 
endigt. 

Die Losung Hir zwei naeh
laufende StoBe ergibt sieh ganz 
analog (Abb. 42). Ein StoB kann 

A im allgemeinen nieht gleieh
e':' zeitig vom Zustand 1 in den 

!-'-----!;c----!~--''4 Zustand 2 und 3 fuhren. Yom 

Abb. 42. Zwei nachlaufende Stolle in der Stromungs· und 
Zustandsebene. 

Treffpunkt beider StoBe geht 
wieder eine Verdunnung aus 
[Gl. (90)], welehe im Polaren

diagramm dureh eine vom Punkt 3 ausgehende fallende Gerade dargestellt wird, 
deren Sehnittpunkt mit der Polaren des Zustandes 1 die gesuehten Zustande in 
den Feldern 4 und 5 ergibt. Wegen 83 =!= 8 1 ist die Riehtung del' Geraden 

82-83 

dureh - e~ (im vorliegenden Fall = - 0,89) gegeben. 

21. Reflexion eines Sto.6es am offenen Ende. 
Es sei zunaehst angenommen, daB ein StoB konstanter Starke in einem Rohr 

in ein ruhendes Medium laufe und dabei sehlieBlieh an das offene Rohrende 
gelange. Hier muB eine Reflexion so VOl' sieh gehen, daB an der Reflexionsstelle 
stets del' gleiehe Druck PI herrseht. Es muB angenommen werden, daB ein Ver
diehtungsstoB ahnlieh wie eine sehr kleine Verdiehtung (Abb. 32) als Ver
dunnung reflektiert wird, wobei diese am Rohrende sprunghaft einsetzt. Am 
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StoBende muB also eine Lasung der Gl. (90) einsetzen, welche auf den Druck PI 
fuhrt. Es ist die eine vom Punkt 2 ausgehende, im vorliegenden Fall mit der 

81- 8 2 

Richtungskonstanten - e + 2"C;- = - 0,99 fallende Gerade, die im Schnitt-
punkte 3 mit der W-Achse den Stramungszustand am Rohrende nach der 
RefIexion ergibt. 

Wahrend also an der fest en Wand der Zustand nach der RefIexion dadurch 
gefunden wurde, daB in der Zustandsebene vom Punkte 2 ausgehend die Polare 
fUr einen entgegengesetzt laufenden StoB bis zur Achse W = 0 gezogen wurde, 
muB hier die einem entgegengesetzt laufenden Verdunnungsfacher entsprechende 
Gerade bis zur Achse p = PI gezogen werden. Ein Verdunnungsfacher ersetzt 
hier den thermodynamisch unmag-
lichen VerdunnungsstoB. 1m Gegen
satz zum StoB gibt der Facher nur 
in einem einzigen Punkt emen 
sprunghaften Druckabfall. 

Wenn das Medium vor dem StoB 
stromt, so wird die Losung durch 
entsprechende Verschiebung der 

e,t 

? 10 

Polaren in W-Richtung im W,p
Diagramm gefunden. In dies em Fall 
oder auch bei starkeren StoBen kann 
das Gas hinter dem StoB mit Dber- Abb. 43. Reflexion eines Sto/3es am offenen Rohrende. 

schallgeschwindigkeit stromen. Der 
in Abb. 43 eingezeichnete Verdunnungsfacher weist dann aus dem RohI' heraus, 
im Rohr selbst wird der Druck durch das Rohrende nicht beeinfIuBt. Dies ist 
auch nicht zu erwarten. Die Bedingung von Gleichdruck am Rohrende gilt 
nur bei Unterschallstramung, weil nul' diese vom Zustand jenseits des Rohr
endes beeinfluBt wird. 

Die in den Absatzen 16 bis 21 besprochenen Vorgange sind dadurch gekenn
zeichnet, daB die Stramungszustande auf Strahlen durch einen bestimmten 
Punkt konstant sind. Es treten nur Entropiesprunge in StoBen und an Unstetig
keitslinien auf. Unter dies en Umstanden ist es moglich, mit Hilfe von StaBen 
und der stetigen Ausdehnung oder Kompression Gl. (90) exakte Losungen des 
ebenen Problems aufzubauen. 

22. Exakte Losungen anisentroper Vorgange. 
Wird in die Gl. (40) fur.ein id. Gas konst. sp. W. die Querschnittsanderung (34) 

fUr das ebene, zylinder- und kugelsymmetrische Problem eingefUhrt, so ergibt 
sich ein Gleichungssystem, welches sich von Gl. (70) nur um Entropieglieder 
unterscheidet : 

2 00 + 2 W ~ + c oW = _ c W~' 
-~ - 1 Tt ~ - 1 ox ox x ' 

oW + W oW + 2 00 02 0 (8 ) 
ot ox " - 1 C ex = ,,- 1 ox C; ; (95) 

~ (~) + 'W ..!.... (~) - 0 ot op ox op - . 

Der Bechertsche Ansatz Gl. (88) laBt sich auf eine exakte Lasung des 
anisentropen Vorganges Gl. (95) erweitern, welche von G. GUDERLEy9 stammt. 
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8 nach x abgeleitet, muB eine 
Der Ansatz: 

Funktion von r; gebrochen 

c 1-~ 

durch x ergeben. 

C = X n FI(r;); 
1 

(96) 

fuhrt zu einem System gewohnlicher Differentialgleichungen flir die Funk
tionen FI(r;), F 2(r;), F3(r;): 

2 FI' (=j= nr;*- + FJ + F 2' FI + FIF2 [ x +_1 (I-~) + aJ = o· 
x-I rl x - I n ' 

X-=- I F 1'F 2 + F 2'[=j= n#+ FJ- x IIF~'FI2 + 
+ F22 (I_~) + F12 [ 2 (I_~)_ A ] =0' 

1] n 1] x-I n x-I ' 

F3' (=j= nr;*- + FJ + A ~ = O. 
1] 

(97) 

Eine ausfUhrliche Behandlung und weitere Reduktion des Gleichungssystems 
findet sich in der genannten Arbeit von GUDERLEY. In der groBen Mannigfaltig
keit von Losungen sind auch die isentropen Ansatze von Abschnitt 15 mit ein
geschlossen. 

23. Kugelige und zylindrische StoBe in der Nahe des Zentrums9• 

Da sich Impuls, Energie und MassenfluB in der Nahe des Zentrums auf kleinen 
Raum zusammendrangen, mussen die StoBintensitaten dort ungeheuer an
wachsen, so daB der StoBvorgang mit den vereinfachten Gleichungen (79) ge
nahert werden kann. Mit der Veranderlichkeit der StoBstarke muS auch die 

.1 

I+' P 

ii; 
(J 

(J,q/ 
-J.{} 1(J Z(J 

- f 

-z 

Abb. 44. Ref/exion eines kugeligen (a = 2) und zylindrischen (a = 1) Stof3es im Zentrum nach GUDERLEY". 
Stof3iinie in der Stromungsebene. Geschwindigkeit und Druckverlauf abhangig von der Zeit im Punkte x, 

der zur Zeit t = - to von einem einfallenden Stoll der Geschwindigkeit U 0 erreicht wird (>< = 1,400). 

StoBgesehwindigkeit U variieren. Sieher wird sie in der Nahe des Zentrums am 
groBten sein, also wird die StoBlinie keine Gerade wie bei der ebenen Reflexion 
an einer Wand, sondern eine Kurve sein, die mit t = 0 als Zeitpunkt fUr das 
Eintreffen des StoBes in x = 0, dureh: 

x = B (± C1 t)n 

gegeben sei. Dabei gilt das negative Vorzeiehen fur einen auf das Zentrum zu
eilenden, das positive Vorzeiehen fUr einen vom Zentrum weggehenden StoB. 
In x = ° muS wie bei der Reflexion an einer Wand standig W = ° sein. 
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Aus der StoBkurve ergibt sich die StoBgeschwindigkeit zu: 

U dx .!.- l-.!.-
- =-- = ±nB(±clt)n-l= ±nBn x n. 

CI d(ci t) 

Damit ergeben sich nach Einsetzen von U in G1. (79) fUr Geschwindigkeit 
und Schallgeschwindigkeit gerade jene Potenzen von x, wie sie in G1. (96) bei 
einem bestimmten 'Y/ auftreten. 'Y/ = konst. wiederum gibt gerade den Ansatz 
ffir die StoBkurve. Sie sei durch 'Y/ = 'Y/s = B gekennzeichnet. Der Ruhezustand 1 
(Abb. 44) im Zentrum vor Eintreffen des StoBes herrscht bei negativen Werten 
von t. Fur den ersten StoB muB also eine Lasung von G1. (97) gesucht werden, 
welche fur 'Y/ = 'Y/s bei t < 0 nach G1. (79) und (96) folgende Werte liefert: 

'!2x(x-I) .!.- l-.!.- l-.!.-
_v'--_-'-:--o--'--- n 'Y/ s n X n = X n F I ('Y/ s) ; 

x + I 
C 

~_._I = 2--1nx+-In'Y/s+lnn=xF3('Y/s)+x lnx. 8-8 (2) 2 A 
Cv n n 

Damus ergeben sich die Randwerte der Funktionen Fi fur 'Y/ - 'Y/s' Auch 

der Entropieansatz genugt also den Anforderungen, wenn x A = 2 ( 1 - ~ ) 
gesetzt wird. Der Exponent n bleibt zunachst noch unbestimmt. 

1m Zentrum x = 0 muB nach der Reflexion ebenfalls Ruhe herrschen. Es 
ist also an der Linie des reflektierten StoBes eine Lasung anzusetzen, welche 
neben den StoBbedingungen auch noch die Bedingung W = 0 auf x = 0 liefert. 
Auch dies leistet eine Lasung des Gleichungssystems (97) fur ein ganz bestimmtes n, 
welches von GUDERLEY fur x = 1;40 wie folgt bestimmt wurde: 

a = 1: n = 0,834, 

a=2: n=0,717. 

Die Geschwindigkeiten im Feld 2 am reflektierten StoB haben sich gegen
uber jenen am einfallenden StoB geandert. Jedoch sind sie dort genau wie die 

I 
StoBgeschwindigkeit U proportional xl-no Damit ist diese Proportionalitat am 
StoB im Felde 3 gemaB G1. (79) nicht nur fur die Relativgeschwindigkeit L1 W, 
sondern auch fur die Absolutgeschwindigkeit am StoB in 3 und schlieBlich 
auch fur die absolute Laufgeschwindigkeit des reflektierten StoBes U + W 2 

gegeben, der somit wieder auf einer Kurve x/(ci t)n = konst. liegt. Auch die 
Entropie am StoB hat einen Summanden A In x, womit die Brauchbarkeit des 
Ansatzes (96) fur das Feld 3 erwiesen ist. 

In Abb. 44 ist die Zeit durch jene Zeit to dimensionslos gemacht, welche 
der einfallende StoB an der betrachteten Stelle bis zum Eintreffen im Zentrum 
braucht. Der StoB treffe an der betrachteten Stelle mit der Geschwindigkeit U 0 

ein. Mit Uo und der Dichte l?t im Ruhezustand 1 vor dem Eintreffen des ein
fallenden StoBes sind dimensionslose GraBen gebildet. PI eignet sich nicht dazu, 

weil das Druckverhaltnis~in einem StoB mit ~';;> 1 gerade von der GraBen-
PI C 

ordnung ( ~ r ist. Vergleichsweise sind die Werte fur a = 0 (im wesentlichen 

Abb. 39) fur .!!-. ';;> 1 hinzugefugt. Die Abstande UX , fUr welche der Zustands-
C o~ 
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verlauf abhangig von der Zeit aufgetragen wird, sind fUr a = 0: x = 1; 
Uo to 

x x 
a = 1: -U t = 1,20; a = 2: -U = 1,40. 1m ebenen Fall braucht der reflek-

o 0 0 to 
tierte StoB fUr die Strecke yom Zentrum bis x die dreifache Zeit wie der ein-
fallende StoB, bei a = 1 und a = 2 geht es etwas schneller. Hinter dem 
reflektierten StoB stromt das Medium langsam nach und steigt der Druck 
bedeutend starker als bei a = 0 an. 

Die Berechnung des V organges mit den Methoden der Akustik (Linearisierung) 
liefert nicht einmal qualitativ richtige Resultate. 

24. StoBe in groBer Entfernung vom Storzentrum. 
Bei kugeligen und zylindrischen Wellen muB die Starung in groBer Ent-

fernung so weit abgenommen haben, daB mit den G1. (81) fur schwache StoBe 

'- l---: 

(isentrope Naherung) und fUr die StoBgeschwindigkeit U 
nach PFRIEM G1. (85) mit dem arithmetischen Mittel der 
Schallgeschwindigkeit vor und hinter dem StoB gerechnet 
werden kann. Bei einer ebenen Welle (0 = 0) sei von vorn-

.z herein eine ausreichend schwache Storung vorausgesetzt. 
Abb.45. SageZllhn·Wclle. Es solI das Fortschreiten einer sagezahnartigen Welle in 

x-Richtung verfolgt werden (Abb. 45). 
Der FuBpunkt des linear angenommenen c- oder W-Verlaufes wandert mit 

der Schallgeschwindigkeit Co des ungestorten Mediums. Der StoB wandert 
schneller. Urn die Neigung des c- und W-Verlaufes zu erhalten, werden die 
GraBen wieder wie in Abschnitt 13 im Punkte x = Co t entwickelt, woraus 

cpt ~.t 1 1/ sich Hir den erst en Koeffizienten 
71/ 7J 

if 

6 

o 

X-=-1 (;~t~cot= 
=c -' - = a l = bl = tg Ii (row) 

ox X ~ cot 

IC~CQ : nach Einsetzen in das Differen
i do tialgleichungssystem eine ge
lD ~ .t" wohnliche Differentialgleichung 

., (73) mit den Lasungen (74) er-

! I/ 

gibt, wobei wegen der Umkehrung 
des Vorzeichens in der Beziehung 
von al und tg fl auch die um-
gekehrten V orzeichen fur cot flo 
und cot fl zu nehmen sind. 

Abb. 46. Stollverlauf in der Strtimungsebene bei einer ebenen 
(a ~ 0), zylindrischen (a ~ 1) und kugeligen (a ~ 2) Sage

zahn-Welle ( __ Stoll, _ ._ Mach-Linie). 

1m Gegensatz zu Abschnitt 13 
interessieren hier nun die Gra
dienten cot fl > O. 

Mit c und W als Werten un
mittelbar hinter dem StoB, also an der Stelle l = x - Co t, wenn l die Lange 
des Sagezahnes ist, folgt aus G1. (85) und dem Ansatz (71): 

1 x + 1 
U = "2 [co + c + W] = Co + 4 tg fl . l. 

Die Geschwindigkeit U 0 des StoBes zur Zeit t = to hangt also mit der Anfangs
lange Zo des Sagezahnes und tg flo wie folgt zusammen: 

x + I 
Uo - Co = - -4-- tg flo' Zo' 
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Der StoB befindet sich zur Zeit t an der Stelle 

x = cot + l. 
Damit ist seine Geschwindigkeit 

dx dl 
U = dt = Co + dt' 

was zusammen mit der Pfriemschen Gleichung folgende Differentialgleichung 
ergibt: 

1 dl x + 1 
4 tg fl' (98) TTt = 

mit tg fl als einer durch die Gl. (74) gegebenen Zeitfunktion. Die Losung bietet 
keine Schwierigkeiten und fuhrt zusammen mit den Anfangsbedingungen zum 
Ergebnis (99)10,11, in welches anstatt der Zeit auch die Koordinate des FufJ
punktes des Sagezahnes x = Co t eingefUhrt werdp,n kann (Abb. 46): 

a=O: (_"--)2=1 +2(~-1)~~=1+2(~-1)~(~-1); 
lo Co lo Co lo Xo , 

a = 1: (-"--)2= I + 4(~-I)~(V.!--I) = lo Co lo to 

= I + 4 (~- I) ~ (V x - I); 
CO lo Xo 

(99) 

a=2: (-llo)2=1 +2(~-I)~ln-~=1 +2(~-I)~ln~. 
Co lo to Co lo Xo 

ZUT' Berechnung der StoBgeschwindigkeit U, welche gleichzeitig ein MaB fUr 
die StoBintensitat und also fur den Uberdruck hinter dem StoB ist, muB Gl. (99) 
nach t abgeleitet werden. Es ergeben sich die einfachen Be· 
ziehungen: a 

i'..-l = (~-1) ~ (~)2. 
Co Co l X 

(100) 

NaturgemaB wird die Kugelwelle am schnellsten geschwacht Abb. 47. Siigezahn 
mit abscblieBendem (Abb. 46), weshalb sich deren StoBgeschwindigkeit U am StoLl. 

raschesten der Schallgeschwindigkeit nahert. Bei der ebenen 
Welle sind die Intensitaten umgekehrt proportional zur Zahnlange. Das Produkt 
von (c - co) l, welches im wesentlichen den Gesamtimpuls darstellt, bleibt, wie 
es nicht anders sein kann, konsta,nt. 

In analoger Weise kann die j<'ortpflanzung eines mit StoB endenden Sage
zahnes (Abb. 47) behandelt werden oder konnen beide Losungen zu einer 
gemeinsamen aneinandergefiigt werden. Eine Superposition hingegen ist nicht 
moglich, weil es sich nicht urn ein lineares Problem handelt. 

26. EinfluB-, Abhangigkeits- und Fortsetzungsgebiet. 
Fur aIle behandelten instationaren Vorgange ist es kennzeichnend, daB sich 

eine in einem Punkte der Stromungsebene auftretende Storung nur in begrenztem 
Gebiet geltend machen kann. Entferntere Orte kommen erst dann unter den 
EinfluB der Storung, wenn die erste Schallwelle oder - bei starken Storungen -
die erste StoBwelle ausgehend von der Storung eingetroffen ist. Fur jeden Ort x 
gibt es zu einem Zeitpunkt t also ein "EinflufJgebiet" , welches durch die vom 
Punkt x, t ausgehenden Bahnkurven der Schallfortpflanzung (Machschen Linien) 
begrenzt ist (Abb. 48). Sie sind durch Gl. (28) gegeben: 

dx 
Tt= W ±c. 

Oswatltsch, Gasdynamik. 8 
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F.iir einen sich mit dem Medium, also mit del' Geschwindigkeit W, bewegenden 
Beobachter der Zeichenebene lauft die eine Schallwelle nach rechts, die andere 
nach links, weshalb nach TOLLMIEN und SCHAFERl2 von einer rechtslaufigen (W + c) 
und einer linkslaufigen (W - c) Mach-Linie gesprochen werden soIl. 1m FaIle 
kleinster Starungen (Linearisierung) odeI' am Rande eines ruhenden Mediums 

konstanter Schallgeschwindigkeit ist die Mach-Linie eine Gerade (~ = co' 
dt 

vgl. etwa Abb. 46). Bei unstetigen Zustandsanderungen, also bei Sta13en, ist 
das EinfluBgebiet durch die StoBkurven begrenzt. 

Der Zustand irgendeines beliebigen Punktes PI (Xl' tl ) del' Stromungsebene 
kann seinerseits nur von jenen Storungen abhangen, in deren EinfluBgebiet del' 
betrachtete Punkt liegt. Eine ausgedehntere Storung kann wahrend einer Zeit
spanne von einem Ort oder von einer Reihe von Orten ausgehen, sie ist also durch 
die Zustande auf einer belie big gelegenen Kurve in del' a;,t-Ebene dargestellt. 
Es kannen auch alle von einer solchen Kurve ausgehenden Einfliisse als auf del' 
Kurve K entstandene Storungen angesehen werden. Der Zustand im Punkt PI 

t 

f' K 

.J: ~ 

Abb.4 . E infLu Ggcbiet eines Pllllktes P Abb.49. Abhiinglgkeitsgebieteines 
( __ Mach-LiDie, ____ TeUchen· Punktes P, auf einer Kurve K. 

bahn). 

t 

~r(lI'IJtlzUn.fJ
';tlJitl 
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Abb. 50. For lS1ltzllngsgeblet elnes 
K u rvenstiic k es K. 

(Abb. 49) hangt nur von den Einfliissen eines wieder durch zwei Mach-Linien 
begrenzten Stiickes der Kurve K ab, welches das "Abhangigkeitsgebiet" des 
Punktes PI auf der Kurve K genannt wird. 

Aus der Festlegung der Zustande auf einem Kurvenstiick folgt schliel3lich 
die Festlegung del' Zustande in allen Punkten, deren Abhangigkeitsgebiet von 
dem Kurvenstiick umfa13t wird. Dieses Gebiet, des sen Berechnung allein aus 
der Kenntnis del' Zustande auf einem Kurvenstiick moglich sein muB, weil es 
nur von diesem abhangt, heiBt "Fortsetzungsgebiet" (Abb.50). 

Die partiellen Differentialgleichungen, wie etwa die Kontinuitatsbedingung 
odeI' die Bewegungsgleichung, stellen Bindungen del' Zustandsanderungen in 
zwei verschiedenen Richtungen dar. Sie gelten nicht iiber die StoBwellen hinweg, 
abel' belie big nahe von beiden Seiten an diese heran. Die folgenden Schliisse 
werden deshalb auch nicht iiber StoBwellen hinweg, sonst abel' iiberall geIten. 

Wird ein Koordinatensystem so gewahlt, daB eine Koordinatenlinie mit einer 
Machschen Linie zusammenfallt, die andere Koordinatenlinie abel' beliebig ver
lauft, so kann durch Koordinatentransformation leicht die Anderung einer 
GraBe - etwa del' Geschwindigkeit - langs del' genannten Machschen Linie 
ermittelt werden. Diese Anderung einer GroBe langs del' Mach-Linie darf nun 
abel' nul' yom Zustand auf del' Mach-Linie selbst, womit auch die Anderungen 
des Zustandes langs diesel' Mach-Linie einbegriffen sind, abhangen. Dies ist not
wendig, weil sich sonst - entgegen den vorausgegangenen Schliissen - Zustands
anderungen, welche auf das Einflu13gebiet beschrankt sind, auBerhalb desselben 
geltend machen wiirden, odeI' umgekehrt Vorgange, welche auBerhalb des 
Abhangigkeitsgebietes liegen, sich bemerkbar machen wiirden. Weil nun abel' 
jede Mach-Linie Begrenzung eines geeignet gewahlten Einflu13gebietes odeI' 
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Abhangigkeitsgebietes ist und durch jeden Punkt der Stromungsebene zwei 
Mach·Linien gehen, mussen die beiden Scharen links- und rechtslaufiger Mach
Linien als Koordinatenlinien eingefUhrt Differentialgleichungen ergeben, in 
denen stets nur die Anderungen in einer del' beiden Richtungen von Mach
Linien vorkommen. 

Es ist einleuchtend, daB diese einfachen Differentialgleichungen fUr die Be
handlung allgemeiner Aufgaben besonders geeignet sein werden. 

Eine Mach-Linie ist dadurch gekennzeichnet, daB sich ihr entlang eine kleine 
Storung fortpflanzen wiirde, wenn sie an einem ihrer Punkte hervorgerufen 
wurde. Die Storung braucht realiter nicht gegeben zu sein. So gibt es auch in 
del' ungestorten Parallelstromung und in einem ruhenden Medium zwei Scharen 
Machscher Linien. Die Storungen konnen sehr kleine Zustandssprunge odeI' 
auch beliebig starke Knicke im Zustandsverlauf sein (vgl. Abb. 36, 37, 45). 
So kann aus dem Geschwindigkeitsgefalle auf del' einen Seite del' Machschen 
Linie nicht auf das Gefalle auf del' anderen Seite geschlossen werden. Dies ist 
ein weiterer Grund, weshalb die Ableitungen langs del' Mach-Linie nicht von 
jenen quer zu ihr abhangen konnen, weil letztere auf beiden Seiten verschieden 
und somit auf del' Mach-Linie unbestimmt sein konnen. 

Diese Eigenschaft del' Machschen Linien spielt in del' Theorie einer ganzen 
Klasse von Differentialgleichungen, deren einfachste Vertreterin die Wellen
gleichung (57) ist, und die als "hyperbolische" Differentialgleichungen bezeichnet 
werden, eine hervorragende Rolle. Die den Machschen Linien entsprechenden 
Kurven werden aUgemein als "Oharakteristiken" oder "charakteristische Grund
kurven" bezeichnet, ein Ausdruck, der im folgenden fur die Machsche Linie of tel'S 
verwendet werden wird. 

26. Transformation der DiHerentialgleichungen auf die Machschen Linien. 
1m folgenden sei die durch die Neigung W + c gekennzeichnete rechtslaufige 

Machsche Linie oder Charakteristik mit 'fj = konst., die durch die Neigung W - c 
gekennzeichnete linksliiufige Machsche Linie mit ~ = konst. gekennzeichnet. 
Bei kleinen Storungen im ruhenden Medium (W < co' c - Co < co) sind die 
Neigungen in erster Naherung, die einer Linearisierung entspricht, gegeben durch: 

( ~~ ); = - { = - co; (~~ t = - ;: = co· 

Hieraus folgt nach Integration bei einfachster Wahl del' verfugbaren Konstanten: 

~ = x + cot; 'fj = x-cot. (101) 

AIle moglichen ~- und 'fj-Werte ergeben hier also in der x,cot-Ebene eine Schar 
unter 45° fallender und eine zweite Schar unter 45° steigender gerader Linien. 

Die allgemeinen Differentialg!eichungen (28) fUr die Charakteristiken: 

( ~}); = - :: = W - c; (~; L = - ;: = W + c (102) 

lassen sich nicht integrieren, weil W und c als Funktionen von x und t nicht 
bekannt sind, sondern erst gefunden werden sollen. 

Um die Ableitungen in Richtung del' beiden Charakteristiken zu erhalten, 
kann ganz analog zur Gl. (1) fur die Ableitung in Richtung der Lebenslinie vor
gegangen werden. Mit Gl. (102) ist fUr eine beliebige Funktion g: 

(!rL) = !rL + !rL (~) = J7g_ + (W - c) J7fL = !!.fL - c _0fL. 
at; at ax at ~ at ax dt ax ' 

(103) 
(J7fL) = J7fL + J7fL (~) = J7fL + (W + c) ~ = !!£. + c~. 

at '1 at ax at '1 at ax dt ax 
8* 
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Es sollen im folgenden nur Stromungen ohne W iirmezufuhr behandelt werden. 
Dann bleibt die Entropie langs Stromlinien konstant, woraus fur ein ideales 
Gas folgt: 

(-.:-I)T d~=~~_~~.!!:.L=O (104) 
~ e ~ e ~ . 

Damit kann die Kontinuitatsbedingung (II) wie folgt umgeformt werden: 

~~+C2 oW =-C2(~!Ji+ ~_al). (105) 
e dt ax 1 ax 1 at 

Die Bewegungsgleichung (12) mit c muItipliziert: 

c dW + ~!~ = 0 
dt e ax 

und zu Gl. (105) addiert oder von Gl. (105) subtrahiert ergibt: 

± c (dW ± c !lV_) + ~ (.!!~ ± c~) = _ c2 ( W_!L + ~!Ji). 
dt . . ax e dt .. ax 1 ax 1 at 

Damit sind die Gleichungen bereits auf die Machschen Linien transformiert. 
Mit Gl. (103) ist: 

_ (~) + _1 (!~) = _ c (~~ + .L!Ji) 
at ~ e c at ~ 1 a x 1 at ' 

( OW) I 1 (ap ) (W 01 1 (1) at "I' ec at "I=-c -1-&+ fTt· 

(106) 

Die rechten Seiten enthalten die Anderungen des Querschnittes t bei festem t 
bzw. x. Die GroBen muss en naturlich gegeben sein. 1m allgemeinen bleibt der 
Querschnitt ja zeitlich unverandert [f = t(x)]. Bei ebenen Stromungen 
(f = konst.) verschwindet die rechte Gleichungsseite; sie erhalt bei Zylinder
oder Kugelsymmetrie die durch Gl. (34) gegebene einfache Form. An unbe
kannten Ableitungen treten in der ersten Gl. (106) nur solche langs der links
Iaufigen, in der zweiten nur solche langs der rechtslaufigen Charakteristik auf. 

Die Gl. (106) konnen ebenso aus der Bedingung abgeleitet werden, daB die 
Ableitungen quer zur Charakteristik unbestimmt sind (siehe etwa 13). Sie tragen 
von dieser Ableitung her die Bezeichnung "Vertriiglichkeitsbedingungen". 

Nur bei isentroper Stromung reichen die beiden Gl. (106) zur vollstandigen 
Beschreibung der Vorgange aus, weil dann aIle GroBen auf W und coder W und p 
zuruckgefiihrt werden konnen. Bei anisentroper Stromung tritt noch Gl. (104) 
hinzu, welche aussagt, daB s nur langs Lebenslinien konstant ist. Dann stellt 
auch die Lebenslinie eine Charakteristik dar, an der auBer p und Walle Zu
standsgroBen springen konnen. (Unstetigkeitslinie in den Abb. 36, 40, 41, 42.) 
Ganz wie die Vertraglichkeitsbedingungen (106), enthalt Gl. (104) ausschlieBlich 
Ableitungen in Richtung der moglichen Unstetigkeitslinie. 

Die linke Gleichungsseite von (106) laBt verschiedene FormuIierungen zu. 
Fur die beiden in Frage kommenden Differentialsummen ergibt sich mit Hilfe 
der Entropiedefinition: 

=f c dW + ~ dp = =f cdW + di- T ds = - (W ± c) dW + d ( ~2 + i) - T ds. 

Die Summe ~2 + i gibt bei stationarer Stromung konstante Werte. Ihre 

Anderung ist ein MaB fur das Abweichen von der stationaren Zustandsanderung, 

woraus sich auch ihre Bedeutung erklart. Die GroBe ~2 + i wird von SAUER14 

als zweite abhangige Veranderliche neben W benutzt. Sie stellt die Ableitung des 
Geschwindigkeitspotentials Tt dar, Gl. (49). 
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In Differentialform lauten die Vertraglichkeitsbedingungen fur eine links
liiufige (oberes V orzeichen) und rechtsliiufige Machsche Linie dann: 

=r= c dW + di = - (W ± c) dW + d (~2 + i) = 

=_C2(~ oj +~~)dt+TdS. (107) t ox t ot 
Fur ein ideales Gas ergibt sich hieraus sofort 

:-r:: dW + 2 dc = -c (~~ + ~~) dt + __ C_ d ( c8~), 
T ;,: - 1 f ox f ot ;,: - 1 ~ 

(108) 

eine Gleichung, die fUr f = f(x) auch leicht aus Gl. (40) hiitte gewonnen werden 
konnen. 

Das Entropieglied wurde auf dierechte Seite von Gl. (107) und (108) ge
schrieben, weil es bei der Anwendung aus Gl. (104) gesondert zu ermitteln und 
in den oberen Gleichungen einzusetzen sein wird. 

27. Ebene isentrope Wellen. 
Das Problem der ebenen isentropen Welle beliebiger Amplitude wurde zuerst 

von RIEMANN* behandelt. Eine ausgedehnte analytische Darstellung erfuhr 
das Problem durch BECHERT3 , 16, 17 auch fUr Kugel- und Zylinderwellen. 1m 
folgenden sollen Methoden angewendet werden, die fUr die Praxis in ihrer Einfach
heit besonders geeignet erscheinenl8. Die Beschrankung auf id. Gase konst. sp. W. 
welche im folgenden meist erfolgt, kann gegebenenfalls leicht beseitigt werden. 

(~f,l ~M, 
o -, '0 , 2 

- 0,1 

I 

J 

Abb.51. l sentrope ebene Welle end licher Amplltude ( __ StoO, __ Mach·L!nle) . 

Rei ebenen isentropen Wellen (j = konst., 8 = konst.) verschwinden die 
Ausdrucke auf der rechten Gleichungsseite von (108). Eine Integration ist sofort 
moglich mit dem Resultat: 

linkslaufige Welle (~ = konst.): 

rechtslaufige Welle ('Yj = konst.): 

2 
-W+--~c= ;,:-1 

2 
+ W+---c= 

;,:-1 

(109) 

wobei Co die Schallgeschwindigkeit bei W = 0 ist. Die auf der einzelnen Charak
teristik konstante GroBe Co kann auf einer benachbarten Charakteristik einen 

* A. SOMMERFELD: Mechanik der deformierbaren Medien, S. 252f. Akad. Verlags
gesellschaft, 1945. 
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anderen Wert besitzen. Man iiberzeugt sich durch Differentiation, daB die Gl. (lOS) 
mit (109) erfiillt werden. [Es ist ja auf ~ = konst.: d co(~) = OJ. 

Auf jeder Machschen Linie ist also eine bestimmte Geschwindigkeit Wan eine 
bestimmte Schallgeschwindigkeit c gekoppelt. 

Angenommen, eine Welle beliebiger Form wandere in x-Richtung in ein 
ruhendes (Abb. 51) oder mit konstanter Geschwindigkeit WI bewegtes Gas. In 
diesem herrscht Druckgleichgewicht und wegen Isentropie also konstante Schall
geschwindigkeit cl . Die einzelnen Storungen, aus denen die Welle aufgebaut 
gedacht werden kann, pflanzen sich Hi-ngs rechtslaufiger Machscher Linien 
(rJ = konst.) fort, auf welchen die untere Gl. (109) erfiillt sein muB. Al1e links
laufigen Machschen Linien enden schlie31ich im ruhenden oder gleichformig 
mit WI bewegten Gas vor der Welle, weshalb auf diesen die obere Gl. (109) mit 
stets gleichem, von ~ unabhangigem Wert von Co erfiil1t sein muB. Es ist also -
zunachst im stoBfreien Gebiet -

iiberal1 : 

auf 'f) = konst. : 

und daher: 

W + --2-1- c = - WI + --2-1- Cu x- x-

2 2 -f W + ---- c = ---- Co (17) 
x-I x-I 

2W=Wl +-X 21 [co(rJ)-cd, 

x-I 
2 c = --2-- WI + co('f)) + cl · 

(llO) 

W und c hangen damit nur von rJ ab, sie sind auf rechtslaufigen Mach-Wellen 
('f) = konst.) konstant. NachGl. (102) ist dann aber auch die Neigung der rechts
laufigen Mach-Linien konstant, diese sind Geraden. 

Eine ebene isentrope Welle besteht darnach aus lauter Elementarwellen, au", 
Paarungen von W und c, welche gemeinsam weiterwandern. 

Die Deformation einer ebenen Welle ist damit schnell zu verfolgen, da die 
rechtslaufigen Mach-Linien Trager der Zustande sind. 

Mit Gl. (102) und (109) ergibt sich fUr die Neigung der rechtslaufigen Charak
teristiken: 

(Ill) 

Je groBer c, je hoher also der Druck, desto flacher verlaufen die Linien 

rJ = konst·l( ~; )'71 Neigung beim Zustand WI' cll 1m Gebiet des Druckabfalles 

divergieren die Geraden rJ = konst., im Gebiet des Druckanstieges laufen sie zu
sammen und miissen zu einem StoB fUhren (Abb. 51). 

Losung (S7) stellt jenen Spezialfall der hier behandelten allgemeinen Losung 
dar, bei welcher sich alle Machschen Linien in einem Punkte treffen. 

Natiirlich konnen dieselben Uberlegungen fUr eine in negativer x-Richtung 
laufende Welle angestellt werden. Es hangt dann der Zustand nur von ~ abo 

In den Argumenten der Funktion von Gl. (58) (linearisiertes ebenes Problem) 
erkennt man die Charakteristiken (101). Die allgemeine Lasung besteht dart 
aus einer Summe einer Funktion von rJ und einer Funktion von r Beim hier 
behandelten allgemeinen Problem gibt es eine Lasung, die Funktion von 'f) allein 
ist, und eine zweite, die Funktion von ~ allein ist. Eine Superposition ist aber 
in gleicher Einfachheit nicht mehr moglich. 

Die in Abb. 51 wiedergegebene Welle hat Schallgeschwindigkeitsschwan
kungen von ± O,OS der Schal1geschwindigkeit c1 vor der Welle. Die Geschwindig-
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keitsschwankungen sind nach Gl. (108) funfmal so groB, betragen also bis zu 
40% von ci . Die mit der Isentropeng1eichung aus der Schallgeschwindigkeits
schwankung zu berechnende Druckschwankung ergibt Werte zwischen + 0,72 Pl 
und - 0,44 Pl. Es handelt sich also urn eine sehr kraftige Welle, die nach kurzester 
Zeit zu StoBen fuhrt, deren Verlauf an die Abb. 46 erinnert. In dieser andert 
sich die Geschwindigkeit innerhalb der isentropen Naherung nach der letzten 

Gl. (81) genau so wie auf der Charakteristik mit dem "~l -fachen Betrag 

der Schallgeschwindigkeitsanderung. Dies ergibt sich auch sofort aus dem StoB
polarendiagramm. Die Charakteristiken Gl. (l09) in Abb. 34 oder Abb. 35 
eingezeichnet, sind die durch Gl. (87) und (90) schon bekannten Geraden, welche 
mit den StoBpolaren im Ausgangspunkt gemeinsame Tangente und Krummung 
besitzen. Das erste gemeinsame Stuck von Polare und Charakteristik im Zu
standsdiagramm entspricht der isentropen Naherung. Innerhalb dieser gelten 
die Vertraglichkeitsbedingungen (109) also auch uber die StoBe hinweg, nur mit 
dem Unterschied, daB im StoB eine endliche Anderung von W und c sprunghaft 
vor sich geht, die sich langs der Machschen Linie in stetiger Stromung auf einer 
endlichen Wegstrecke vollzieht. Die zu den Gl. (llO) fuhrende SchluBweise gilt 
also in der ganzen isentropen Stromungsebene. Die Linien 1] = konst. sind 
auch zwischen den StoBen Gerade. 

Die Richtung der StoBe ist mit Gl. (85) als Mittel der gleichlaufenden Charak
teristikenrichtungen vor und hinter dem StoB schnell und ohne weitere Hilfs
mittel zu konstruieren. 

Wahrend die Druckanstiege mit der Zeit steiler werden, verflachen die Druck
abfalle. Es ergibt sich bei kraftigen Wellen nach kurzer Zeit eine sagezahn
ahnliche WeIlenform. Die StoBe werden mit zunehmender Starke zunachst 
schneller, dann mit abnehmender Intensitat immer langsamer. Ihre gegenseitige 
Entfernung wachst, wie Abschnitt 24 lehrte, mit der Wurzel aus der Laufzeit 
uber aIle Grenzen. 

28. Berechnung beliebiger ebener, isentroper Vorgange. 
Ausbreitungsvorgange, wie sie fur das ebene Problem etwa durch Vorgange 

in Rohren gegeben sind, spielen sich im allgemeinen nicht in einer Richtung abo 
Sie bestehen im wesentlichen aus zwei entgegengesetzt gerichteten Wellen
systemen. Dbersteigen die dabei auftretenden StoBe nicht das Druckverhaltnis 
von 1 : 2, so kann mit sehr guter Naherung isentrop gerechnet werden. Handelt 
es sich urn reine Ausdehnungsvorgange, so kommt es zu keinen SWBen. Die 
Stromung bleibt dann bei belie big starken Druckunterschieden isentrop, 
wenn sie es im Ausgangszustand bereits war. 

Die erste Arbeit auf dies em Gebiet stammt von K. KOBES19 und wurde im 
Hinblick auf" die Anwendung an Druckluftbremsen gemacht. Die neuen Metho
den stammen von F. SCHULTZ-GRUNOW2o, R. SAUERI 4, G. GUDERLEy 22 und 
W. DORING6• Es handelt sich dabei stets darum, die Machschen Linien als Koordi
natenlinien zu verwenden, weshalb diese Methoden als "Charakteristikenver
fahren" bezeichnet werden. Das erste derartige Verfahren stammt von L. PRANDTL 
und A. BUSEMANN und wurde fur stationare ebene Uberschallstromungen (Ab
schnitt VIII, 22) entwickeIt. AIle Methoden beziehen sich ganz aIlgemein auch 
auf anisentrope Vorgange bei veranderlichem Querschnitt oder konnen darauf 
erweitert werden (Abschnitt 31). Die Methode in allgemeinster Form wird von 
K. OSWATITSCHl3 behandelt. Es handelt sich dabei insofern urn Niiherungs
verfahren, als ein schrittweises Berechnen - allenfalls verbunden mit zeich
nerischen Methoden - notwendigerweise stets zu Ungenauigkeiten fuhren muB. 
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Jedoeh ergeben die Verfahren bei Verkleinerung der Sehritte sehlieBlieh die exakte 
Losung und konnen von diesem Gesichtspunkt aus als exakt bezeichnet werden. 
In den einfachsten Fallen fuhren die Methoden sehr rasch und mit vollig aus
reichender Genauigkeit zum Ziel. 

Die hier geschilderte Methode sowie die Ableitung von Abschnitt 26 lehnt 
sich am meisten an jene von W. DORING an. Die ZweckmaBigkeit der Methode 
hangt immer etwas vom Beispiel, vor aHem aber von dem zur Verfiigung stehenden 

Kurven- und Tabellenmaterial abo Sie wird in der Regel 
vom Ausfuhrenden je nach Ausbildung und Geschmack 
abgeandert. 

Angenommen, der Stromungszustand auf einer Kurve 
in der Stromungsebene, etwa auf der x-Achse oder auf der 
t-Achse, sei gegeben. Zwei Punkte Pr und P z seien heraus
gegriffen (Abb. 52), mit denen ein Punkt P die rechts-.r 

Ahh. 52. Schritt der laufige bzw. linkslaufige Charakteristik gemeinsam hat. Der 
Charakterlstlkenmethode. Ort des Punktes P ist also zunaehst nicht bekannt, sondern 

nur indirekt durch die Gemeinsamkeit der Machschen Linien 
mit P r und P z festgelegt. Ort und Zustand im Punkte P sind zu suchen. 

Der Zustand W, c im Punkte P kann sofort exakt dureh die Zustande W" cr 
und Wz, Cz in den Punkten Pr und P z ausgedruekt werden: 

Fur ein ideales Gas ist nach Gl. (109) 
2 2 

W +--1 c= W r +--l cr ' u- u-

W 2 TF 2 - +--1 c=- rrl +--1 cI ; 
u- u-

daraus folgt so fort exakt fur W und c im Punkte P: 
. _ 2 
2 W -(Wr + WI) + --;---=1 (cr-c l l, 

u-l \:[JJ _ 2c = -2- (Wr - WI) + c, + CI' 

(1l2) 
C,t 

~ Den Ort des Punktes P bestimmt man aus der Richtung 
L-_____ ---=,-. der Machschen Linien Gl. (102) in den Punkten P r und PI: 

.r 
Abb. 53. SchriUwelse Be

rechnung. 
F r : (~~) = Wr + Cr; 

ot '7 

Diese Ortsbestimmung stellt eine Naherung dar, welche 
urn so genauer ist, je naher die Punkte aneinander liegen. Lediglich bei 
Linearisierung besitzt man in Gl. (101) die exakten Machschen Linien. Die Orts
bestimmung der Machschen Linien laBt sich aber sofort leicht urn eine Ol'dnung 
verbessern, wenn man fur die Richtungen von Pr nach P und von PI nach P das 
Mittel aus den Richtungen in den Punkten Fr und F bzw. PI und P bildet. 
Es ist deshalb zweckmaBig, zuerst den Zustand im Punkte F mit Gl. (1l2) zu 
bestimmen, womit die mittlere Richtung der Maehsehen Linie ohne Iteration 
angegeben werden kann. 

Indem aus den bereits bestimmten Punkten wieder neue Punkte bereehnet 
werden (Abb.53), wird das Stromungsfeld in einem Punktgitter bereehnet, 
weshalb aueh von "Gitterpunktverfahren" gesproehen wird. Auf diese Weise 
wird das ganze "Fortsetzungsgebiet" (Abb. 50) bestimmt. Dieses umfaBt, 
wenn die Zustande auf der ganzen x-Aehse oder t-Aehse bekannt sind, die gesamte 
Stromungsebene. 

Das erste Verfahren von PRANDTL und BUSEMANN fur stationare Ubersehall
stromung sowie das Verfahren von SCHULTZ-GRUNOW fur instationare ebene 
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Wellen ist als sogenanntes "Felderverfahren" aufgebaut. Bei diesem wird an
genommen, die Zustande in der Stromungsebene waren in kleinen Feldern, wie 
sie sich zwischen den beiden Scharen Machscher Linien (Abb. 50 und 53) 
ergeben, konstant, die Zustandsanderungen hingegen gingen sprungartig in den 
Machschen Linien wie in kleinen stufenartigen Schallwellen vor sich. Strom
linien, Randkurven und Machsche Linien sind dann Polygonzuge. Das Verfahren 
birgt eine Dualitat in sich, indem Felder der Stromungsebene, die ja kleine 
Gebiete konstanter Zustande d.r 
darstellen, Punkte der Zu-y~-; -, 17 , ~ -{ r 
standsebene darstellen. In den 
Kreuzungspunkten Machscher 
Linien hingegen treten aIle 
"Obergangszustande der vier an- Abb. 54. Richtungs!eld. 

grenzenden Felder auf. Diese 
Punkte entsprechen ganzen Feldern in der Stromungsebene. Der Nachteil der 
Felderverfahren besteht in der durch die Feldereinteilung eingefuhrten Unge
nauigkeit, welche sich besonders bei der Erweiterung der Methode auswirkt, so 
daB fast nur mehr mit Gitterpunktverfahren gerechnet wird. In mancher 
Hinsicht sind die Felderverfahren allerdings physikalisch anschaulicher. Man 
erkennt sie in den Arbeiten sofort daran, daB die Zustandswerte in die Felder 
der Stromungsebene hineingeschrieben sind, wahrend die Zustandswerte bei den 
Gitterpunktverfahren den Gitterpunkten zu
geordnet sind. 

Eine weitgehende Reduktion der Arbeit 
zur Berechnung des einzelnen Gitterpunktes 
ist wichtig. Nach Gl. (109) andert sich W 

urn den " 2 1 -fa chen (bei Luft also urn 

den fiinffachen) Betrag der Anderung von c. 
Es ist zweckmaBig, von vornherein mit den -lQt-:*~~~*~~*"~~~¥.,~,..., 

2 ' 
Werten - -- c zu rechnen. Werden dann 

,,-1 
von vornherein diejenigen Machschen Linien 
gezogen, welche beginnend beim Ruhezustand 

22' 
( W = 0, --1-c = - - - co) gleich groBen ,, - ,,-1 
Stufen von W entsprechen (etwa W = 0; 
± 0,1 co; ± 0,2 Co usw.), so treten auch nur Abb. 55. harakteri~tikend!.gramm in der 

2 Zustandsebene fUr )/ ~ 1.400. 
gleich groBe Stufen fur ,,_ 1 c auf und die 

Berechnung der W- und c-Werte Iiach Gl. (112) wird so einfach, daB sie nach kurzer 
"Obung im Kopf erledigt werden kann. Zu den Gitterpunkten in der Stromungs
ebene werden zweckmaJ3ig Nummern geschrieben und in einem Protokoll zu 

den N ummern die Werte von W, __ 2-1- c, W - c und W + c notiert . Fur die ,,-
Konstruktion der Machschen Linien zeichnet man ein Richtungsfeld (Abb. 54). 
Mit Zeichenmaschinen wird besonders wegen der zahlreichen Winkeliiber
tragungen die Arbeit bei allen Charakteristikenverfahren sehr beschleunigt 
und kann im ubrigen Rechenhilfskraften uberlassen werden. 

Bei den Verallgemeinerungen ist es sehr empfehlenswert, ein Diagramm der 
Zustandsebenen zur Hilfe zu nehmen (Abb. 55, W, c-Diagramm). In dieses 
sind die Geraden (Gl. 109) einzutragen. Es sind dies die Bedingungen auf den 
Charakteristiken und daher die Bilder der Charakteristiken in der Zustandsebene, 
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wobei Rechtslaufigkeit beziiglich der Lebenslinie in der Stromungsebene Rechts
laufigkeit beziiglich der W-Achse in der Zustandsebene entspricht. Die Zustande 
W" cr und WI, Cl entsprechen zwei Punkten in der W,c-Ebene. Der gesuchte 
Zustand W, c ist jener Punkt der W,c-Ebene, welcher mit W" Cr die rechtslaufige 
und mit WI' cl die linkslaufige Charakteristik gemeinsam hat (Abb. 56). In 
Abb. 55 konnten auBerdem noch Gerade W ± c = konst. eingetragen 
werden, was aber kaum lohnt. Am best en werden gleich die Halbierungspunkte 
von P P r und P PI aufgesucht, bei ersterem W + c und bei letzterem W - c 
gebildet, um die Richtung der Machschen Linien zu erhalten. Ganz entsprechend 
laBt sich innerhalb isentroper Naherung auch die Richtung des Verdiehtungs
stoBes als arithmetisches Mittel der Neigungen gleichlaufender Machscher Linien 
ablesen. (Ein in positiver Richtung, also nach rechts laufender StoB entspricht 
dabei linkslaufenden Machschen Linien, weil die StoB/rant nach links iiber die 
Lebenslinie hinweglauft.) Bei nicht idealen Gasen ist ein Diagramm entsprechend 
zu Abb. 55 besonders empfehlenswert. In Gl. (106) sind bei Isentropie (! und c 

, . . 
IfI,. /If W 

Abb. 56. Lagc der Funkte 
PI. Pr und P in der Zu· 

s tn nd.se be ne. 

Funktionen von p. Es kann dann als neue ZustandsgroBe 
eine Funktion F(c): 

F(c) =JdP 
ec 

(114) 

eingefiihrt werden, die auch als Funktion von p oder (! an

gesehen werden kann. Sie tritt an Stelle von ~1- c beim 
%-

idealen Gas. Die Gl. (106) integriert lauten dann: 

~ = konst.: - W + F(c) = F(co ('Y))), 

'Y) = konst.: + W + F(c) = F(co (~)). 
(115) 

Die Kurven =f W + F (c) = konst. sind nun in der W,c
Ebene keine Geraden mehr. Sie konnen natiirlich erst auf Grund der Isentropen
gleichungen des betreffenden Mediums mittels Gl. (114) berechnet werden. Man 

muE neben c auch noch den MaBstab von J_l- dp = F(c) eintragen. Wenn das ce 
Diagramm einmal hergestellt ist, erfolgt die Berechnung der Beispiele ebenso 
rasch wie beim id. Gas konst. sp. W. Bei dimensionsloser Schreibweise wird 
man nun nicht mehr auf eine Ruheschallgeschwindigkeit beziehen, sondern auf 
eine Schallgeschwindigkeit bei einem physikalischen Normalzustand (etwa 
T = 273 0 und p = 1 at). Die Diagrammform hangt bei nicht idealen Gasen im 
allgemeinen noch vom absoluten Druck in einem belie big zu wahlenden Zustand abo 

Die Konstruktion der Teilchenbahnen bietet keine Schwierigkeit, ist aber 
ein wenig umstandlich. Die Richtung ist durch 

dx _ W 
dt -

gegeben. Damit ist das ganze Richtungsfeld der Stromlinien bekannt, wenn die 
Gitterpunkte berechnet sind. Die schrittweise Konstruktion einer Stromlinie 
macht allerdings Interpolationen erforderlich, welche am besten in den Kreuzungs
punkten der Stromlinien mit den Machschen Linien ausgefiihrt werden. 

29. Randbedingungen bei ebener isentroper Stromung. 
Die Randbedingungen lassen sich bei den Charakteristikenverfahren meist 

in einfachster Weise erfiillen. 1st an einer fest en Stelle (x = xo) eine teste Wand 
(W = 0), so wird zunachst die auf die Stelle zuwandernde Machsche Linie ge-
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zogen (Abb. 57). Auf ihr besteht eine Bindung zwischen W und c, bei emer 
rechtslaufigen Welle etwa: 

2 2 
W+ --1 c = Wr + - - -1 cr, 

~- ~-

wobei die Werte Wr , Cr durch den letzten Gitterpunkt gegeben sind. An der 
Stelle, wo die Machsche Linie auf die Gerade x = Xo trifft, wird ein neuer Gitter
punkt gezeichnet, dessen W = 0 ist und dessen c-Wert sich aus der oberen 
Gleichung sofort ergibt. 

Handelt es sich um eine bewegte Wand, so ist die Lebenslinie der Wand in 
der Stromungsebene bekannt. Auf ihr kennt man in allen Punkten W, also kann, 
wie bei der festen Wand, das c in einem Schnittpunkt mit einer Machschen Linie 
sofort angegeben werden, womit ein neuer Gitterpunkt, von welchem die weiteren 
Rechnungen ausgehen konnen, gefunden ist. 

Ganz analog ist bei einem offenen Ende, aus welchem das Medium ausflieBt, 
vorzugehen. Hier ist bei Unterschallgeschwindigkeiten der Druck gleich dem 

t 
p 

.xII or 
Abb.57. Zustandswerte im Randgitterpunkt. 

t 

Abb.5 . Oberschallaustritlsgeschwindigkeit am offenen 
Rohrende . 

AuBendruck. Mit der Isentropengleichung ist also am offenen Ende die Schall
geschwindigkeit c vorgeschrieben. Damit kann nun umgekehrt die Geschwindig
keit W der Punkte auf den Machschen Linien am offenen Ende sofort angegeben 
werden. Bei Vberschallgeschwindigkeit im Austrittsquerschnitt laufen keine 
Machschen Linien yom Endquerschnitt in das Rohr hinein (Abb. 58). Die 
Werte in den Gitterpunkten am Austrittsquerschnitt werden mit Hilfe der Werte 
in zwei Gitterpunkten im Rohr bestimmt. 

ABe besprochenen Randbedingungen lassen sich sehr einfach im Zustands
diagramm verfolgen. Dies ist fur den folgenden Fall besonders empfehlenswert. 
Stromt ein Medium in ein offenes Rohrende ein, so kann der Druck nicht mehr 
gleich dem AuBendruck gesetzt werden, weil die Beschleunigung des Mediums 
auf die Einstromgeschwindigkeit mit einem Druckabfall verbunden ist. Die 
Stromung in der Umgebung des Rohrendes kann in jedem Zeitpunkt als stationar 
angesehen werden, wenn das Rohr lang im Verhaltnis zu den Abmessungen ist, 
in welchen sich die Beschleunigung der Luft beim Einstromen voIlzieht. Der 
Druckausgleich voIlzieht sich ja mit Schallgeschwindigkeit, deren Wert bei den 
Vorgangen nicht stark variiert. Bei einem langen Rohr kommt die erste Schall
welle an das offene Ende zuruck, nachdem dort schon viele SchaIlwellen im 
Beschleunigungsgebiet der Einstromung auf und ab laufen konnten und damit 
langst eine stationare Stromung hergestellt haben. Weil das Einstromgebiet 
eine kugelige Senke darstellt, ist es sicher nur wenige Rohrdurchmesser groB. 
Das Rohr muB also lang im Verhiiltnis zu seinem Durchmesser sein, wenn am 
Rohrende mit quasistationarer Stromung gerechnet werden solI. Ganz ent
sprechende Vberlegungen gelten bei einem Kessel, welcher durch ein Rohr ent
leert wird. Damit der Kesseldruck nicht zu rasch falIt, wird das Kesselvolumen 
im allgemeinen groB gegen das Rohrvolumen sein mussen, die Rohrlange aber 
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wieder groB gegen dessen Durchmesser. Bei Zulassigkeit der Annahme quasi
stationarer Stromung am offenen Rohrende kann 20 mit dem Energiesatz statio
narer Stromung [Gl. (II, 29)] gerechnet werden, der mit c1 als Schallgeschwindig
keit des Ruhezustandes in der Rohrumgebung lautet: 

" - 1 (~) 2 + (~)' 2 = l. 
2 c1 c1 

Diese Beziehung zwischen ~ und ~ gibt in der W,c-Ebene ellle Ellipse 
C1 C1 

(Abb. 59). Die Zustandswerte eines Gitter
punktes am o//enen Rohrende mussen beim 
Eirudromen sowohl auf dieser "Energie
ellipse" als auch auf der vom letzten Gitter
punkt zum Rohrende fUhrenden Charakte
ristik liegen und sind damit an Hand von 
Abb. 59 leicht bestimmbar. 

Auf das Verhalten von StoBen an den 
Randern braucht nicht weiter eingegangen 
werden. Da die Sto13fronttiefe auBerordent

Abb.59. ClJarakteristiken und Energieellipse lich gering ist, kann der Zustand in der 
in der Zu,stanchebene fiir ,, = 1,400. 

unmittelbaren Umgebung vor und hinter 
dem StoB stets als konstant angesehen werden. Die entsprechenden Bei
spiele wurden bereits in den Abschnitten 18 bis 21 behandelt. 

30. Anwendung der Charakteristikenmethode auf das Ausstromen 
aus einem unter Uberdruck stehenden Rohr. 

Abb. 60 gibt die Stromung aus einem im Ausgangszustand unter Uber
druck stehenden, linksseitig geschlossenen Rohr. Damit wird ein Einblick in 
die Methode gegeben, der ohne wei teres fUr die Anwendung des Verfahrens auf 
andere Beispiele ausreicht. Das Beispiel wurde ganz ahnlich bereits von SCHULTZ
GRUNOW 20 gerechnet. Die Berechnung erfolgte im Felderverfahren und wurde 
hier fur das Gitterpunktverfahren und ein etwas gesteigertes Druckverhaltnis 
wiederholt. In der genannten Arbeit findet man ferner folgende Beispiele: Aus
strom en aus einem Druckbehalter mit Ansatzrohr bei plotzlichem bffnen des 
Absperrschiebers am Rohransatz (Berechnung del' Stromung im Ansatzrohr); 
geschlossenes Rohr mit am linken Ende harmonisch bei Grundresonanzfrequenz 
hin und her bewegtem Kolben und schlieBlich das letzte Beispiel bei offenem 
RohI'. 

In die Stromungsebene (a) und die Zustandsebenen (b, c, d, e) sind die Charak
teristiken und StoBe eingetragen. Da ein und derselbe Zustand, also dieselbe 
Paarung von W und c of tel'S vorkommt, sind einem Punkt del' Zustandsebene 
mehrere Punkte der Stromungsebene zugeordnet. Die Zustandsebene wird also 
mehrfach uberdeckt und wurde daher so in einzelne Teile (Blatter) aufgeteilt, 
daB in diesen keine Uberdeckungen vorkommen. Es ist nicht unbedingt erforder
lich, die Zustandsebene heranzuziehen, Val' aHem wird man bei einiger Ubung 
ohne weiteres mit einer einzigen unaufgeteilten Zustandsebene auskommen. 
In Abb. 60 geben aber die verschiedenen Blatter del' Zustandsebene gleich
zeitig ein Bild der Zustande in del' Stromungsebene, weshalb die Wiedergabe 
einer Tabelle, welche die Zustande in den einzelnen Punkten wiedergibt, aus
bleiben konnte. Aus demselben Grunde wurden auch keine Lebenslinien ein
gezeichnet. Bei der praktischen Rechnung ist das Fuhren solch einer Tabelle 
aber empfehlenswert. In ihr konnen die Werte W + c und W - c fUr die Nei-
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gungen der Machschen Linien mit notiert werden; auch andere GraBen wie der 
aus der Isentropenbeziehung errechnete Druck konnen mit eingetragen werden. 

Von den beiden Scharen links- und rechtslaufiger Mach-Linien, welche die 
Stromungsebene vollig dicht iiberdecken, wurden nur jene gezeichnet, welche 

pt:::::::::::::J1 e 
Abb. 60. Ausstromen aus ei.nelll anfangs unter tlberdruck stehenden R olir (" = 1,400). 

ffir die Rechnung Bedeutung haben. Es sind dies die Charakteristiken (und der 
StoB), welche die durch die Zahlen 1, 6, 31, 36, 44 usw. gekennzeichneten Drei
ecksfelder konstanten Stromungszustandes begrenzen (in welchem die Machschen 
Linien also parallele Gerade waren) und eine Anzahl Machscher Linien in den 
Gebieten veranderlicher Zustandswerte. Die Zahl der letzteren Mach-Linien 
ist durch das Verhaltnis von erforderter Genauigkeit und zulassigem Arbeits
und Zeitaufwand bedingt. Die Gitterpunkte in der Stromungsebene und deren 



126 III. Instationare Fadenstromung. 

Bilder in der Zustandsebene sind mit gleichen Zahlen versehen. Den Feldern 
konstanten Zustandes (Dreiecksfelder 1, 6, 31 usw.) und den Linien konstanten 
Zustandes (etwa Gerade 6-6, 11-11, 16-16, 34-34 usw.) entspricht nur je 
ein Punkt der Zustandsebene. Dem StoB in der Stromungsebene im Gebiete 
veranderlicher Anstromung aber ein ganzes Feld der Zustandsebene, namlich 
das gesamte Gebiet zwischen den Punkten 32, 33 bis 36 vor und den Punkten 32, 
33 bis 36 hinter dem StaB. Die Punkte 3h 2, 33 usw. liegen dabei auf den StoB
polaren der Punkte 32, 33 usw. Die Polaren fallen innerhalb der Isentropen
naherung mit den Charakteristiken der Zustandsebene zusammen. 1m Gebiete 
konstanten Stromungszustandes 36 entspricht der StoB hingegen einem Strecken
stuck in der Zustandsebene, namlich der von 36 ausgehenden StoBpolaren bis 
zum entferntesten der verschiedenen vorkommenden Zustande 36 hinter dem 
StoB. 

Das Verhaltnis von Anfangsdruck PI im Rohr zum AuBendruck wunle zu 
2" 

rund PI!PO = 2 angenommen [genau PI/PO = (1,1),,-1]. Daraus errechnet sich 
isentrop ein Schallgeschwindigkeitsverhaltnis von cI!Co = 1,10. Mit diesem Co 
ist C und W dimensionslos gemacht. Allerdings ist es nicht erforderlich, daB die 
Luft auBen auch diese Schallgeschwindigkeit c" besitzt, solange kein Einstromen 
in das Rohr stattfindet. Die Randbedingung am offenen Ende ist durch den 
Druck Po bedingt, Entropie, Temperatur und Schallgeschwindigkeit des AuBen
mediums konnen zunachst beliebig sein. Erst wenn das Medium einstromt, 
faUt diese Freiheit wegen der Voraussetzung der Isentropie im Rohr fort. 

Nach Offnen des rechten Rohrendes gleicht sich dort die Stromung in einem 
Verdunnungsfacher sprunghaft dem AuBendruck an. Punkt 6 ergibt sich im 
Zustandsdiagramm aus Punkt 1 durch den Schnittpunkt von dessen rechts
laufiger Charakteristik mit der Geraden c = co' also der W /co-Achse. Die Strecke 
1 bis 6 wird willkiirlich unterteilt, woraus sich die Punkte 2 bis 5 ergeben, von denen 
jeder einzelne eine ganze Machsche Linie des Verdunnungsfachers darstellt 
(bei starkerem Druckverhaltnis wiirde der Facher bis an den rechten Rohrrand 
der x,cot-Ebene reichen). Die Werte 1 bis 31 am linken Rohrende ergeben sich 
in der Zustandsebene aus den Schnitten der von den Punkten 1 bis 6 ausgehenden 
linkslaufigen Charakteristiken mit der Geraden W = 0 (c/co-Achse). Damit 
liegt das gesamte Gitterpunktsystem an der Wand (Abb. 60b) fest, und die 
Mach-Linien konnen sehr genau aus dem Mittel der Richtungen in den ent
sprechenden Endpunkten konstruiert werden. 

Die Reflexion am offen en Ende ergibt sich (Abb. 60 c) durch den Schnitt 
der von 6 bis 31 ausgehenden rechtslaufigen Charakteristiken mit der W /co-Achse 
beim Ausstromen (W!co > 0) und der Energieellipse beim Einstromen (W/co < 0) 
(SCHULTZ-GRUNOW nahert die Energieellipse durch eine Treppenkurve, wobei 
stets der nachstgelegene Punkt des Quadratnetzes der Charakteristiken gewonnen 
wird). Zwischen Punkt 18 und 24 beginnt das Einstromen. 

Nach der Reflexion am offenen Ende laufen die Mach-Linien zusammen und 
fiihren zu einem StoB, dessen Starke sich einfach aus den Zustanden auf den zu
sammenlaufenden Charakteristiken ergibt. Die Reflexion des StoBe8 an der 
Wand und am offenen Ende erfolgt ganz wie in den Abschnitten 18 und 21 
(Abb. 39 und 43), indem mit jenen Zustanden gearbeitet wird, welche vor 
und hinter dem ankommenden StoB unmittelbar an der Reflexionsstelle herrschen. 

Die Fortsetzung der Stofifront kann ganz analog zu Abschnitt 20 uber nach
laufende Schall- und StoBwellen erfolgen, da die StoBstarke auch hier durch 
nachlaufende Druckwellen bedingt ist (Abb. 61)_ Der StoB sei bis zu einer 
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bestimmten Stelle bereits bekannt (etwa Punkt 34 in Abb. 60). Dann laBt 
sich durch Extrapolation der Frontrichtung naherungsweise der Zustand vor 
dem StoB im nachsten zu konstruierenden Punkt angeben und au13erdem eine 
Machsche Linie konstruieren, welche in dem neuen Punkt in den StoB mundet. 
Eine solche Machsche Linie muB allenfalls durch Interpolation neu eingefugt 
werden. Der Zustand hinter dem StoB ist dann in der Zustandsebene (im all
gemeinen die verzerrte W,p-Ebene) einfach durch den Schnittpunkt der StoB
polaren des Punktes vor dem StoB und dem Bild der einmundenden Machschen 
Linie in der Zustandsebene gegeben. Damit ist auch die Laufgeschwindigkeit 
des StoBes bekannt, welche noch mit der Stromungsgeschwindigkeit vor dem 
StoB zu uberlagern ist, urn die Richtung der StoBfront zu erhalten. Mit der so 
errechneten Richtung laBt sich 
der Schritt bei hohen Genauig
keitsanspruchen wiederholen. 

CIJI ft 
P, 

Diese allgemein geltende 
StoBkonstruktion vereinfacht 
sich fur die isentrope Naherung 
schon dadurch, daB die StoB
polaren mit den Charakteri
stiken in der W,c-Ebene zu
sammenfallen, die Verwendung 
des StoBpolarendiagramms 

;; 
L--L __ ~ __ L-~ __ ~~~ ~----~p'~--------~' T, 

Abb.61. Konstruktion der StoJ.lfront (schematisch). 

sich also erubrigt. Vielfach ist es noch einfacher, sich den Umstand zunutze zu 
machen, daB die Vertraglichkeitsbeziehungen in der isentropen Naherung auch uber 
den StoB hinweg gelten. Die Zustande hinter dem StoB sind also bekannt. Nur der 
Ort der Gitterpunkte ist etwas ungewiB, weil die Machschen Linien beim Durch
gang durch den StoB etwas geknickt werden und die Knickstelle erst gefunden 
werden muB. Fur Punkte unmittelbar hinter dem StoB ist aber der Ort des 
Knickes ziemlich bedeutungslos. Es konnen dann die dem StoB gleichlaufenden 
Mach-Linien gezeichnet werden. Aus dem Mittel der Richtungen ergibt sich 
die StoBfrontrichtung. 

Der Ablauf der Stromung nach Offnen des Rohres ist physikalisch sehr ein
leuchtend. Es lauft eine Verdunnungswelle (divergierende Mach-Linien) in das 
Rohr hinein und wird am Rohrende als Verdunnungswelle reflektiert. Dabei 
ergeben sich im Feld 31 die tiefsten Unterdrucke (etwa p!Po = 0,5 I). Am offenen 
Ende wird die Verdunnungswelle als Verdichtungswelle reflektiert (konvergierende 
Mach-Linien), welche sich vorne zu einem StoB aufsteilt. Die anfangliche Uber
expansion im Rohr hat nun Einstromen von Luft zur Folge. Die von der Wand 
zuruckkommende Verdichtungswelle wird am offenen Ende wieder als Verdun
nungswelle zuruckgeworfen. Die Zustandsunterschiede sind geringer geworden, 
weshalb bei der nun einsetzenden Wiederholung des V organges auf die Fort
konstruktion gewisser Machscher Linien verzichtet werden kann. 

31. Berechnung beliebiger anisentroper Vorgange. 

Die allgemeinste Fadenstromung eines Mediums weist verschiedene Stromungs
querschnitte fund unterschiedliche Entropie s der einzelnen Teilchen auf. Die 
Entropieunterschiede sind dabei meist durch VerdichtungsstoBe bedingt, be
sonders wenn wie im folgenden von Warmezufuhr abgesehen werden solI. Die 
Entropie eines Teilchens bleibt in der stetigen Stromung nach Gl. (104) dann 
konstant. Sie hat auf Lebenslinien zwischen den Stemen feste Werte und andert 
sich nur auf den StoBen selbst sprunghaft. Werden also gleichzeitig mit dem 
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Netz der Machschen Linien auch die Teilchenbahnen konstruiert, so kann die 
Entropie bei der Berechnung der Gitterpunkte als bekannt angesehen werden, da sie 
im Abhangigkeitsgebiet (Abb. 49) mit dem Ausgangszustand gegeben ist. Aller
dings munden die Lebenslinien meist nicht gerade in jenen Gitterpunkten, in 
welchen der Entropiewert gefragt ist, wodurch Interpolationen erforderlich 
werden. Es ist deshalb zweckmiiBig, die Entropie am Rand der Stramungsebene 
als Kurve aufzutragen (Abb. 62). 

In den meisten Fallen wird der Querschnitt f eine Ortsfunktion sein, so daB 
1 0/ auch -- als 
f ox 

Funktion von x am Rand der Stramungsebene aufgetragen 
werden kann. Bei Anwendung auf Kugel- oder Zylinder
wellen ist die Funktion [Gl. (34)J besonders einfach. 

Es wird bei der allgemeinsten Form der Charakte
ristikenverfahren mit der Bestimmung des Ortes an 
Punkt P begonnen, der wieder mit bekannten Punkten P, 
und P z auf einer gemeinsamen rechtslaufigen und links
laufigen Mach-Linie liegen mage. Deren Richtungen 
sind bekannt [Gl. (113)J, wodurch P in der Stramungs

'------ -+.--'-- I---,r,..- ebene festgelegt ist. 
t'~~ : i Mit den Vertraglichkeitsbedingungen (106) ist die 
I~ Anderung von W und P langs Machscher Linien ge

geben. Eine Integration dieser Gleichungen ist nun 
aber allgemein nicht mehr maglich. In der Zustands
ebene sind die Charakteristiken keine von vornherein 
festliegenden Kurven. Die Gl. (106) kannen wie folgt 

Abb.62. Gitterpunktrechnung 
in der Strornungsebene bei 
anisentroper Striirnung (sche-
Illatisch) ( ____ Lebenslinie). 

in Differentialform geschrieben werden: 

1 (W 0/ 1 0/) - W + Wz +ec (p-pz) = -c -I-ax + TTt (t-t z)' 

w - W --l- - (p - P ) = - c - - --l- - - (t - t ) 1 (W 0/ 1 0/) 
r 'ee r fax I f at r . 

(116) 

Fur eine erste Naherung sind e c und das Produkt von c mit der Querschnitts
anderung in den Gitterpunkten P r und P! zu nehmen (hahere Genauigkeit fur 
die Orts- und Zustandsbestimmung des Punktes P gewinnt man bei ein wenig 
Ubung sofort, weil sich die Werte der entsprechenden GraBen fUr die Halbierungs-
punkte von P P r und P P z leicht extrapolieren lassen, wenn einige Schritte ge
rechnet sind). 

Die beiden Gl. (116) stellen in der W,p-Ebene gerade Linien dar, deren 
Richtungskonstante gegeben sind durch 

± e c. (117) 

Da e und c von p und 8 allein abhangen, kannen sie aus den p-Werten in den 
Punkten P, und P z und den Entropiewerten auf den Lebenslinien bestimmt werden. 

Die erste Gerade (116) geht durch den Punkt mit den Koordinaten 

( W aj 1 OJ) W = Wz + c T ox + T Tt (t - tz)' P = pz; 

die zweite Gerade (116) durch den Punkt: 

( W of 1 0/) W = W, - c -,-ax + TTt (t- tTl, P =Pr' 

Diese beiden Punkte sind also um die Betrage: 

Ll W = ± c (~~ + ~~) (t - tz ) f ox f ot . r 
(118) 
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gegenuber den Punkten P z und P r verschoben. Diese Betrage sind jeweils aus 
den t-Differenzen des Punktes P mit den Punkten P z und P r und den Querschnitts
anderungen zu berechnen. Der Zustand im Punkte P ergibt sich dann als Schnitt 
der beiden Geraden (116) (Abb. 63). 

Fur id. Gase konst. sp. W., die bei den Anwendungen ja stets die groBte Be
deutung haben, laBt sich die Vertraglichkeitsbedingung (lO6) mit G1. (91) fUr 
die links- und rechtslaufige Charakteristik leicht auf folgende Form bringen: 

=t= d~ + e8::C;ld[_2_(L)X2~1]=_~(~ olnJ + oln J ) d(c1t). 
CI u-l PI CI CI OX o(cIt) 

(119) 

Der Druck erscheint hier wieder in derselben funktionellen Form, wie er schon 
in der verzerrten W,p-Ebene (Abb. 35, 42 usw.) des StoBpolarendiagramms 
auftrat. In dieser Ebene ergibt sich der Zustand des gesuchten Punktes ganz 
analog zu G1. (116) durch den Schnitt zweier Geraden: 

(~) + e8::C;1 {[_2 (L) x :;"1]_ [_2 (L) x :;"1] t = 
ci 1 U - 1 PI 1 U - 1 PI I) 

del'en Neigungen nun nur von der Entropie abhangen, also direkt am Diagramm
rand abgelesen werden konnen. Sie gehen wieder durch jene Punkte, welche 
durch die W-Verschiebungen G1. (118) aus P z und 
Pr hervorgehen. ~, 

Es wird bei diesem Verfahren also mit drei 
thermischen ZustandsgroBen gearbeitet, mit 8, 

x-I 

~ und __ 2_ (L)~ Das MitfUhren der 
ci U - 1 PI 

Entropie ist unvermeidlich, ebenso jenes der Schall
geschwindigkeit c, welche fUr die Ermittlung der 
Charakteristikenrichtungen erforderlich ist. Die 

p 

/ """-: ~~ .. 
1~ ~ : : 

: i 
~ : 
• • it' 

L-----~ __ ~------~~---c, 
L11tf L1 Jtf. 

Druckfunktion ist aber fUr die Arbeit im StoB- Abb. 63. Bestlmmllog des Zllstandes 

Polarendiagramm, fUr die Bedingungen an offenen im Gittnrpunkt P im allgemeinsten 
:Fall. 

Rohrenden und Unstetigkeitslinien besonders prak-
tisch und schliel3lich auch die praktisch wichtigste GroBe. Die Entropie wird 

8 - 81 

am besten nur in der Form e 2 cp notiert. Dann lal3t sich mit G1. (91) stets leicht 
x-I 

~ aus (L)--z,;- ermitteln und umgekehrt. 
CI PI 

Die Fortsetzung einer StoBfront unterscheidet sich kaum von der Methode, 
wie sie schon in Abschnitt 30 beschrieben wurde. Lediglich die yom Punkte P2 

(Abb. 61) in die StoBfront einmundende Charakteristik ist in der verzerrten 
W,p-Ebene nicht yom Punkte P 2 , sondern von einem urn LI W nach G1. (118) 
verschobenen Punkt aus zu zeichnen, urn im Schnittpunkt mit der StoBfront 
den Zustand hinter dem StoB zu gewinnen. Aus dem Druckverhaltnis im StoB 

Oswatitsch, Gasdynamik. 9 
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folgt ohne weiteres das Schallgeschwindigkeitsverhiiltnis, der Entropieanstieg 
und die Laufgeschwindigkeit des StoBes. 

Die von den verschiedenen Punkten aus gezogenen Hilfsgeraden (116) oder 
(120) sind naturlich keine Charakteristiken der Zustandsebene, sondern nur 
Hilfskurven zur Ermittlung des Zustandes im neuen Punkt. Die Charakteristiken 
sind nach wie vor die Verbindungslinien der Bildgitterpunkte in der Zustands
ebene. 

Das Charakteristikenverfahren kann auch mit W und c als ZustandsgroBen 
unter Umgehung der Druckwerte durchgefUhrt werden. Es ist dann von den 
G1. (108) auszugehen. Fur die Anderung der Entropie langs der Mach-Linie 
ergibt sich mit G1. (103) fUr .; und 17 = konst.: 

_ c_ d (~) = ~ _c2 
__ ~ (~) dt, 

u - 1 cp U - 1 ox cp 

weil ~; = 0 ist. Weil 8 nur von der Stromfunktion 'P abhangt, ist mit GJ. (46): 

2", 81--8 

= ± P1t (:1) x-1 d~ e"P-cv dt. 

Damit lauten die Vertraglichkeitsbedingungen auf der links- und rechtslaufigen 
Mach-Linie eines id. Gases konst. sp. W.: 

2 
~ dW + u-l de = 

=[-e(w o!n j + Olnj)±Plt(~)X~l ~ec~=;Jdt. (121) _ ox ot -- C1 d'P J 
Hierin ist die Ableitung der Entropiefunktion nach 'P wieder nur Funktion von 'P, 
sie kann also uber der Stromlinie ein fiir allemal aufgetragen werden. Sonst 
enthiilt G1. (121) nur mehr W und e als ZustandsgroBen. Werden nun die Diffe
rentiale dW, dc, dt durch Differenzen W - Wz, W - Wr , C - Cz usw. ersetzt, 
so ergibt sich der Zustand im Punkte P aus dem Schnitt zweier Geraden, deren 

Neigung durch den Wert ± u 2 1 festliegt, die aber nun durch Punkte gehen, 

welche aus P z und Pr durch die Verschiebungen 

.dw=[±e(w o~nt + Olnf)_p1t(..5.._)X~1~ec~=:V1(t_tl ) (122) 
ox ot C1 d'lf J . r 

hervorgehen. Somit bleibt der Aufwand etwa derselbe wie bei der erst geschil
derten Methode. 

32. Randbedingungen insbesondere im Zentrum. 

Die Randbedingungen bei der Anwendung der allgemeinen Methode fuhren 
zu keinen neuen Fragen. Bei SWBen kann eine genugend kleine Umgebung der 
Reflexionsstelle stets als isentrope Parallelstromung angesehen werden. Rand
gitterpunkte ergeben sich ganz wie bei der isentropen ebenen Stromung, wobei 
die Bedingung auf der Charakteristik in der Zustandsebene wieder mittels der 
Konstruktion einer Geraden, nun aber aus einem um .d W verschobenen Punkt, 
wie in Abb. 63 erfolgt. 

Eine Ausnahme macht lediglich die Bedingung im Zentrum einer Zylinder
(a = 1) oder Kugelwelle (a = 2). Dort verschwindet mit der Geschwindigkeit W 
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auch der Querschnitt f. Die etwas schwierigen, aber fiir die Verfahren weniger 
wichtigen Reflexionsvorgange von StoBen im Zentrum wurden in Abschnitt 23 
behandelt. Fiir das Auftreffen einer links- oder rechtslaufenden Mach-Welle 
im Zentrum gilt mit Gl. (106) und (34): 

=t= dW + _l_ dp = -ac~dt. ec x 

Auf der rechten Seite steht dabei eine kleine GroBe im Nenner, weshalb es fraglich 
erscheint, ob dort W und x durch die Werte WI und Xl in dem dem Zentrum nahe
gelegenen Ausgangspunkt P z gesetzt werden diirfen. W verschwindet im Zentrum 
und kann in des sen Umgebung linear angesetzt werden: 

W = W z X 
Xl ' 

d. h. das Verhaltnis ~ hat dort einen konstanten Wert. Nun kann in erster 
X 

Naherung wegen des Verschwindens von W 

~ = t-tz = ±c 
X z Xz 

gesetzt werden, folglich ist mit dW = - Wz: 

_1_ (p-Pz) = =t= (1 + a) Wz. 
e c . 

(123) 

Der Druckanstieg und bei isentroper Stromung also auch der Schallgeschwindig
keitsanstieg ist der (1 + a)-fache Betrag des Wertes bei ebener Stromung. 
Natiirlich gibt es bei einer linkslaufigen Welle bei negativem Wz Druckanstieg, 
bei positivem Wz Druckabfall. 

Beim erst en Auftreffen einer in ruhendes Gas auf das Zentrum zulaufenden 
Verdiinnungswelle ergeben sich im Zentrum allerdings unendliche Geschwindig
keitsanstiege und DruckabfaIle, wie in Abschnitt 13 (Aufsteilen von Wellen
fronten) gezeigt wurde (Verdichtungswellen fiihren bereits vor dem Zentrum 
zum StoB). Diese singulare Stelle wurde von C. HEINZ 23 untersucht. Ihre Aus
wirkungen scheinen unbedeutend zu sein, weshalb das Charakteristikenverfahren 
fiir nicht zu genaue Rechnungen ohne Beriicksichtigung der singularen Stelle 
durchgefiihrt werden kann. 

AIle Unannehmlichkeiten der Rechnungen im Zentrum konnen im iibrigen 
umgangen werden, indem dieses mit einem moglichst kleinen starren Korper 
umgeben wird. Dessen EinfluB auf die Rechnung ist durch seinen EinfluB auf 
das Experiment gegeben, wofiir man im allgemeinen ein gutes Abschatzungs
vermogen besitzt. 

33. Anwendung der allgemeinen Charakteristikenmethode 
auf Explosionsvorgange. 

Die anisentropen Vorgange veranderlichen Querschnittes ergeben meist nur 
quantitative Abweichungen gegeniiber den ebenen isentropen Vorgangen. Ihre 
Berechnung wird von jedem durchgefiihrt werden konnen, der mit dem einfachen 
Verfahren des Abschnittes 28 vertraut ist. Sie ist kaum schwieriger, aber in ihrer 
allgemeinsten Form bedeutend zeitraubender als das letztere. Unter den zahl
reichen Autoren, welche das allgemeine Verfahren etwa gleichzeitig entwickelt 
haben, sind zu nennen: SOHULTZ-GRUNOW24, DORING6, GUDERLEy 22, SAUER 25, 

PFEIFFER und MEYER-KoNIG26. 
Abb. 64 zeigt eine schematische Skizze der Machschen Linie einer ebenen 

Explosion (nach SAUER). Angenommen wird wie in Abb. 36 (Ausgleich eines 
9* 
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t 

~~~-------------------------------- z 

Abb . 64. Schema des -etzes Machschcr Linien bei ebener 
Explosion nach SAUER ( ___ ]\[ach-Linien, __ StoB, 

-- Materiegrenre) . 

Drucksprunges) eine Druckstufe 
im Punkt x = A, die aber nur bis 
zum Punkte x = -- A reicht. Es 
handelt sich also urn einen beziig
lich der t-Achse symmetrischen 
V organg, die Gerade x = 0 kann 
als feste Wand (W = 0) angesehen 
werden. Der Vorgang in Abb. 64 
unterscheidet sich erst von jenem 
Zeitpunkt an vom Ausgleich einer 
beiderseits ins Unendliche gehen. 
den Druckstufe, in welchem die 
erste Machsche Welle die Symme. 
triegerade erreicht. Je nachdem, 
ob die Vorstellung eines symme
trischen V organges oder die V or
stellung der Explosion an einer 
festen Wand zugrunde liegt, konnen 
die im weiteren Verlauf auftreten
den Mach-Linien als von der 

linken Druckstufe ausgehend oder als 
an der Wand reflektiert und von der 
rechten Stufe ausgehend betrachtet 
werden. Die erste unter ihnen fiihrt 
erst zu einer StOrung der Parallel
stromung in Feld 3 und 4 und zu 
einer Kriimmung der Unstetigkeits
linie und der StoBfront (im Punkte E). 
Dies fiihrt zu den ersten Entropie
differenzen. Sie machen sich weiter 
innen wieder erst von jenem Zeitpunkt 
an geltend, in welchem die erste links
laufige Mach-Linie von E aus ein
getroffen ist. Dies ist bei starken 
StOBen erst sehr spat der Fall, so 
daB das ganze Gebiet des Schwadens 
(innerhalb der Unstetigkeitslinie) 
lange Zeit davon unberiihrt bleibt. 
Auch spater ist die Rechnung nur 
jenseits der von E ausgehenden 
Lebenslinie komplizierter, weil nur 
dort Entropieunterschiede auftreten. 
Jedoch konnen die einfachen Rech
nungen weiter innen nicht ohne voraus
gegangene Berechnung der Gitter
punkte im anisotropen Gebiet er-

QL-~L-__ ~ ____ ~ __ ~~ __ ~~ __ ~~. 

lQ 20 JO ~Q SO.r-2Cl l folgen, sobald sie einmal in deren 
Abb. 65. Machsches Netz einer ebenen Explosion naen 

DORING. 
"EinfluBzone" liegen. Wie beim Aus
fluB aus dem Rohr (Abb.60), findet 

auch hier eine Uberexpansion des Schwadens im Zentrum statt, der spater 
eine Schwingung des Schwadens folgt. Dies ist an den Lebenslinien und also 
auch an der Materiegrenze ( = "Unstetigkeitslinie") zu erkennen. 
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Abb. 65 zeigt das Netz Machscher Linien einer von W. DORING berechneten 
ebenen Explosion. Als Ordinate ist das Produkt c2 t mit c2 als Schallgeschwindig
keit des Schwadens im Ausgangszustand (Abb. 64) gewahlt. Urn das wichtige, 
aber verhaltnismaBig schmale Gebiet zwischen Schwaden und StoB gut zu uber
blicken, ist als Abszisse x - 2 c2 t gewahlt. So wird der Vorgang von einem 

0.8 II,Z It? 

0.1 
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M 
IJ,IJ? 
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Abb. 66. Druck· und GeschwindigkeitsverteiIung einer ebenen und kugeisymmetrischen «()' = 2) Explosion zu 
verschiedenen Zeiten nach DORING. 

mit der Geschwindigkeit 2 c2 bewegten Beobachter gesehen. Angenommen ist bei 
gleichem und konstantem x-Wert von Luft und Schwaden (beides ideale Gase) ein 

so hohes Ausgangsdruckverhaltnis ~, daB auch noch das Druckverhaltnis ~ 
~ ~ 

groB genug ist, urn mit den Gl. (79) fur sehr starke St6Be rechnen zu konnen. Es 

ist ein Druckverhaltnis ~ = ~ = 128 angenommen, woraus mit Isentrope 
P3 P4 

und Vertraglichkeitsbedingung fur eine rechtslaufende Mach-Welle (109) folgt: 

__ 2_ c2-ca 5 
x-I c2 = 2". 
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Fur die Berechnung des Schallgeschwindigkeitssprunges an der Materiegrenze 

ist die Kenntnis des Ausgangsdichteverhiiltnisses ~ erforderlich. Es ist namlich 
mit Gl. (79) el 

1 

~: = (:: )~; 
1m angefuhrten Beispiel wurde -~ = 0,744 . 10-3 gesetzt. Dies entspricht einer 

e2 
bestimmten Sprengstoffmischung, welche hier durch ein ideales Ersatzgas dar-
gestellt wird. Damit kann naturlich keine sehr gute Naherung der Wirklichkeit 

erreicht werden. Mit h. = 128 errechnet sich rund ..9:!. = 2,7. Die komprimierte 
Pa Ca 

Luft ist wieder bedeutend heiBer als der expandierte Schwaden ! (Siehe Abschnitt 16.) 
Abb. 66 zeigt Druck- und Geschwindigkeitsverteilung in verschiedenen 

Zeitpunkten, stets aber noch vor der Schwingungsperiode des Schwadens. 
Bemerkenswert ist, daB das Auf-

t treffen eines solchen von einer Materie
grenze gefolgten StoBes auf eine Wand 
Drucke ergibt, welche bedeutend uber 
jenen in Abschnitt 18 (der einfachen 
Reflexion) errechneten liegen. Der von 
der Wand reflektierte StoB wird namlich 
am bedeutend kuhleren Schwaden noch
mals zuruckgeworfen, ein V organg, der 
sich mehrmals wiederholen kann und 
weitere Drucksteigerungen ergibt. 

In Abb. 66 ist auch noch die Druck
L-----""'"""----''---'----'--_'----'_J: und Geschwindigkeitsverteil ung einer 
Abb.67. Schematlsches Netz Macllscher Linien kugeligenExplosion beigleichenAnfangs-

einer kugcligen Explosion nnch SAUER. daten im Zeitpunkt c2 t = 0,20 einge-
tragen. Der Ausgangsradius der Schwa

denkugel ist wieder gleich eins gesetzt. Die Drucke liegen hier naturgemaB 
viel tiefer als bei der ebenen Explosion. Auffallend ist der starke Druckanstieg 
im Schwaden, der sich mit der Zeit zu einem zweiten StoB aufsteilen drirfte 
und damit eine Druckverteilung ergabe, welche nach der Naherung durch Lineari
sierung zu erwarten (Abb. 30; (J = 2) ist und im Versuch auch beobachtet wird. 

Abb. 67 gibt die schematische Skizze einer kugeligen Explosion (nach 
SAUER). Die StoBstarke nimmt hier mit der Zunahme der Stof3frontflache von 
Anfang an abo Lediglich in infinitesimaler Umgebung des Ausgangspunktes 
herrscht das Bild der ebenen Stromung. Die Krummung der Stof3front hat 
Entropieunterschiede in der gesamten komprimierten Luft zur Folge, wahrend 
der Schwaden selbst wieder isentrop gerechnet werden kann. Dart kann also 
eine Konstruktion der Lebenslinien entfallen. Bei der Berechnung des Schwadens 
ist lediglich auf die Kugelform Riicksicht zu nehmen, was eine wesentliche 
Arbeitsverminderung bedeutet. Es kann nur allgemein gesagt werden, daB 
eine Berucksichtigung der Entropieunterschiede mindestens so viel zusatzliche 
Arbeit ergibt wie die Berucksichtigung der Kugel- oder Zylindersymmetrie. 

34. Charakteristikenmethode bei Lagrangescher Darstellungsweise. 
Auch die Lagrangesche Darstellung der Stromung mit einer Teilchenkoordi

nate und der Zeit als unabhangigen Veranderlichen eignet sich fur viele Aufgaben. 
Da Stromungsquerschnitt und offene Enden im allgemeinen vom Ort abhangen, 
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wird die Lagrangesche Darstellung bei Vorgangen konstanten Querschnittes 
in fest abgeschlossenen Raumen wie beim innerballistischen Problem und bei 
Vorgangen in kolbenabgeschlossenen Zylindern in Frage kommen. Sie ist fur 
die Behandlung von Randbedingungen an bewegten Wanden, deren Geschwindig
keit von den auf sie ausgeubten Kraften abhangt, besonders geeignet. Da stets 
dieselben Teilchen an die bewegte Wand angrenzen, ergibt sich die Randbedingung 
in der Stromungsebene stets bei derselben Teilchenkoordinate, also beim gleichen 
Abszissenwert. Beim innerballistischen Problem ergibt sich die Gasgeschwindigkeit 
unmittelbar am GeschoBboden aus der Geschwindigkeit und der durch die Kraft 
bedingten Beschleunigung im zuletzt berechneten Zeitpunkt. 

Bei Vorgangen ohne Warmezufuhr hangt die Entropie nur von der Teilchen
koordinate ab, sie ist also auf Geraden parallel zur t-Achse konstant, denn diese 
sind ja in der Lagrangeschen Stromungsebene die Lebenslinien. Dies bedeutet 
einen wesentlichen Vorteil bei der Konstruktion anisentroper V organge und 
macht die Lagrangesche Methode auch fur die Behandlung von Vorgangen mit 
Warmezufuhr geeignet, welche hier allerdings nicht weiter betrachtet werden sollen. 

Die Lagrangesche Darstellung ergibt gegenuber der Eulerschen lediglich 
Unterschiede in der Stromungsebene, nicht aber in der Zustandsebene, weshalb 
fur die Berechnung der Zustande in neuen Gitterpunkten, die Erfullung der 
Randbedingungen und die Behandlung von StoBen alles Abgeleitete aufrecht 
erhalten bleibt. Die Bilder der Machschen Linien in der Zustandsebene und die 
Vertraglichkeitsbedingungen bleiben ja dieselben, wie auch die Stromungsebene 
verzerrt werden mag. Es handelt sich also nur um die Bestimmung der Richtung 
von Machschen Linien und StoBfronten fur die Bestimmung der Gitterpunkte 
in der Stromungsebene. 

Irgendeine Kurve in der Eulerschen Stromungsebene sei durch eine Funk-

tion '(x, t) = konst. gegeben. Ihre Richtungskonstante (-~;), ist dann in un

abhangigen Veranderlichen a, t (a = Teilchenkoordinate) nach der Kettenregel 
der Differentiation: 

( ~;) C = ( ~: )t ( ~~ ) C + ( ~~ t· 
Mit Gl. (20) folgt daraus, wenn f = konst. angenommen wird, fur die Richtung 

der Kurve C = konst. in der Lagrangeschen Stromungsebene (~~ ),: 

(~) = ~ (~) + W. (124) at c e at c 
Dabei ist eo die Anfangsdichte des Teilchens und kann daher bei anisentropen 
Stromungen noch von der Teilchenkoordinate abhangen [eo = eo (a)]. 

Da die Entropie nur von a abhangt [8 = 8 (a)J, kann die Kontinuitatsbedin
gung (19) auch geschrieben werden: 

aw __ ~(~) ~ __ ~~ap 
aa - e2 ap a at - eZ c2 at' 

Wie in Gl. (124) und in der Kontinuitatsbedingung, kommt auch in der Be
wegungsgleichung (21): 

aw _~ ap 
at eo aa 

stets nur die Kombination e,,(a) da vor. Es ist daher bei veranderlichem eo 
zweckmaBig, statt a eine neue Veranderliche f1 

a a 

f1=Jeoda=Jedx (125) 
al al 
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einzufuhren. Sie gibt die zwischen einem bestimmten Teilchen al und dem 
betrachteten Teilchen eingeschlossene Masse an. Mit fl und t als unabhangigen 
Veranderlichen lauten dann die Gleich ungen : 

t 

oW 1 op 
oft + e2 c2 at = 0; Kontinuitatsbedingung. 

0: + ~: = 0; Bewegungsgleichung. (126) 

s = s (fl); Energiegleichung. 

Die Richtung der Machschen Linien ist mit Gl. (124) und (102) gegeben dul'ch: 

(~)~=-ee; (o:et=+ee. (127) 

Die Vertraglichkeitsbedingungen sind einfach von Gl. (106) zu ubernehmen: 

(~:);= -1c; (~:)n = - fc-. 
(128) 

Damit steht die Chal'aktel'istik in 
del' (nicht vel'zerrten) W, p-Ebene 
senkrecht auf ihrem Bild in der fl' t
Stromungsebene (Abb. 68). Ein weite
rer Vorteil besteht darin, daB sich die 

'------ --i" '-- --- - - 1'1 beiden Charakteristikenrichtungen nur 
Abb. 68. Orthogonali tiitsbeziehung der Charakteristiken durch das Vorzeichen unterscheiden. 

ill der p , t- und IV, p-Ebene oacil DORINr.. 
Mit Gl. (91) kann die Richtungs-

konstante fur ein id. Gas konst . sp. W. durch e und soder noch besser durch p und 
s allein ausgedruckt werden, womit e uberhaupt aus dem System eliminiert ware: 

" + 1 8, - 8 " + 1 8, - 8 

ee="..l!l(~)"-l eCp-Cv = "..l!l(-'E....)~ e~ (129) 
C1 C1 C1 Pl 

Hierin ist el , PI' 8 1 ein bestimmter, mogliehst zweekmaBig zu wahlender Aus
gangszustand. Bei ausgedehnteren Reehnungen wird man e e als Funktion von p 
und 8 als Kurvensystem von vornherein berechnen. Die Rechnungen fur ein 
nieht ideales Gas unterseheiden sich von denen fur ein ideales Gas dann nur durch 
dieses Kurvensystem. 

Die Richtung der StoJ3front, in der x, t-Ebene gegeben dureh 

( ~; )Ston = W ± U, 

wobei W und U sieh auf den Zustand vor der Front beziehen, ergibt sieh aus 
Gl. (124) nun zu: 

( Oft) - ± U at Stoll- e , (130) 

wobei auch wieder e vor der StoBfront zu nehmen ist, eine GroBe, die wieder nur 
von p und 8 abhangt. Hier wie in Gl. (127) ergeben sich also die Neigungen 
der Wellenfronten unabhangig von W. 

Bei diesem Verfahren ergeben sich fur f = konst. ganz offenbar Vorteile. 
Allerdings erforder't die Bestimmung der Ortskoordinate zum SehluB noeh eine 
Integration. Es ist 

t 

x (fl, t) = a + J W (fl, t) dt, 
o 
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denn a ist ja die Koordinate des Teilchens zur Zeit t = 0 [x (ft, 0) = a]. Die 
Beziehung von ft und a gibt Gl. (125). Bei der praktischen Rechnung wird man 
naturlich zweckmaBig W und p dimensions los machen, t mit einer Schallgeschwin
digkeit und ft mit einer Dichte auf die Dimension einer Lange bringen. 
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IV. Allgemeine Gleichungen und Satze. 
1. Integralsatze der Bewegung. 

Eine Erweiterung der Integralsatze fUr die Erhaltung der Masse (Kontinuitat), 
des Impulses und der Energie auf beliebige zeitlich veranderliche (instationare) 
V organge bietet keine Schwierigkeit. Dabei soIl ausschlieBlich die Eulersche 

Darstellungsweise feststehender, von einem Medium 
durchflossener Raume verwendet werden. 

Es sei f die beliebig geformte Begrenzungsflache 
eines raumlichen Bereiches B (Abb. 69). df sei ein 
Flachenelement von fund n die nach auBen gerichtete 
Flachennormale. Ftir die Menge, welche durch ein 
FHichenelement hindurchflieBt, ist nur die Normal
komponente W n der Geschwindigkeit W auf das 
Flachenelement maBgebend, sonst wtirde sich ja die 
DurchfluBmenge andem, wenn das Flachenelement 

Abb. 69. Raumlicher Bereich. von einem in tangentialer Richtung bewegten Be-
obachter aus betrachtet wtirde. Es seien (n, x), (n, y) 

und (n, z) die Winkel, welche die Richtung n mit der Richtung der drei kartesischen 
Koordinaten x, y, z einschlieBt, und u, v, w die entsprechenden Geschwindigkeits
komponenten. Dann ist W n als Projektion der Geschwindigkeit W auf die 
Richtung n: 

Wn = U cos (n, x) + v cos (n, y) + w cos (n, z). 

Die DurchfluBmenge durch das Element dt ist in der Zeiteinheit: 

e Wn df· 

(1) 

Das Integral aller dieser Anteile tiber die Flache f muB, da es sich bei W n urn 
eine nach auBen gerichtete Geschwindigkeitskomponente handelt, gleich der 
zeitlichen Abnahme der im Raumbereich B befindlichen Masse: 

Iff e dxdydz 
B 

mit der Zeit sein. Weil der betrachtete Bereich zeitlich unveranderlich im Raume 
steht, ist es gleichgtiltig, ob die zeitliche Ableitung vor oder unter dem Integral
zeichen steht. Mithin lautet die Kontinuitiitsbedingung in integraler Form: 

! If I e dx dy dz + I I e W n df = II I ~; dx dy dz +11 e W n df = O. (2) 
B t B t 

1m Gegensatz zur eindimensionalen Bewegung gibt es im Raume drei 
Gleichungen fUr den Impulssatz, fUr jede Koordinatenrichtung namlich eine. 
Denn es gilt fUr jede der drei Komponenten der BewegungsgroBe der Masseneinheit 
e u, e v, e w der Satz, daB deren zeitliche Anderung gleich sein muB den in ihrer 
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Richtung wirkenden Kraften. Auch aus den drei Newtonschen Bewegungs
gleichungen der Mechanik werden ja drei Impulssatze abgeleitet. 

Die drei Komponenten der auf die Masseneinheit bezogenen Kraft K seien 
X, Y, Z. Sie haben die Dimension einer Beschleunigung entsprechend der 
Schwerebeschleunigung g bei der Massenkraft der Schwere. Auf das Flachen
element wirkenferner Normal- und Schubspannungen, insbesondere der Druck P 
und die Reibungskrafte. AIle diese auf df wirkenden Oberflachenkrafte konnen 
durch Krafte ausgedriickt werden, welche auf senkrecht zu den Koordinaten
achsen stehenden Flachen ausgeiibt werden. Bei den auf die Flacheneinheit 
bezogenen Flachenkraften: 

Pxx, PYX' Pzx, 
PXY' PYY' PZy, 
Pxz, PYz' Pzz> 

bedeute der erste Index die Richtung der Flache, auf welche die Kraft ausgeiibt 
wird, und der zweite Index die Richtung der Kraft. 
PXY ist also eine auf eine Flache normal zur x-Achse 
wirkende Kraft in y-Richtung. Es ist eine Schub
kraft (Abb. 70). Die Normalkrafte Pxx, pyy und pzz 
setzen sich aus dem gegen die N ormalenrichtung 
wirkenden statischen Druck P und einem Rest 
Pxx + p, PYY + P und pzz + P zusammen, welcher 
Reibungskrafte darstellt. In den Integralsatzen 
wird eina Aufteilung der Normalkrafte in den 
Druckanteil P und den Reibungsanteil (Pxx + P 
usw.) erfolgen, ohne fUr letzteren eine besondere 
Bezeichnung einzufiihren. 

Urn die x-Komponente der Resultierenden der im 

P.Z'Z 

Abb. 70. Flachenelement und FHi· 
chenkriifte. 

Raumbereich B wirkenden Massenkrdfte zu erhalten, ist X zunachst auf die 
Raumeinheit zu beziehen (d. h. mit (! zu multiplizieren) und dann iiber den 
ganzen Raum zu integrieren: 

If Ix (! dx dy dz. 
B 

Die Oberflachenkrafte Pxx, PYX usw. beziehen sich jeweils auf eine Flache 
senkrecht zur x-Achse, zur y-Achse usw. Sie sind also mit der Projektion des 
Flachenelements df auf die entsprechenden Richtungen, also mit cos (n, x) df, 
cos (n, y) df usw. zu multiplizieren und dann erst iiber die ganze Flache zu inte
grieren, urn die Wirkung alIer auf f wirkenden Krafte zu erhalten. In x-Richtung 
wirkt somit die Resultierende der Oberfldchenkrdfte: 

I j[Pxx cos (n, x) + PYX cos (n, y) + Pzx cos (n, z)] df· 
f 

Die Summe aller Massen- und Flachenkrafte muB gleich einer Erhohung an 
BewegungsgroBe sein. Diese setzt sich aus der zeitlichen .Anderung der Bewegungs
groBe im Wirkungsbereich B der Krafte 

! J J J (! u dx dy dz 
B 

zusammen (bei welcher die zeitliche Ableitung wieder unter das Integralzeichen 
genommen werden kann) und aus dem Transport von BewegungsgroBe durch die 
Begrenzungsflache f in die Umgebung: 

II (! u Wndf. 
f 
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Natiirlich ist stets die zur Kraftrichtung entsprechende Komponente der 
Bewegungsgro.Be zu nehmen. Der Impulssatz fiir die x-Richtung lautet somit: 

! f f fe u dx dy dz + f feu W n dt =fff eX dx dy dz + 
BIB 

+ ff [Pxx cos (n, x) + PYX cos (n, y) + Pzx cos (n, z)] dt. (3) 
t 

Nach Trennung des Druckanteils vom Anteil der ReibungskrMte ergibt sich 
schlie.Blich der Impulssatz in den drei Koordinatenrichtungen in folgender Form: 

:t JJ Jeudxdydz + J J[e u Wn + p cos(n, x)J dt =JJJe x dxdy dz + 
BIB 

+ J J [(Pxx + p) cos (n, x) + PYX cos (n, y) + Pzx cos (n, z)] dt; 
I 

! J J fevdxdydz+ JJ[e V Wn + pcos(n,y)]dt =IJle Ydxdydz + 
BIB (4) 

+ II [PXy cos (n, x) + (pyy + p) cos (n, y) + PZy cos (n, z)] df; 
t 

:t fi fewdxdydz + If[e w Wn + p cos (n, z)]df =IIJe Z dx dy dz + 
BIB 

+ f f [Pxz cos (n, x) + PYZ cos (n, y) + (pzz + p) cos (n, z)] dt· 
I 

Die ReibungskrMte werden in den Differentialgleichungen dmch Deformations
geschwindigkeiten ausgedriickt, bleiben aber hier besser in dieser Form stehen. 

Die Aufstellung des allgemeinen Energiesatzes wurde im Abschnitt iiber 
instationare Fadenstromung weitgehend vorbereitet. Es soll sich wieder um 
eine Leistungsbilanz handeln, in welcher die Leistung der Massen- und FJiichen
krMte gleichgesetzt wird der zeitlichen Anderung an kinetischer Energie, an 
innerer Energie und der Energiezufuhr, fiir welche lediglich Warmeleitung in 
Betracht gezogen werden solI. 

Wieder kann die Arbeitsleistung eine zeitliche Anderung von kinetischer und 
innerer Energie im betrachteten Bereich 

! II I e ( ~2 + e) dx dy dz 
B 

und einen Transport der beiden Energiesorten durch die Begrenzungsflache f 
bewirken: 

If e W n ( ~2 + e) df· 
I 

Mit A als Warmeleitvermogen ist der Warmestrom pro Flacheneinheit: 

A aT 
an' 

der gesamte Warmestrom somit: 

II aT II [aT aT aT ] A. an df = A ax cos (n, x) + By cos (n, y) + Tz cos (n, z) df. 
I t 
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Es ist dies eine Warmezufuhr, da der Warmestrom in Richtung des Temperatur
gefalles verlauft, also in das Rauminnere gerichtet ist, wenn T in Normal
richtung zunimmt. 

Die Leistungen der Krafte ergeben sich, indem die Projektion der resultierenden 
Kraft auf die Geschwindigkeitsrichtung mit der Geschwindigkeit multipliziert 
und dann integriert wird. Es muB also die Summe der Produkte der Geschwindig
keitskomponenten mit den entsprechenden Kraftkomponenten gebildet werden 
(das innere Produkt der Vektorrechnung). Damit ergibt sich die Leistung der 
Massenkrafte zu: 

J J J (u X + v y + w Z) e dx dy dz 
B 

und die Leistung der Flachenkrafte zu: 

J J{ u [p",,,, cos (n, x) + PY'" cos (n, y) + Pz", cos (n, z)] + 
j 

+ v [p",y cos(n, x) + Pyy cos(n, y) + pz y cos(n, z)] + 
+ w [p",z cos (n, x) + p yZ cos (n, y) + pzz cos (n, z)]} df. 

Der Energiesatz lautet mithin nach Abspalten des Druckgliedes mit Gl. (1): 

;t II I ( ~2 + e) e dx dy dz +11 (~2 + e + ~ ) e W n df = 
B t 

ff 8T 8T 8T = A [-,,- cos (n, .x) + -,,- cos (n, y) + - cos (n, z)] df + 
•. ux uy 8z 

t 

+ I I I(UX + v Y + wZ)edxdydz + II{[u (p",,,, + p) + Vp",y + 
B t 

+ w Pxz] cos(n, x) + [u Py", + v (PYU + p) + w Puz] cos (n, y) + 
+ [u Pzrc + V pz y + w(pzz + p)] cos (n, z)} df. 

1m zweiten Summanden tritt wieder die als· Enthalpie 

i=e +~ 
(! 

bekannte Summe der ZustandsgroBen auf. 

(5) 

Die Satze (2), (4) und (5) gelten ganz allgemein fiir jedes beliebige Medium, 
betreffs des sen Eigenschaften ja keinerlei Voraussetzungen gemacht wurden. Sie 
geben fiir einen bestimmten Bereich B fiinf Bindungen fiir fUnf unbekannte 
unabhangige Funktionen: die drei Geschwindigkeitskomponenten und zwei 
thermische ZustandsgroBen. Von beiden letzteren hangen aIle iibrigen thermischen 
ZustandsgroBen abo 

2. Differentialgleichungen der Bewegung. 
Die Differentialgleichungen lassen sich leicht aus den Integralsatzen gewinnen, 

nachdem aIle FHi.chenintegrale in Raumintegrale umgewandelt sind. 
Allerdings werden in den meisten Abhandlungen die Differentialgleichungen 

erst aufgestellt und sodann die Integralsatze gewonnen. Die ersteren stellen 
aber groBere Anforderungen an die verwendeten Funktionen, wie die der Existenz 
von deren Differentialquotienten. Gerade das Auftreten unstetiger Spriinge 
der Zustande in VerdichtungsstoBen macht ein direktes Ableiten der Integral
satze erforderlich. Deren Unabhangigkeit vom gewahlten Koordinatensystem 
(die Invarianz gegen Drehungen und Galileitransformationen) ist auch viel 
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augenfalliger als jene der Differentialgleichungen. SchlieBlich ist der hier gewahlte 
Weg der Ableitung weder langer noch weniger anschaulich als eine direkte Auf
stellung von Differentialgleichungen. Selbstverstandlich mu13 bei der Herleitung 
der Differentialgleichungen aus den Integralsatzen eine entsprechende Differenzier
barkeit vorausgesetzt werden. 

Die Umwandlung der Flachenintegrale erfolgt mit Hilfe des Gau{3schen 
Integralsatzes. Es gilt fUr jede Funktion F: 

II F Wn dt =11 [Fu cos (n, x) + Fv cos (n, y) + Fw cos (n, z)] dt = 
f f 

=Iff[O(FU) + 8(Fv) + 8(FW).l dxd dz. 
.• 8x 8y OZ Y 

(6) 

B 

Der Satz ist einleuchtend. Die Ausfiihrung der Integration liber den ersten 
Summanden des Raumintegrals ergibt: 

II I 8~U) dx dy dz =II[(FU)r - (Fu)l] dy dz. 

B 

(Fu}z und (Fu)r sind die Werte von Fu am linken und rechten Ende der Strecke 
parallel zur x-Achse, liber welche integriert wurde, also Werte auf der Fliiche f. Es 
ist ferner 

dy dz = ± cos (n, x) df 

am rechten und linken Ende, da die N ormale rechts im wesentlichen die Richtung 
der positiven, links die Richtung der negativen x-Achse hat. Daraus ergibt sich dann: 

III o (:Xu) dx dy dz = II Fu cos (n, x) df· (7) 

B f 
Die entsprechende Integration kann bei den anderen Summanden gemacht werden, 
was in der Summe Gl. (6) ergibt. 

Der Gau13sche Integralsatz (6) mit F = e auf Gl. (2) angewendet, ergibt: 

fII !JJL dx dy dz + r r fl.· o(~ u) + -~~ + _o(e w) 1 dx dy dz = O. 
• ot . .• ox oy OZ 

B B . 

Wird der Raumbereich so klein gewahlt, da13 die Ableitungen darinnen als 
unveranderlich angesehen werden konnen, so ergibt sich daraus die Kontinuitiits
bedingung als Differentialgleichung folgender Form: 

~+ o(eul.+ ~+ 8(e w ) =0. 
ot ox oy OZ 

(8) 

Wird analog zu Gl. (III, 1) eine zeitliche massenfeste Ableitung gebildet: 

~=~+u~+v~g-+w~ 
dt at ax oy oz ' 

(9) 

so kann die Kontinuitatsbedingung auch wie folgt geschrieben werden: 

~~+~+~+~=O 
Q dt ox oy oz . 

(10) 

Aus dieser folgt sofort die bekannte Kontinuitatsbedingung fur dichtebestandige 
Medien (e = konst). 

Durch Umwandlung aller Flachenintegrale in Raumintegrale mittels Gl. (6) 
und (7) ergibt sich die erste Bewegungsgleichung zunachst in folgender Form: 

o(eu) + o(e u2 ) + o(euv) + o(e uw) = 
ot ax oy oz 

= ~ ~P + 0 X + ~ ( +) + oPYX + 8pzx. 
iJx ~ ox Pxx P oy oz (11) 
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Mit der Kontinuitatsbedingung (8) ergibt sich fur die x-Richtung und ganz ent
sprechend fUr die beiden anderen Koordinatenrichtungen folgende Form der 
Bewegungsgleichungen: 

~ = _~ + X + o(p",,,, + p) + Opy", + oPz", . e dt ox e ox oy OZ' 

~ = _ ~ + y + Op",y + o(Pyy + p) + OPZy . e dt oy e ox oy OZ ' 
(12) 

dw = _~ + Z + Op",z + OPYZ + o(pzz + p) • e dt OZ e ox oy OZ 

Hierin wurden wieder der kurzeren Schreibweise wegen entsprechend zu G1. (9) 
massenfeste Ableitungen gebildet. Man erkennt in den G1. (12) die nahe Be
ziehung zu den Newtonschen Bewegungsgleichungen. 

Aus G1. (12) ergeben sich fur reibungslose Stromung (p",,,, + p = 0, py", = 0, 
p. '" = ° usw.) sofort die Eulerschen Bewegungsgleichungen: 

~=X-~~' ~ = y-~~. dw=Z_~~. (13) 
dt e 0 x 'dt e oy' dt e OZ 

Die Reibungskrafte werden in der Hydrodynamik stets als lineare Funktionen 
der Formanderungsgeschwindigkeit angesetzt: 

OU , ( ou ov ow ) 
P"'''' + p = + 2 P, ax + p, ax + ay + Tz ' 

P",y = PY"'= +p,(~~ + ~:), 
( J.!) 

die ubrigen GroGen entsprechend durch zyklisches Vertauschen. Hierin ist p, 
der Reibungskoeffizient und fl' ein Koeffizient der Volumenviskositat. Der 
letztere hat nur bei kompressiblen Medien Bedeutung. Seine praktische Bedeutung 
ist allerdings bisher gering, da er in keiner aller behandelten kompressiblen Stro
mungen mit Reibung auftritt. 

Vielfach wird der statische Druck p dem mittleren Normaldruck ! (p",,,, + pyy + P •• ) 

gleichgesetzt, woraus sich fL' = - ~ fL ergibt. Diese Beziehung wird aber nicht durch 

die kinetische Gastheorie bestatigt und solI daher auch hier nicht verwendet werden. 

Das Auftreten der doppelten Reibungskraft p, im Ausdruck fur P"'''' + P kann 
nicht ohne tieferes Eingehen auf die Teilchendeformationen gezeigt werden. 
Es soll hier als bekanntes Ergebnis der klassischen Hydrodynamik einfach iiber
nommen werden*. 

Die Elimination der Reibungskrafte in G1. (12) durch die Deformations
geschwindigkeiten G1. (14) fiihrt zu den Navier-Stokes-Gleichungen kompressibler 
Medien: 

~=-~+ X + 2~ ( ~)+~[ (~+~)J + e dt ox e ox fl ox oy fl oy ox 

o [ (OW OU )] 0 [ , ( ou ov ow)] +Tz p, ax+Tz +ax p, ax+ay+Tz 
(15) 

und zwei entsprechenden Gleichungen fiir die y- und z-Richtung. Keineswegs 
kann hierin fl und fl' als konstant angesehen werden und vor die Ableitungen 
gestellt werden. Diese Koeffizienten sind zwar bei idealen Gasen lediglich tem
peraturabhangig, ihre Temperaturabhangigkeit ist aber in vielen Fallen nicht 

* Siehe etwa: Handbuch der Experimental.Physik (1931), Bd. lVI' S.59-68. 
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geringer als jene der Dichte. In manchen Fallen kann selbst bei Gasstromungen 
eher e als ft durch konstante GroBen genahert werden. Bei Stromungen von 
Olen starker Temperaturunterschiede zeigt sich wegen der Temperaturabhangig
keit von ft eine nahe Verwandtschaft der Probleme mit jenen der Gasdynamik. 

Der Energiesatz fiihrt nach Umwandlung aller Flachenintegrale auf folgende 
Differentialgleichung: 

:t [e (~2 + e)] + :x [e u ( ~2 + e + ~) J + :y [e v (~2 + e + ~)] + 

+ ~ [e w (W2 + e + E-.)] = ~ (), ~) + ~ (A~) + ~_ (A ~T) + oz 2 e ox ox oy oy dz OZ 
o 

+ (uX + v y + wZ) e + ax[U(Pxx+ p) + VPXY + wpxz] + 

o 0 
+ By [u PYX + v(PYY + p) + w pyz] + az [u Pzx + V pz y + w(pzz + p)]. 

Diese Gleichung ladt dazu ein, die mit u, v und w multiplizierten Bewegungs
gleichungen zu subtrahieren, was mit der Kontinuitatsbedingung (10) zu folgendem 
Resultat fiihrt: 

T~=~+ ~(~)= dt dt P dt e 

= ~ cp + ~ [~ (A~) + ~ (A~) + ~ (), _o~)]. e e ox ox oy oy oz OZ 

(16) 

Darin ist cP die sogenannte Dissipation: 

ou ov ow 
cP = (Pxx + p) ax + (pyy + p) By + (pzz + p) 8Z + 

+ PXy (;: + ~;) + PYZ (~; + ~:) + Pzx (~: + ~:). 
(17) 

Sie ist die Arbeit, welche die Reibungskrafte in der Zeiteinheit und Raum
einheit bei der Deformation des entsprechenden Teilchens leisten. Die ersten 
drei Summanden ergeben sich aus den Streckungen und Dehnungen in drei 
aufeinander senkrechten Richtungen, die letzten drei Summanden aus den 
reinen Scherungen. Mittels Gl. (14) auf die Deformationsgeschwindigkeiten 
zuruckgefuhrt, lautet die Dissipation: 

+ ft [( ;: + ~; r + (~; + :: r + (~: + ~:)1 
( 18) 

Der erste Summand bezieht sich dabei allein auf kompressible Medien. Die 
Zusammensetzung von cP aus lauter quadratischen Ausdrucken entspricht ihrer 
physikalischen Bedeutung als richtungsunabhangige GroBe. 

Gl. (16) stellt den ersten Hauptsatz der Warmelehre dar. Auf der linken 
Gleichungsseite steht die Zunahme der inneren Energie in der Zeiteinheit und die 
Arbeitsleistung pro Masseneinheit. Die Summe dieser beiden muB gleich sein 
der zugefiihrten Warme in der Zeiteinheit. Diese setzt sich unter den gemachten 
Voraussetzungen zusammen aus der durch die Arbeit der Reibungskrafte ent
stehenden und der durch Warmeleitung zugefuhrten Warme. So wenig wie der 
Reibungskoeffizient kann auch das Warmeleitvermogen als konstant angesehen 
werden. Es muB daher unter dem Differentialzeichen stehen bleiben. Beim 
idealen Gas ist die Temperaturabhangigkeit von ), ahnlich jener von /1. 
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Da sich aIle thermischen Zustandsgro13en mittels der Zustandsgleichungen 
auf zwei unabhangige GraBen (etwa p und T) reduzieren lassen, stellt der erste 
Hauptsatz die neben der Kontinuitatsbedingung (8) und den drei Navier-Stokes
schen Gleichungen (11) noch fehlende £Unfte Differentialgleichung dar fur die 
funf gesuchten Funktionen u, v, W, p und T von x, y, z und t. 

G1. (16) kann auch als erweiterte Warmeleitungsgleichung angesehen werden, 
wobei sich aus der Dichteanderung des Gases und dem Reibungsvorgang Zusatz
glieder ergeben. Wie die stationare Fadenstromung mit Warmezufuhr zeigte, 
gehen die Vorgange bei kleinen Mach-Zahlen isobar vor sich. Kann auch die 
Dissipation vernachlassigt werden, so bleibt mit GI. (I, 9) und GI. (I, 13) 

. di ( ai) dT (wegen p = konst. 1st de = aT p Tt): 

dT ( aT aT aT aT) 
c p e (it = cp e at + u 8X + Vay + W Tz 

= ~ (A aT) + ~ (},~) + 3_ (A~) ax ax ay ay az az' 
(19) 

die Warmeleitungsgleichung mit den konvektiven Gliedern u ~, v ~, 
1V ~~. Darnach muB in der Warmeleitungsgleichung wegen des Druck~~sgleic~s 
stets cp (und nicht cv ) stehen, was nicht immer beachtet wird. 

3. Verdichtungssto.6e allgemeiner Lage. 

Zu einer voIlstandigen Beschreibung von Stromungen veranderlicher Dichte 
treten neben die Differentialgleichungen noch die Gleichungen, welche die 
Stromungszustande vor und hinter VerdichtungsstoBen koppeln. Allerdings waren 
diese Sto13gleichungen exakt nur bei Stromungen ohne Reibung und Warmeleitung 
erforderlich. Bei Reibung und Warmeleitung konnen namlich keine sprunghaften 
Anderungen von Zustanden auftreten. Beispielsweise bedeutet ein Temperatur
sprung ein unendliches Temperaturgefalle, das bei noch so kleinem Warmeleit
vermogen stets einen unendlichen Warmest rom zur Folge hatte. Ein Temperatur
sprung mu13te sich demnach sofort in eine stetige Temperaturverteilung auflosen. 
Daraus ergibt sich eine erstmalig von L. PRANDTL2 abgeschatzte Tiefe des StoBes, 
welche von der Gro13enordnung der mittleren freien Weglange der Molekule ist 
und die sich daher mit den Mitteln der Kontinuumsphysik gar nicht berechnen 
laBt (Genaueres: Abschnitt XI, 1). Sto13e sind also trotzdem auch in reibenden 
und warmeleitenden Gasen praktisch als richtige Sprunge der Zustandsgro13en 
anzusehen, woraus sich die Bedeutung der Sto13gleichungen auch in dies em FaIle 
ergibt. 

Es ware natUrlich moglich, die allgemeinste Form von StoBen aus der all
gemeinsten Form der Integralsatze abzuleiten. Jedoch gelangt man schneller 
zum Ziel, wenn man die Gleichungen durch Transformation auf ein bewegtes 
Bezugssystern ableitet, wie dies in III, Abschnitt 14, fur die instationare Faden
stromung gemacht wurde. Allerdings ist es zunachst nur erlaubt, auf gleich
formig bewegte Bezugssysteme zu transformieren (Galilei-Transforrnation), 
weil die Bewegungsgleichungen in beschleunigten Systernen ihre Gestalt andern. 
Bereits die Berechtigung der Anwendung der StoBgleichung auf veranderliche 
Zustande am StoB k6nnte angezweifelt werden. 

Die Berechtigung, mit StoBen als quasistationaren Vorgangen zu rechnen, 
wird davon abhangen, urn welchen Bruchteil sich etwa die Dichte, die Stromungs
geschwindigkeit oder auch die Schallgeschwindigkeit in jener Zeit andert, in 
welcher sich die Anderung durch die StoBfront hindurch bemerkbar macht. 

Oswatitsch, Gasdynamik. 10 
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1st ,dx die StoBfronttiefe, c die mittlere Sehallgesehwindigkeit und ~~ die zeit

liehe Anderung irgendeiner Zustandsfunktion F, so kommt es also auf die Klein
heit folgenden dimensionslosen Ausdruekes an: 

1 of L1 x 
-F- at c· 

Er ist fast stets versehwindend klein. Ais Funktion F kann aueh die Neigung 
U + W der StoBkurve in der x, t-Ebene genommen werden. Die zeiiliehe Ab
leitung ist dann im wesentliehen die Krummung der StoBkurve. Da e3 ja nur 
auf GraBenordnungen ankommt, handelt es sieh also darum, daB der Krummungs
radius der StoBkurve in einer x, Co t-Ebene groB gegen die StoBfronttiefe ist. 
Dies ist nun praktiseh stets der Fall bis auf jene Stellen, an welehen StaBe in
einanderlaufen und folglieh gekniekt sind. Dort durften die StoBgleiehungen 
auf die Abstande von mehreren StoBtiefen falseh sein, was noeh immer keine 
Rolle spielt. 

Wird ein senkreehter, stationarer StoB aus einem in StoHfrontriehtung 
bewegten Bezugssystem betraehtet, so ergibt sieh wieder ein stationarer StoB, 
denn die Zustande am StoB bleiben gleich, der SioB bewegt sieh nieht. Die 
Gesehwindigkeit vor und hinter der StoBfront sieht nun aber nieht mehr senk
reeht auf ihr, weshalb von einem schie/en VerdichtungsstofJ gesprochen wird. Da 
die Betraehtung bei einem belie big schwachen StoB aus einem beliebig schnell 
bewegten System gemacht werden kann, ergeben sich daraus die verschiedenen 
StoBneigungen mit belie big kleinen Geschwindigkeitsuntersehieden yor und 
hinter dem StoB. Es kann also auch ohne weiteres hinter einem schiefen StoB 
Uberschallgesehwindigkeit herrschen. Solehe StaBe sind als Kopf- und Schwanz
welle fliegender Geschosse sehr bekannt. Die Wellen sind im allgemeinen ge
krummt. Ein genugend kleiner Aussehnitt aus einer solehen StoBweIle kann abel" 
stets als ein gerades Stuck eines schiefen StoBes angesehen werden. Diese Nahe
rung ist stets maglieh, wenn - ganz wie beim instationaren StoB - der Krum
mungsradius als graB gegen die StoBtiefe angesehen werden kann. Dies i"t bei 
allen bisher aufgetretenen Beispielen der Fall. 

Die Gleiehungen fUr die allgemeinste Form eines sieh belie big im Raume 
bewegenden StoBes ergeben sieh aus der Betraehtung eines senkreehten siationaren 
StoBes aus einem allgemeinst bewegten Bezugssystem. Wahrend die Gleichungen 
fur den sehiefen stationaren StoB bei der Behandlung stationarer ebener und 
achsensymmetrischer Ubersehallstramungen abgeleitet werden, sind weitere 
Verallgemeinerungen bisher noeh nieht durehgefuhrt worden. 

4. Ahnlichkeitssatze. 
In der Versuehsteehnik und Praxis spielt die Frage eine groBe Rolle, wann sieh 

Ergebnisse, welche mit einer bestimmten Anordnung erzielt wurden, auf eine 
andere Anordnung ubertragen lassen. 1m allgemeinen wird dabei Ahn!iehkeit 
der Stramungsberandungen in den Vergleiehsfallen vorausgesetzt. Insbesondere 
wird verlangt, daB ein im Kanal untersuehter Flugel das gleiehe Profil besitzt 
wie sein in der Praxis interessierender graBerer Partner. Bei instaiionaren Vo1'
giingen mit bewegten Berandungen (Vorgiingen in Zylindern an Kolbenmotoren, 
Fliigelplatten, Vorgange beim Anfahren) werden Vorschriften uber den zeitliehen 
Ablauf der Bewegung erforderlich sein. AIle diese Fragen der sogenannten 
"mechanischen Ahnlichkeit" sollen in diesem Absehnitt behandelt werden. Dabei 
soll das stramende Medium ein ideales Gas sein, auf welches als auBere Kraft 
lediglich die Sehwerkraft, gegeben durch eine konstante, in negativer z-Richtung 
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wirkende Schwerebeschleunigung g, wirkt. Die Resultate gelten gleichzeitig auch 
fur dichtebestandige Medien. Die Zustandsgleichung ist dann einfach durch 
12 = konst. zu ersetzen. Warmequellen im Medium seien ausgeschlossen, an der 
Berandung aber zugelassen, womit also auch Detonationsvorgange und Warme
ubergangsprobleme mit einbezogen werden konnen. 

Die allgemeinen Differentialgleichungen von Abschnitt 2, die ihrer Kom
pliziertheit wegen allgemeinsten Losungen nicht zuganglich sind, leisten fur die 
hier gestellte Aufgabe ausgezeichnete Dienste. Dabei solI stets nur eines der 
typischen Glieder aufgeschrieben werden, urn den Uberblick zu erleichtern. Fur ein 
ideales Gas ergeben sich nach Elimination der inneren Energie sechs Gleichungen 
fur die Unbekannten u, v, w, p, 12, T von folgendem Typus: 

~ + o(e u) + ... = 0 (Kontinuitatsbedingung). ot ox 
ow ow lop ,1 o( ow) o(,ow) Tt+UTx+'" =-eaz - g + ... +2eaz ttTz + ... +az tt Tz 

(die dritte Navier-Stokes-Gleichung). 

cv °o~ + cv U ~~ + ... + p ~ (~) + p U o~ (~) = + ~ tt' ( ~: ) 2 + 
2 ( ow )2 1 0 ( oT) + (i- tt Tz + ... + eTx Aax +... (erster Hauptsatz). 

p = (c p - cv ) 12 T (Zustandsgleichung). 

Hierin sind die spezifischen Warmen cv' cp , die Koeffizienten der inneren 
Reibung tt, tt' und das Warmeleitvermagen ). reine Temperaturfunktionen. Das 
gilt sowohl fur ideale Gase als auch fur dichtebestandige Medien, wie etwa Ole. 

In der Literatur findet man die Bemerkung, dall entsprechend einem Ergebnis 
der kinetischen Gastheorie It und A proportional V T sein mull. Das ist nur bedingt 
richtig, indem dieses Resultat nur dann gewonnen wird, wenn die Molekiile als starre 
Kugeln behandelt werden. Abhangig yom Anziehungsgesetz, welches zwischen 
den Molekiilen angenommen wird, gibt die kinetische Gastheorie die verschiedensten 
Temperaturabhangigkeiten fUr It und A. Bei Luft kommt unter normalen Bedingungen 
die Potenz TO,SO den wirklichen Verhaltnissen am nachsten. 

Urn zwei Vorgange vergleichen zu kannen, sollen zunachst lauter dimensions
lose GraBen eingefiihrt werden, indem die Koordinaten x, y, z durch eine bestimmte 
Lange L (etwa die Lange eines Profils, den Durchmesser eines Rohres, das 
Kaliber eines Geschosses), die Zeit t durch eine bestimmte Zeit i (die erforderliche 
Zeit fur einen Hub eines Kolbens, fur die Verdopplung der Geschwindigkeit 
beim Anfahren usw.) und aIle Geschwindigkeiten durch eine bestimmte Ge
schwindigkeit W 0 (die Fluggeschwindigkeit eines Korpers, die Schallgeschwindig
keit im Ruhezustand, die maximale Kolbengeschwindigkeit eines Motors) dividiert 
werden. Es sei 

t' =~. . ' x' -...::... y' = LY ; - L' 
I Z 

Z = --' 
L' 

U' = ;0; v' = -~; w' = -it--;; W' = ~; c' = ;~, 
Die thermischen GraBen werden zweckmaBig durch die entsprechenden 

GraBen in einem bestimmten Zustand, gekennzeichnet durch den Index I (einen 
Ruhezustand, den Anstramzustand vor einem fliegenden Karper usw,), dimensions
los gemacht: 

p'=L; 
PI 

T'=~ 
T' 1 

10· 
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Entsprechendes gilt auch fUr die spezifischen Warmen und die Koeffizienten 
der inneren Reibung und die Warmeleitfahigkeit, wobei maglichst derselbe 
Zustand 1 wie bei den thermischen ZustandsgraBen heranzuziehen sein wird. 
Die so ge bildeten GraBen cv, cm ••• , J.: 

t~ind reine Temperaturfunktionen, die von vornherein fur den zu untersuchenden 
Vorgang und seinen Vergleichsvorgang gegeben sind. 

Es seien "entsprechende" Punkte solche Punkte, welche dieselben dimensions
losen Koordinaten t', x', y', z' haben. Sie decken sich bei zwei Vergleichsvorgangen, 
wenn die Berandungen durch ahnliche VergraBerung oder Verkleinerung zur 
Deckung gebracht werden und bei instationaren Vorgangen durch die Dehnung 
des ZeitmaBstabes dafUr gesorgt wird, daB dies in jedem Zeitpunkt der Fall ist 
(in mathematischer Sprache heiBt das, die Randbedingungen mussen in dimensions
losen Veranderlichen dieselbe Gestalt haben). Gefordert ist fUr die mechanische 
A.hnlichkeit die Ubereinstimmung der dimensionslosen abhangigen Verander
lichen u', v', ... , p', T' in allen entsprechenden Punkten. 

Urn diese Forderung zu erfullen, wird zunachst gefordert werden mussen, 
daB auch die dimensionslosen Materialkoeffizienten cm cP ' ••• , ji', A an ent
sprechenden Punkten ubereinstimmen, d. h. daB diese GraBen in den Vergleichs
fallen innerhalb des auftretenden Temperaturbereiches dieselben Funktionen 
der dimensionslosen Temperatur T' sind. 1m einfachsten Falle konstanter 
Materialkoeffizienten Cv bis A ist dies ohne weiteres erfullt, denn es ist dann 
Cv = cp = ... = A = 1. Auch wenn sich die Vorgange im selben Temperatur
bereich abspielen, ist die Forderung erfullt. Sind die Temperaturbereiche hin
gegen verschieden, so werden die Materialkoeffizienten proportional einer Potenz 
von T angesetzt werden muss en (cv=A TIX), damit auch die quergestrichenen 
GraBen Funktionen von T' bleiben (cv = T'IX). Wenn nicht zu groBe 
Temperaturunterschiede auftreten, wird mit ein und demselben Potenzgesetz 
bei den Vergleichsvorgangen meist eine sehr gute Naherung erzielt werden 
kannen. 

Fur eine Erweiterung der Almlichkeitssatze auch auf druckabhangige Matcrial
koeffizienten gilt ganz Entsprechendes. Einfache FaIle ergeben sich dann, wenn die 
einzelnen Vorgange bei geringen Druckunterschieden ablaufen, die Vergleichsvorgange 
aber bei sehr verschiedenen Drucken durchgefiihrt werden. 

Damit die abhangigen Veranderlichen u', v', ... , T' sich in zwei Vergleichs
fallen als dieselben Funktionen der unabhangigen Veranderlichen t', x', y', z' 
ergeben, muB gefordert werden, daB die Randbedingungen und die Differential
gleichungen in den dimensionslosen Veranderlichen dieselbe Gestalt aufweisen. 
Daher seien nun die typischen Glieder der letzteren auf die dimensionslosen 
GraBen umgeschrieben. Es ergibt sich: 

L ae' a(e' u') + 
-T W ---at: + ax' . .. = 0 __ 0 

(Kontinuitats bedingung). 

Law' ,ow', Pi 1 Op' g L 
TWo ---at: + u -ax' ,- ... = -e~-Wo2 7" OZ' - W 02 + 

111 0 (- ow') 11/ 0 ( ,ow') + ... + 2 ~ Tz' {t ---az' + ... + ~-w;;-r -aZ' il . OZ' 

(dritte Navier-Stokessche Gleichung). 
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2 f-ll ~ Ii (OW')2 + + Al ~ _0_ (A.' OT'_) + + el WOL cvl Tl e' oz' ... Xl Cpl !h WOL (/ ax' ax' 

(erster Hauptsatz). 

P' = e' T' (Zustandsgleichung). 

Die Zustandsgleichung erhalt eine vom jeweiligen Problem unabhangige 
Gestalt. In allen anderen Gleichungen tl'eten nun abel' konstante Koeffizienten 
(die untel'stl'ichenen Gliedel') auf, welche zum Teil von den l'aumlichen und 
zeitlichen Dimensionen (L, i), zum Teil von der fur den Vorgang typischen 
Geschwindigkeit Wound zum Teil von dem in einem Bezugspunkte PI (Ruhe
zustand, Anstromzustand od. dgl.) herrschenden thermischen Zustand PI> 
e1' T 1 abhangen. Stirn men die Differentialgleichun~en in dies en Koeffizienten 
ubel'ein, so haben sie dieselbe Gestalt (cv' cp , ••• , ji, A sind letzten Endes ja nur 
abgekurzte Schreibweisen fur ganz bestimmte, fur die Vergleichsfalle voraus
setzungsgemall ubereinstimmende Funktionen von T') und bei gleichen Rand
bedingungen damit auch dieselben Losungen. 

Urn mechanische Ahnlichkeit zu gewahrleisten, mull also Ubereinstimmung 
in folgenden dimensionslosen Zahlen gefordert werden: 

1. im Werte von LW' 
T 0 

Diese Forderung bezieht sich nur auf instationiire Vorgange. 1st i etwa die 

Schwingungsdauer, so wird LW als "reduzierte Frequenz" bezeichnet. Beispiels-
T 0 

weise muB bei einem Versuch uber Fliigelflattern die Anstromgeschwindigkeit U, 
die Profillange Lund die Schwingungsdauer so abgestimmt sein, daB ein Luft
teilchen wahrend del' Zeit i stets denselben Bruchteil einer Profillange zuruck
legt. Bei einem Versuch in einem durch einen bewegten Kolben abgeschlossenen 
Zylinder wird fUr W 0 etwa die Schallgeschwindigkeit im Ruhezustand, fur L 
die Zylinderlange zu wahlen sein. Die erste Forderung kommt dann darauf 
hinaus, daB eine Schallwelle wahrend eines Hubes bei zwei Vergleichsvorgangen 
gleich oft zwischen Kolben und Zylinderende hin- und herlauft. 1st diese sehr 
anschauliche Forderung erfUllt, dann stimmt die Kontinuitatsbedingung in den 
Vergleichsfallen uberein. Bei stationaren Vorgangen tut sie dies ohne weiteres. 

Eine groBere Anzahl von Forderungen ergeben sich aus del' Bedingung, daB 
Navier-Stokes-Gleichung und Energiesatz in den Vergleichsfallen iibereinstimmen 

mussen. Es sei mit del' dimensionslosen Zahl PI T begonnen, die sich 
CVl f!l 1 

mit Hilfe der Zustandsgleichung auf den Wert Xl - 1 reduzieren laBt. Es muB 
also 

2. Ubel'einstimmung im Verhiiltnis del' spezifischen W iirmen X im Bezugs
punkt PI verlangt werden. Bei wesentlich temperaturabhangigel' spezifischer 
Wal'me muB bei Vel'wendung desselben Gases die Temperatur im Bezugspunkt PI 
und damit in del' gesamten Stromung ubereinstimmen. 

Die Zahl Pwl 2 laBt sich wegen del' Gleichheit von Xl nun als Verhaltnis 
f!l 0 

von (~o) 2 schreiben. Es muB darnach 
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3. das Verhaltnis Wo von Bezugsgeschwindigkeit Wound Schallgeschwindig-
C1 

keit im Bezugspunkt c1 dasselbe sein. 1st die Bezugsgeschwindigkeit insbesondere 
die Stromungsgeschwindigkeit im Punkte 1 (Wo = WI)' so hat man also die 
Forderung nach Ubereinstimmung der Machschen Zahl im Bezugspunkt. Bei der 
stationdren Umstromung eines Korpers gelangt man damit zur wichtigen Forderung 
nach Ubereinstimmung der Machschen Zahl im Anstromgebiet. Aber auch bei 
instationaren Vorgangen etwa mit bewegten Wand en darf diese Bedingung 
nicht ubersehen werden. Etwa mu13 bei einem in einem Zylinder periodisch 
bewegten Kolben die maximale Kolbengeschwindigkeit mit der mittleren Schal1-
geschwindigkeit in ganz bestimmtem gleichbleibendem Verhaltnis stehen, wenn 
ein Vergleich der Vorgange moglich sein soIl. Die beiden letzten Forderungen 
nach Ubereinstimmung im ,,-Werte und in einem Verhaltnis von Geschwindigkeit 
und Schal1geschwindigkeit sind die fUr die Gasdynamik typischen und unumgang
lichen Bedingungen. 

Bei Beriicksichtigung der Schwerkraft mu13 

4. Ubereinstimmung im Werte g J: 2 (Froudesche Zahl) gefordert werden. 
o 

Sie hat besondere Bedeutung bei vielen meteorologischen Stromungsproblemen. 
Auch bei Flugbahnberechnungen spielt sie naturgema13 eine gro13e Rolle. Wirel 
beispielsweise mit W 0 die Anfangsgeschwindigkeit einer Rakete und mit L ihre 
Steighohe bezeichnet, so kann die Zahl als Verhaltnis einer pot en tie lIen zu einer 
kinetischen Energie gedeutet werden. 

Die nachsten beiden Forderungen beziehen sich 

5. auf zwei ReynoltU8Che Kennzahlen III Wo Lund (il W: L. Sie konnen als das 
PI PI 

Verhaltnis von Tragheitskraften zu Reibungskraften gedeutet werden. Die zweite 
Zahl ist mit der Volumviskositat 11' gebildet und spielt eine untergeordnete Rolle, 
zumal es bei dieser Kennzahl meist nur auf eine rohe Ubereinstimmung ankommt, 
die fUr die zweite Zahl bestehen wird, wenn sie fur die erste gegeben ist. 

Die hohen Geschwindigkeiten, bei welchen Stromungsversuche mit Gasen 
in der Regel ausgefuhrt werden, bedingen im allgemeinen auch hohe Reynoldssche 
Zahlen. Man befindet sich damit im sogenannten "uberkritischen Gebiet" 
rei bender Stromungen, in welchem der Einflu13 der Reynoldsschen Zahl nicht 
mehr gro13 ist. Die Reibungsvorgange spielen sich bei Umstromungsproblemen 
in dunneren Reibungsschichten am Korper ab, die im groBen und ganzen als 
turbulent anzusehen sein werden. Es seigt sich, da13 die Krafte bei Hochgeschwin
digkeitsaufgaben uberwiegend durch die reibungsfreie Au13enstromung bedingt 
und die Reibungskrafte diesen gegenuber von geringerer Bedeutung sind. Wenn 
also in der Gasdynamik vorwiegend reibungsfreie Stromungen behandelt werden, 
so entspricht dies nicht nur einer mathematischen Notwendigkeit, welche durch 
die Schwierigkeit der Aufgabe bedingt ist, sondern es wird damit auch im all
gemeinen der am meisten interessierende Teil einer kompressiblen Stromung 
erfa13t. Allerdings gibt es auch sehr eindrucksvolle Reibungseffekte, wie die 
Rohrstromung mit Reibung zeigte (Abschnitt II, 13). 

Das Verhaltnis ~ = '1'1 wird als kinematische Zahigkeit bezeichnet. Es hat 
(il 

die einfache Dimension einer Flache durch eine Zeit. Dieselbe Dimension besitzt 

die sogenannte Temperaturleitfdhigkeit -}'-. Ganz entsprechend wie die Reynolds
cp (i 

sche Kennzahl, aber mit der Temperaturleitfahigkeit gebildet, ist die letzte Zahl 

cp1 (il Wo L (Pecletsche Kennzahl), beziiglich welcher noch Ubereinstimmung bei 
Al 
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Vergleichsvorgangen gefordert werden muB. Mit gleichem Recht, formal aber 
noch etwas einfacher, kann 

6. Ubereinstimmung im Werte PI;7> 1 (Prandtlsche Kennzahl) gefordert 
1 

werden. Diese ist das Verhaltnis von kinematischer Zahigkeit und Temperatur-
leitfiihigkeit. Sie spielt bei Problemen des Warmeuberganges eine wichtige Rolle. 
Uberhaupt sind aIle Reibungsvorgange bei Gasen auch mit Warmeleitung ver
bunden. Die kinetische Gastheorie zeigt, daB die Prandtlsche Kennzahl nur vom 
Verhaltnis der spezifischen Warm en x abhangt, ein Resultat, das experiment ell 
gut bestiitigt ist.Damit ist die Forderung 6 bei idealen Gasen bereits mit der 
Forderung 2 erfiillt. Aus dem Auftreten von VerdichtungsstoBen ergeben sich 
keine neuen Bedingungen, denn die StoBgleichungen konnen unverandert fur 
die dimensionslosen GroBen (2', p', c', W' usw. geschrieben werden. 

In der Praxis des gasdynamischen Versuches wird vor allem auf Ubereinstim
mung im x-Wert und in der Machschen Zahl (oder einer entsprechend gebildeten 
Zahl) zu achten sein. 1st das Modell nicht zu klein und die Luftdichte nicht zu 
gering, so ist damit auch schon eine hohe Reynolds-Zahl gesichert. 

Die Ahnlichkeitsforderungen bezuglich der Randbedingungen haben sich 
bisher nur auf deren geometrische Form (allenfalls abhangig von der Zeit) bezogen. 
In vielen Fallen ist aber die Anderung der Stromungsbegrenzung nicht von 
vornherein gegeben, sondern durch die auf den Rand ausgeubten Krafte bedingt. 
Das Flugelflattern, die Bewegung eines Kolbens in einem Zylinder oder eines 
Geschosses im Rohr konnen dabei als Beispiel dienen. Oft erschopfen sich aber die 
Randbedingungen nicht nur in mechanischen Forderungen, es treten noch 
thermische Forderungen hinzu, wie etwa beim Auftreten von Detonations
stoBen oder bei Warmeubergangsproblemen. Aus den Randbedingungen ent
springen dann noch zusatzliche Forderungen, die sich ohne weiteres ergeben, 
nachdem die Randbedingungen in den dimensionslosen Veranderlichen geschrieben 
sind. 

Beispielsweise lautet mit M a als GeschoBmasse die Bedingung am GeschoB
boden mit der Flache I beim innerballistischen Problem: 

d 2x 
Ma dt2 = pi, 

oder in den dimensionslosen GroBen: 

MaL d2x'.... _ ~ 
PI f.2 dt'2 - PI . 

Wird das Treibpulver durch ein komprimiertes ideales Gas geniihert, so bietet 
sich als einzige Geschwindigkeit im Ausgangszustand die Schallgeschwindigkeit Co 

an, die also als Bezugsgeschwindigkeit W 0 zu nehmen sein wird. Als einzige 
Lange kommt die Lange des Laderaumes in Frage. Als Bezugsdruck PI sei der 
Ruhedruck Po genom men. Zusammen mit del' Bedingung 1 fUr instationare 

ML 
Stromungen fuhrt die Forderung nach Gleichheit def Zahl ~f 2 zu folgender 
Kennzahl : Po • 

MaL .2C02 Maxpo Ma 
------- -x--
Po f .2 L2 - 120 Po f L - 120 fL· 

Dies kommt wegen der Bedingung 2 gleicher x-Werte auf die sehr einleuchtende 
Forderung heraus, daB das Verhaltnis von GeschoBmasse zur Treibstoffmasse 
in den Vergleichsfiillen ubereinstimmen muB. 

Bei Detonationsvorgangen sind Laufgeschwindigkeit des StoBes U und Nach
laufgeschwindigkeit des Gases durch die Gl. (II, 82) gegeben. Handelt es sich 
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urn einen in ein ruhendes Medium fortschreitenden Vorgang, so wird dessen 
Schallgeschwindigkeit Co als Bezugsgeschwindigkeit und dessen Zustand Po' go 
als Bezugszustand zu nehmen sein. Fur ein ideales Gas ist dann nach Gl. (II, 82) : 

U c e V-TT LI W U C -c;;- = Co eo = ){ Po eo; Co Co - c;;-
N ach Gl. (II, 80) ergeben sich gleiche Sprungwerte im DetonationsstoB~, P, C 

q eo Po Co 
wenn das Verhaltnis ~ (mit q als pro Masseneinheit freiwerdender Warme) 

1> 0 •• 
das gleiche ist. Dies ist also die ausreichende Forderung fUr die Ahnlichkeit. 
Die Bezugszeit 1'ist mit der Forderung 1 mit Hilfe einer Lange L (Ausdehnung 
des detonierenden Mediums) und Co zu bilden. Der Vorgang lauft bei gleichem Co 
dann so ab, daB aIle Zeitintervalle wie die Langen gedehnt sind, womit ein von 
CRANZ stammendes Ahnlichkeitsgesetz ausgesprochen ist. 

Bei Problemen mit Warmeleitung enthalt die Randbedingung auch For
derungen bezuglich der Wandtemperatur, welche bei den Vergleichsvorgangen 
erfullt sein mussen. Eine einfache Bedingung ist das Ausbleiben jeglichen Warme-

uberganges an der 'Wand (.!!!.£. = 0: "Thermometerproblem"). Es kann durch an 
eine warmeisolierende Schicht an der Oberflache erreicht werden. Findet Warme
ubertragung statt, so muB dafur gesorgt werden, daB an entsprechenden Punkten 
der Berandungen diesel ben dimensionslosen Temperaturen T' herrschen, da diese 
Forderung sonst natiirlich nicht in der Stramung selbst erfiiIlt sein kann. 

Bei nicht idealen Gasen ergeben sich aus der Umschreibung der Gaszustands
gleichung auf die dimensionslcsen thermischen GraBen zusatzliche Forderungen, 
welche in komplizierten Fallen nur Modellversuche unter vollig gleichartigen 
thermischen Bedingungen zulassen. 

5. Allgemeine Wirbelslitze. 
Die bekannten Wirbelsatze - in allen einschlagigen Lehrbuchern der Hydro

dynamik und Vektoranalysis behandelt - sollen hier nur kurz unter Anwendung 
der Vektorschreibweise abgeleitet werden. Sie haben natiirlich auch fur die 
Gasdynamik erhebliche Bedeutung. 

1st \tJ der Geschwindigkeitsvektor mit dem Betrag W und den Komponenten 
u, v, W, so wird unter rot \tJ (Rotation) ein Vektor mit folgenden Komponenten 
versta.nden : 

( ow ov I 2wx =ay - oz' 

J (;U oW 

rot lu 't 2WY = 8z--Tx' 

2w =~_3'/i,_ 
z ox oy· 

(20) 

Fur einen solchen Vektor gilt der Stokessche integralsatz, der ein Integral 
uber eine Flache f in ein Integral uber die die Flache begrenzende Kurve C ver
wandelt, dem GauBschen Integralsatz Gl. (6) also verwandt ist: 

J J rot n \tJ df = :f Wt da = :f (u dx + v dy + w dz). (21 ) 

f G G 

Die Indizes n und t besagen, daB die N ormalkomponente von rot \tJ auf das 
Flachenelement df und die Ta.ngentialkomponente der Geschwindigkeit W auf 
das Bogenelement a zu nehmen ist. 
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Der Satz la13t sich ahnlich wie der Gau13sche Satz beweisen. Es ist: 

f f rotn to df = f f[ ( ~; - ::) cos (n, x) + (~~ - ~:) cos (n, y) + 
t ; 

+ --- cos (n,z) df. ( ov ou) ] 
ox oy 

Schlie13t beispielsweise die Flachennormale n mit den drei Koordinatenrichtungen 
Winkel kleiner als 90° ein, so ist we iter : 

II rotn to df = I I ( ~; - ~:) dy dz + I I ( ~: - ~:) dz dx + 
t 

+ II( ~~ - ~~ )dXdy . 

Bei den letzten drei Integralen ist iiber die in 
nommenen Projektionen der Flache f auf die ent
sprechenden Koordinatenebenen zu integrieren (die 

positiver x-, Yo, z-Richtung ge-

Integrale II dy dz, II dz dx, II dx dy mussen ja 
fur sich positive Werte ergeben). Fiir den v-Anteil 
ergibt sich: 

f[- f :~ dz +f ;: dX] dy 

mit den Werten der Variablen auf der Flache f 
und den X-, Yo, z-Werten der Kurve 0 als Grenzen. 

..r Die Integration werde zunachst bei festem y = Y 
ausgefUhrt. Der Schnitt der Flache f mit der 
Ebene y = y (Abb. 71) ist eine Kurve, iiber 

Abb. 71. FHiche f im Schnitt 11 ~ y. 

welche die Integrationen in der eckigen Klammer zu erstrecken sind. 
kurve 0 erscheint als Endpunkt PI und P r der Integration. Es ist: 

IT ~~ dx - J ~~ dz = f~v = vr-Vl' 
Xl zr PI 

Die Rand-

Diese v-Differenz ist nun iiber aIle vorkommenden y-Werte zu integrieren. Bei 
Integration uber die Kurve 0 in positiver Drehrichtung ergeben sich bei vI abnehmende 
y-Werte. Daraus folgt 

1Imax 

lImin a 
Mit entsprechenden Resultaten fUr die anderen Geschwindigkeitskomponenten 

ergibt sich schlie13lich der Stokessche Satz Gl. (21). 

Der Stokessche Satz macht die Bedeutung von rot IU als Wirbelvektor un
mittel bar einleuchtend. Ein Wirbel kann auch durch eine Winkelgeschwindigkeit W 

und die Richtung seiner Achse (zwei unabhangige Winkel) oder durch drei 
Winkelgeschwindigkeiten w x , w y , W z urn die drei Koordinatenachsen festgelegt 
werden. Der Stokessche Satz auf aus:-eichend kleine Gebiete angewendet, ergibt 
die Winkelgeschwindigkeit als halben Betrag des Wirbelvektors: 

1 
w = 21 rot IU I· 

Wird die Flache f zu einer geschlossenen Flache gebogen, so verschwindet die 
Randkurve 0 und mit ihr das Integral fiber O. Esist dann: 

II rotn IU df = 0, (22) 
f 

was sich mit Hilfe des GauBschen Satzes und der Definition von rot IU leicht 
direkt zeigen laBt. 
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Eine Wirbellinie sei eine Linie, die in jedem ihrer Punkte in Richtung des 
Wirbelvektors verlauft (sie verhalt sich also zu diesem wie die Stromlinie zum 
Geschwindigkeitsvektor). Eine Wirbelrohre sei ein Gebilde, dessen Mantelflache 
aus lauter Wirbellinien besteht. Dnter Wirbeltaden wird eine Wirbelrohre ver
standen, die so schlank ist, daB die Zustande in jedem ihrer Querschnitte als 
konstant angesehen werden konnen. Wirbelfaden und Wirbelvektor stehen dam it 
in genauer Analogie zu Stromfaden und Geschwindigkeitsvektor. GI. (22) werde 
nun auf einen Abschnitt einer Wirbelrohre angewendet. Die geschl03sene Flache f 
besteht dann aus einem Anfangs- und Endquerschnitt ql und q2 und einer Rohren-

I"ot no wand, auf welcher die Normalkomponente von rot \tJ 

yz definitionsgemaB verschwinden muB. Mithin ist: 

I.r rot n to df + II rotn to dt = 0, 
q, q, 

oder wenn die Normalkomponente nicht nach auBen, 
sondern stets in derselben Richtung gezogen wird, 

Abb. 72. Wirbelrohre. II rotn, to dt = II rotn, to dt· 
q, q, 

Damit ist der Helmholtzsche Wirbelsatz ausgesproehen, weleher besagt, daB 
der WirbelfluB f f rotn to dt einer Wirbelrohre ortlieh konstant bleibt. Eine 

q 

Wirbelrohre kann darnach nirgends in einem Medium endigen. Sie muB entweder 
geschlossen sein oder bis an den Rand des Mediums reichen. Es handelt sich bei 
diesem Satz urn eine mathematische Aussage, welche aus der Definition von 
Wirbelvektor und Wirbelrohre allein gefolgert wurde, ohne daB physikalische 
Satze herangezogen wurden; dies wird erst bei den folgenden Satzen geschehen. 

Das Linienintegral der Tangentialgesehwindigkeit uber eine geschlossene 
Kurve wird auch als Zirkulation r: 

r = f Wtda = J Jrotn to dt (23) 

G f 
bezeichnet, wobei die Integrationsrichtung und die Orientierung von n stets so 
zu nehmen ist, daB sich r als positiver Wert ergibt. Die Zirkulation urn eine 
Wirbelrohre bleibt also ortlieh konstant. 

Zur Dntersuchung der zeitlichen Anderungen von Wirbeln sei die Zirkulation r 
urn eine massenfeste Kurve, welche sich also mit dem Medium bewegt, nach der 
Zeit abgeleitet. Es ist: 

dT = ); {dU dx + ~d + dw dZ} + ); fu d(dx) + v d(dy) + w d(dz) X 
dt Y dt dt Y dt Y \ dt dt dt J 

G G 
Die Differentiation muB auch an den Differentialen dx, dy, dz ausgefuhrt werden, 

die sich beim Fortbewegen mit dem Medium andern. Nun ist aber die zeitliche 
Anderung des Abstandes dx zweier Teilchen gleich dem Geschwindigkeits
unterschied du der beiden Teile, weshalb das zweite Integral 

f[1td~X)+vd~;) +wd~:)J= f [udu+vdv+wdw]= .¢·d(~2)=0 
G G G 

verschwindet. 
Fur ein reibungsloses Medium, dessen auBere Kriifte nur von einem Potential Q 

abhangen (X = - aD, Y = _ aD , Z = _ aD) ergibt sich somit: 
ox oy oz 

dT =_ ); [~ op dx +~~dy + _~~lLdzJ _ ,./; I. oS) dx + aD dy + ~dzJ. 
dt :r (] ox (] oy (] oz ':f ox ay az 

G G 
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Das zweite Integral ist die Anderung der potentiellen Energie auf einer ge
schlossenen Kurve, also gleich Null, woraus die bekannte Beziehung folgt; 

dr =..:!.-.. ,f., W da = _ ,f., !!L. 
dt dt'Y t 'Y(! 

(24) 

o 0 

Mit Gl. (I, 35) kann fiir - dp = T dB - di eingefiihrt werden, wobei das Integral 
(! 

iiber die Enthalpieanderung auf einer geschlossenen Kurve wieder verschwindet; 

dr d,f., ,f., 
(it = dt 'Y Wt da = 'f T ds. (25) 

o 0 

Fiir isentrope Vorgange (die dann notwendigerweise auch reibungslos verlaufen 
miissen), andert sich die Zirkulation auf einer geschlossenen massenfesten Kurve 
nicht (Thomsonscher Satz). In einer isentropen Stromung konnen Wirbel also 
weder entstehen noch vergehen. Es ist dabei nur erforderlich, daB das Medium 
an der betrachteten Kurve C isentrop ist. Es kann durchaus von anisentropem 
Medium umgeben sein oder ein solches selbst umringen. 

Wird nun eine geschlossene Kurve urn eine Wirbelrohre gezogen, eine zweite 
Kurve an der Oberflache der Wirbelrohre, so muB die Zirkulation auf beiden 
Kurven zeitlich konstant bleiben. Damit ist ein zweiter Helmholtzscher Satz 
gewonnen, der aussagt, daB eine Wirbelrohre dauernd von denselben Teilchen 
gebildet wird. 

Bei anisentropen Vorgiingen kann die Zirkulationsiinderung auch wie folgt 
dargestellt werden (mit X ist das iiuLlere Produkt bezeichnet): 

~~ .rrrgradP X grad ~ldf= I I [grad Txgrad8]n df· 
t ! 

Mit dem ersten Integral als rechter Gleichungsseite stammt der Satz von 
V. BJERKNES und wird in der Meteorologie angewendet. 

Indem in der ersten Eulerschen d-l. (13) Wirbelglieder abgespalten werden, 
ergibt sich die Gleichung; 

~ + ~ ( W2) + W ( au _~) _ v (~_ au) = _ ~ op . 
ot ax 2 OZ ox ox oy (! ox 

Analoge Beziehungen folgen aus der zweiten und dritten Eulerschen Gleichung. 
In Vektorschreibweise lautet der Sachverhalt; 

ow W2 1 . 
7it- - tv X rot tv + grad 2 = - e grad p = - grad t + T grad s. (26) 

Bei stationaren Stromungen falIt der erste Summand weg. Unter diesen 
spielen die sogenannten isoenergetischen Stromungen eine besondere Rolle, die 
dadurch ausgezeichnet sind, daB der Energiesatz Gl. (II, 7); 

~2 + i = io (II, 7) 

mit einer und derselben Ruheenthalpie io auf allen Stromlinien gilt. Da Strom
£aden in einer stationaren Stromung ruhig liegen, verhalt sich eine reibungsfreie 
Stromung im Faden wie die in Teil II behandelte "stationare Fadenstromung". 
Langs des Stromfadens gelten also alle in Teil II abgeleiteten Satze fiir 
stationare reibungsfreie Stromung, also der Energiesatz und bei Isentropie die 
Bernoullische Gleichung. Nun andert sich in einem VerdichtungsstoB wohl die 
Entropie, nicht aber der EnergiefluB, und dies gilt, wie spater gezeigt wird, 
auch fiir aIle schiefen StoBe. Die reibungsfreie stationare Stromung mit beliebigen 
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VerdichtungsstaDen hat also konstantes i o, wenn io im Anstramgebiet konstant 
ist. AIle reibungsfreien, stationaren Stramungen mit konstantem Anstrorn
zustand sind damit uber aIle StaDe hinweg isoenergetisch. In Gl. (26) laDt sich 

durch Bildung des Gradienten in Gl. (II, 7) ~2 und i eliminieren mit dem 

Resultat: 
\tJ X rot to = - T grad s. (27) 

Dieser von L. CROCCO stammende Satz3 , 4, 5 besagt: 
1. Jede drehungsfreie (wirbelfreie), stationare, isoenergetische Stramung muB 

isentrop sein. 
2. Jede anisentrope, isoenergetische, stationare Stramung hat Wirbel. 
Die Stramung hinter der Kopfwelle eines mit Uberschallgeschwindigkeit 

fliegenden Karpers kann also exakt nicht mehr als drehungsfrei angesehen werden. 
Die Anderung der Zirkulation ist allerdings im allgemeinen gering, wie Gl. (25} 
zeigt. Wird namlich dort als eine erste Naherung die absolute Temperatur im 
Integranden konstant gleich der Anstramtemperatur gesetzt, so ergibt sich noch 
keine Zirkulationsanderung: 

:P T ds R::i T(X) .eft ds = O. 

G G 

Aus Gl. (26) kann im ubrigen nicht gefolgert werden, daB die Stramung 
wirbelfrei ist, wenn die Entropie konstant ist, weil das auDere Produkt zweier 
Vektoren auch dann verschwindet, wenn die Vektoren gleiche Richtung haben. 

Der Croccosche Wirbelsatz gilt auch beim Vorhandensein auDerer Krafte, 
die ein Potential haben. Allgemeinere Ableitungen auch fUr instationiire Stra
mungen und Stramungen mit Reibung gibt A. V AZSONYI9• Uberflussigerweise 
und falschlich wird dabei der Reibungskoeffizient allerdings als konstant an
genommen. 

Bei Stramungen idealer Gase konstanter spezifischer Warme im kriifte
freien Feld la'lsen sich die abhangigen Variablen nach l\1UNK und PRIM10 stets 
so umschreiben, daD der Croccosche Satz formal auch bei von Stromlinie zu 
Stromlinie veranderlicher Ruheenthalpie resuItiert. 

Fur instationare Stromungen hat H. ERTEL6 einen Wirbelsatz abgeleitet, del' 
unter den hier gemachten Voraussetzungen folgende Form annimmt: 

~ ( rot ttl grad 8) = o. 
dt 11 

Er wurde in der Gasdynamik bisher noch nicht angewendet. 

6. Auftrieb und Zirkulation in stationarer Stromung. 

Die von der Luft auf einen fliegenden Karper ausgeubte resultierende Kraft 
kann in eine Komponente in Flugrichtung - den Widerstand - und in zwei 
Komponenten quer zur Flugrichtung - den A uftrieb und die Querkraft - zerlegt 
werden. Del' Auftrieb ist dabei am Flugkarper nach oben, die Querkraft senkrecht 
dazu gerichtet. 

Die Zerlegung der resultierenden Kraft erfolgt vielfach anstatt in Widerstand 
und Auftrieb auch in Tangentialkraft und Normalkraft (und Querkraft). Zu 
dies em Zweck muD eine Tangentenrichtung im Karper festgelegt sein. Sie ist 
bei einem achsensymmetrischen Karper durch die Achse, bei einem symmetrischen 
Profil durch die Symmetrielinie gegeben. 

Bei der hier behandelten stationiiren Stramung ergibt sich del' Auftrieb als 
Kraftkomponente senkrecht zur Anstramrichtung (Abb.73). Dabei sei die 
y-Komponente nach oben gerichtet. 
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Mit Hilfe des Impulssatzes Gl. (4) laBt sich nun der Auftrieb durch den 
Impuls£luB und die Flachenkrafte an der sogenannten "Kontrollflache" f berechnen. 
Dies kann auf zwei Arten erfolgen. Man betrachtet entweder nur die Flache f 
und bringt am Korper eine dem Auftrieb entgegengesetzte lVIassenkraft an, 
welche diesem das Gleichgewicht halt. Beim Fehlen jeder anderen lVIassenkraft 
ist dann: 

- A = JJ I e Y dx dy dz 
B 

(das Raumintegral ist ja die resultierende lVIassenkraft). Der Korper wird also 
als ein Teil des Mediums selbst angesehen, was wegen der allgemeinen Gultigkeit 
des Impulssatzes durchaus erlaubt ist. Es ergibt sich dann nach Streichen der 
instationaren Glieder: 

- A = I I [e v W n + P cos (n, y)] df + 
t 

- II [PXy cos (n, x) + (pyy + p) cos (n, y) + PZy cos (n, z)] df. 
t 

(28) 

Anderseits kann aber der Korper auch durch eine zweite, unmittelbar an der 
Korperoberflache verlaufende Kon
trollflache ausgeschlossen und von 
jeder lVIassenkraft abgesehen werden. 
An der Korpero berflache verschwindet 
der Impuls£luB, und der Auftrieb er
gibt sich dort als Integral uber die in 
y-Richtung wirkenden Druck- und 
Reibungskrafte. Er ist den auf das 
Medium ausgeubten Oberflachen
kraften entgegengesetzt: 

II [PXy cos (n, x) + Pyy cos (n, y) + 
Oberfliiche 

+ PZy cos (n, z)] df = - A. 

/ 

Abb . 73. Auftrieb und Widerstand. 

Nach Einsetzen in Gl. (4) und Streichen der instationaren Glieder und der 
lVIassenkrafte ergibt sich wieder Gl. (28). 

In Gl. (28) enthalt das zweite Integral die Reibungskrafte an der KontroIl
£lache, welche zunachst nicht gestrichen werden diirfen. Es zeigt sich allerdings, 
daB sie selbst fUr die Ermittlung des Widerstandes (nachster Abschnitt) bereits 
kurz hinter dem Korper bedeutungslos sind, so daB fUr den Auftrieb auch bei 
reibenden Flussigkeiten in geringer Entfernung vom Korper geschrieben werden 
kann: 

A = - II [e v Wn + P cos (n, y)] df = 
t 

= - I I [e v W n + (p - Pool cos (n, y)] df· 
t 

(29) 

Die Projektion einer geschlossenen Flache auf eine beliebige Ebene 
verschwindet, weil zwei gegenuberliegende Teile der Flache entgegengesetzte 
Beitrage zum Integral liefern: 

I I cos (n, x) df = JJ cos (n, y) df = I I cos (n, z) df = O. (30) 
t t t 

Folglich kann in Gl. (29) der Druck p durch die Differenz p - Poo von Druck 
und Anstromdruck ersetzt werden. 

Nicht aIle Storungen, welche ein Korper in einer Stromung hervorruft, 
klingen so stark ab wie die durch Reibung bedingte Verzogerung der Teilchen. 
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Bei ebener Stramung (aIle GraBen unabhangig von z) ergibt sich Auftrieb dann, 
wenn unter dem Karper Uberdruck - also Untergeschwindigkeit -, uber dem 
Karper Unterdruck - also Ubergeschwindigkeit - herrscht. Das entspricht also 
Zusatzgeschwindigkeit zur Anstramgeschwindigkeit U oo uber dem Karper, 
negative Zusatzgeschwindigkeiten unter dem Karper oder eine Wirbelstramung 
in Uhrzeigerrichtung, welche sich der Anstramung uberlagel'll. Mit dem 
Auftrieb muB demnach Zirkulation verbunden sein. 

1st nun die Stramung im Anstramgebiet wirbelfrei, so muB sie nach dem 
Thomsonschen Satz bei reibungsloser Stramung auf allen mit del' Stramung 
wandel'llden geschlossenen Kurven wirbelfrei bleiben (Abb.74). Keine diesel' 
Kurven umschlieBt ja das ganze Profil, so daB es keinen Widerspruch bedeutet, 
wenn eine das Profil umschlieBende Kurve Zirkulation aufweist. Jedoch kannen 
zwei den Karpel' umschlieBende Kurven zu aus dem Anstramgebiet stammenden 
Kurven zusammengefugt werden. Daraus folgt , daB die Zirkulation fur alle 
Kurven, die nur durch drehungsfreies Gebiet getrennt sind, konstant sein muB. 

Die ebene Stramung im Raum betrachtet, ergibt einen in z-Richtung beider
seits ins Unendliche reichenden Wirbel. Auch bei einem endlich breiten Karpel' 

,--------, , , , , 
, I 

I I 
L _r _____ J 

t, 

muss en nach dem Helmholtzschen Wirbelsatz die 
Wirbelrahren in das Unendliche reichen (oder ge
schlossen sein) . Die Wirbel biegen an den Enden 
einer endlichen tragenden Flache urn und setzen 
sich stromabwarts fort. Die Wirbelfaden kannen 
auch im Versuch stromabwarts weit verfolgt werden, 

Abb . 74. Massenfeste KUIve in zwei 
Zeitpunkten. denn die Geschwindigkeitsunterschiede klingen 

auch durch Reibung nur langsam abo 
Auch VerdichtungsstaBe an Karpel'll, welche mit UberschaUgeschwindigkeit 

fliegen, ragen weit in die Stramung hinein. Es wird gezeigt werden, daB die 
StoBintensitat bei ebener Stramung nur mit del' Wurzel aus dem Abstand yom 
Karper abklingt. 

In jedem Fall gibt es aber stets ein Abklingen der Starung, so daB die FJache f 
nur groB genug gewahlt zu werden braucht, f = foo, urn beliebig kleine Starungen 
auf ihr zu erhalten. Es genugt dann, im Integranden yon G1. (29) die Glieder 
erster Ordnung zu berucksichtigen. Mit GJ. (1) ist: 

A = - J J [eoo Uoo v cos (n, x) + (p - Pex:;) cos (n, y] df. 
too 

Fur eine verlustfreie Stramung kann nun ein Druckunterschied durch einen 
Geschwindigkeitsunterschied ausgedruckt werden. Es ist nach binomischer Ent
wicklung 

= u - Uex:; + u;o [( u:' ) 2 + (u:) 2] + ... , 
also in erster Naherung die Schwankung der Geschwindigkeit gleich der Schwan
kung der u-Komponente, wenn die Schwankungen aller Geschwindigkeitskom
ponenten von gleicher GroBenordnung sind. In Ausnahmefallen, wie an einem 
achsensymmetrischen Karper (Abschnitte VII, 4; VIII, 3) oder bei Schallnahe 
(Abschnitte IX, 5, 6) bedarf es einer besonderen Untersuchung. 

Aus der differenzierten Form der Bel'lloullischen G1. (II, 51) ergibt sich dann in 
erster Naherung: 

(}ex:; Uex:; (u - uoo ) = - (p - pex:;) + ... 
und folglich mit G1. (30) 

A = - J J (}ex:; Uex:; [v cos (n, x) - u cos (n, y)] df. 
too 
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Wird die Zunahme der Flache df positiv gerechnet, wenn in positiver z-Richtung 
und auf der Schnittkurve der Flache t mit einer Ebene z = konst. gegen den 
Uhrzeigersinn (Abb. 73: Pfeilrichtung) fortgeschritten wird, so ist: 

cos (n, x) dt = + dy dz; cos (n, y) df = - dz dx 

und folglich 

A = - (};x, U oe J [J (u dx + v dy)] dz. 
f", 

In der eckigen Klammer steht die Zirkulation r auf einer Kurve in einer Ebene 
z = konst. 

A = - (joe U oe J r dz. (33) 

Die Integration uber z ist uber das Gebiet r =1= 0 zu erstrecken. r kann auf 
irgendeiner Kurve in Ebenen z = konst. gebildet werden, auBerhalb deren 

au -~=O ist. 
oy ax 

Bei ebener Str6mung ist r unabhangig von z. Es ergibt sich dann mit b als 
Fliigelbreite: der K utta-J oukowskische Satz: 

A = - (joe U oe r b, (34) 

mit r als Zirkulation uber irgendeine Kurve urn den Korper im drehungsfreien 
Gebiet. Auftrieb herrscht bei negativer Zirkulation, d. h. bei Zirkulation im 
negativen Drehsinn. 

In den meisten Lehrbiichern findet man in Gl. (34) das umgekehrte Vorzeichen. 
Dann miiJ3te aber hier die Zirkulat,ion als positiv definiert werden, wenn sie in 
negativem Drehsinn erfolgt. 

In anisentroper Stromung kann dieser Satz nicht mehr gelten. In ihr andert 
sich die Zirkulation einer massenfesten Kurve nach G1. (25) mit der Zeit, unter
scheidet sich also auf den einzelnen Kurven urn ein Profi1. 

7. Widerstand und Schuh in stationarer Stromung. 
Urn die in Richtung der Anstromung wirkenden Krafte zu erhaIten, kann 

ganz entsprechend wie bei der Ermittlung des Auftriebes vorgegangen werden. 
Hat der Korper keinen Antrieb, so verzogert erim allgemeinen das ihn umflieBende 
Medium und vermindert damit dessen BewegungsgroBe. Ais Ursache dafur 
kommt die innere Reibung in Frage, welche unmittelbar am Korper in den 
Reibungsschichten sehr graB sein kann. Aber auch VerdichtungsstoBe bringen 
Verluste. Ein Teilchen, welches einen StoB durchlaufen hat, besitzt erhohte 
Entropie in groBerem Abstand hinter dem Korper, wo praktisch wieder Anstrom
druck Poe herrscht, also erhohte Temperatur gegenuber dem Anstromzustand. 
Wird lediglich der StoBverlust betrachtet, von Reibung also abgesehen, so gilt 
fUr das Teilchen der Energiesatz (II, 7). Bei erhohter Temperatur muB also die 
Geschwindigkeit und damit die BewegungsgroBe im "Nachlauf" des Korpers 
verringert sein. 

Ein Schub entsteht immer dann, wenn einem Medium eine BewegungsgroBe 
erteilt wird. Dies braucht naturlich keineswegs in Anstromrichtung zu erfolgen. 
Jedoch soIl hier nur der einfachste Fall, daB der Schub dem Widerstand genau 
entgegengesetzt ist, behandelt werden. Eine Verallgemeinerung bietet keine 
Sch wierigkeiten. 

Die Erhohung der BewegungsgroBe kann dadurch erfolgen, daB das um
stromende Medium am Korper beschleunigt wird, wie es beim Flugzeugpropeller 
und bei der Schiffsschraube der Fall ist. Auch die modernen Flugzeugantriebe 
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("Dusenantrieb", Argusrohr-V 1, Lorinantrieb) arbeiten im wesentlichen auf dieser 
Grundlage. Bei ihnen wird die Luft zunachst verdichtet, sodann wird sie durch 
Brennstoffzufuhr erhitzt, schlieBlich wieder expandiert und mit erhahtem Impuls 
ausgestoBen. Die Masse hat sich dabei allerdings um den Treibstoff vermehrt, 
jedoch ist dieser Zusatz wegen des hohen Energieinhaltes der Treibstoffe un
wesentlich (Abschnitt 1,4). 

Bei Pulver- und Flussigkeitsraketen erfolgt der Antrieb durch die Beschleuni
gung von Materie, welche der Flugkarper mit sich triigt. Auf einer den Karper 
umgebenden Kontrollflache ergibt sich ein UberschuB an ausstramender Materie. 
Dies schrankt die Anwendung des Impulssatzes keineswegs ein, der unabhangig 
von Kontinuitatsannahmen aufgestellt wurde. Jedoch ist zu beachten, daB es 
sich wegen der Massenabnahme im Karper nun um einen instationaren V organg 
handelt. Das instationare Glied des Impulssatzes steUt die zeitliche Anderung 
der BewegungsgraBe im Karper dar. Sind die Zustande in der Schubduse zeitlich 
unverandert, wird also lediglich der im Karper ruhig liegende Treibstoff verbraucht, 
wie es im normalen Raketenbetrieb der Fall ist, so verschwindet in einem mit dem 
Karper fest verbundenen Koordinatensystem das instationare Glied des Impuls
satzes, und das Folgende gilt auch fUr Raketenantriebe. 

Die Kraft K, welche sich als Schub oder Widerstand in x-Richtung auBert, 
sei positiv, wenn die Luftkrafte in positiver x-Richtung auf den Karper einwirken 
(Widerstand). Sie ist also (ganz entsprechend wie beim Auftrieb) als negative 
resultierende Massenkraft im Impulssatz einzufuhren. Damit ergibt sich 

K = - II [e u Wn + P cos (n, x)] df + 
t (35) 

+ II [(p",,,, + p) cos (n, x) + Py", cos (n, y) + Pz", cos (n, z)] df. 
t 

Wird von Reibungskraften abgesehen oder wird die Kontrollflache groB 
genug gewahlt, so daB die Reibungskrafte auf ihr bedeutungslos werden, so ist 
die Widerstands- (K > 0) oder Schubkraft (K < 0) : 

K = - JJ [e u Wn + P cos(n, x)] df = 

t (36) 
= - I I [e u Wn + (p - p=) cos (n, x)J df· 

t 
Die starken Reibungskrafte entstehen dadurch, daB das Medium am Karper 

zu valliger Ruhe abgestoppt wird. 1m Nachlauf hinter dem Karper werden 
diese langsamsten Teile sehr rasch auf Geschwindigkeiten beschleunigt, die mit 
der Anstramgeschwindigkeit vergleichbar sind. Damit nehmen die Reibungs
kriifte aber im Nachlauf sehr rasch ab, so daB sie bereits im Abstand von etwa 
einer Korperldnge nicht mehr berucksichtigt zu werden brauchen. Da es sich 
uberwiegend um turbulente Vorgange handelt, ist eine exakte theoretische Ver
folgung der Vorgange nicht maglich. Jedoch ist diese Tatsache auch durch 
Versuche genugend gefestigt, indem der Widerstand eines Karpers durch Aus
messen des Impulses im Totwasser (Abschnitt XII, 1) unter Anwendung von 
Gl. (36) bestimmt werden kann. Die Berechtigung einer Vernachlassigung der 
Reibungskrafte ergibt sich dann, wenn sich mit Gl. (36) dieselben Werte fur 
den Widerstand unabhangig vom Karperabstand ergeben. 

Fur den Widerstand eines Karpers, der keine Energie (weder mechanische 
noch thermische Energie) und keine M9,sse an das umstramende Medium ab
gibt, lassen sich noch genauere Angaben machen. Es sei wieder eine Kontroll
Wiche /00 gewahlt, welche so groB ist, daB im Integral (35) und (:36) nur die 
Glieder erster Ordnung beruchichtigt zu werden brauchen. Die Reibungskrafte 
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auf der Kontrollflache too konnen dann wieder vernachlassigt werden, was die 
folgende Ableitung etwas vereinfacht. 

Mit G1. (36) ergibt sich entsprechend zur Ableitung des Kutta-Joukowskischen 
Satzes des letzten Abschnittes: 

-K = + If [uoo e Wn + (u-uoo ) e Wn + (p-Poo) co;; (n, x)] dt = 
t 

= If [uoo eoo (u - uoo ) + (p - Pool] cos (n, x) df· 
too 

Der erste Summand im ersten Integranden faUt wegen der vorausgesetzten 
Quellfreiheit [G1. (2)] weg. 

Aus der Entropiedefinition ergibt sich fur Zustande, welche sich nur wenig 
vom Anstromzustand unterscheiden: 

Too eoo (s - soo) = eoo (i - ioo) - (p - Pool 
und folglich: 

-K UOO =!I [Ubo eoo (u - u oo ) + Uoo eoo (i - ioo) + 
too 

- U oo eoo Too (s - soo)] cos (n, x) dt, 

oder unter Verzicht auf die Linearisierung: 

K U oo = f f [- ~2 - i + Too (S-soo)] e Wn dl· 
too 

Die ersten beiden Summanden sind die einzigen Glieder, welche im Energie
satz GI. (5) noch ubrigbleiben, wenn bei stationarer Stromung und Fehlen 
auBerer Krafte auf der Kontrollflache von Reibungsarbeit und dann natiirlich 
auch von Warmeleitung abgesehen werden kann. 1m letzten Summanden der 
obigen Gleichung kann Soo auch weggelassen werden. seWn ist ein Entropie
strom oder EntropiefluB, die Menge an Entropie, welche pro Zeit- und Flachen
einheit flieBt. Sie bleibt innerhalb des Gebietes, in welchem keine Entropie
anderung mehr stattfindet, konstant, weshalb 100 durch irgendeine Flache f 
ersetzt werden kann, welche aIle vom Korper in der Stromung verursachten 
Entropieanderungen umfaBt. Mithin gilt fur den Widerstand K eines Korpers7 : 

K U oo = TooIf (s-soo) e Wndl = Too!! 8 e Wn dt· (37) 
t f 

K U oo ist die Leistung, welche zum Schleppen des Korpers im ruhenden 
Medium aufgebracht werden muB. Sie ist gleich der Anstromtemperatur mal dem 
Entropiestrom durch eine Flache, welche aile vom Korper verursachten Entropie
anderungen umschlieBt. Es gibt Falle, bei welchen sich die Entropieanderungen 
weit stromab vom Korper erstrecken. Beispielsweise verursacht das Auflosen 
der von einer tragenden Flache ausgehenden \Virbelbander noch Entropie
anderungen. Der Nachlauf von StoBen weist Temperaturunterschiede auf, 
deren Ausgleich auch noch Entropieanstiege erzeugt. Diese sind allerdings gegen 
die Entropieunterschiede, welche von den StoBen herruhren, so gering, daB sie 
im allgemeinen - wie die Reibungseinflusse auf der Kontrollflache - vernach
lassigt werden konnen. 

Der Satz (37) enthalt die Aussage, daB ein Korper, welcher von einem reibungs
freien Medium umstromt wird, keinen Widerstand aufweist (d'Alembertsches 
Paradoxon). Dies gilt naturlich nur dann, wenn die Stromung hinter dem Korper 
wieder in den Anstromzustand ubergeht, also keine Energie ins Unendliche 
getragen wird. 

Oswatitsch, Gasdynamik. 11 
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Ferner haben nach G1. (37) VerdichtungsstoBe stets Widerstand zur Folge. 
Wenn der Entropieanstieg im StoB auch sehr klein ist, so erstreckt sich dieser 
jedoch in groBe Entfernungen vom Korper, so daB sich stets ein wesentlicher 
Betrag ergibt. 1m Gegensatz dazu wurde am Ende vom Abschnitt 5 festgestelIt, 
daB eine Entropieanderung bei kleinen Storungen in erster Naherung noch zu 
keiner Zirkulationsanderung fuhrt, also noch naherungsweise wirbelfrei gerechnet 
werden darf. 

Die Aussage von G1. (37) ist nahe verwandt mit einem Satz der Thermo
dynamik *, wonach die Verminderung der N utzarbeit einer Warmekraftmaschine 
gleich der Entropieerhohung des gesamten Systems multipliziert mit der Um
gebungstemperatur ist. 
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v. Spezielle Anwendungen der Integralsatze. 
1. Carnotscher Sto6verlust, Mischvorgange. 

Es sei in einem Rohr eine stufenformige Erweiterung angenommen (Abb. 75). 
Das Medium, welches stationar mit angenahert konstanten Zustanden durch den 
Querschnitt 11 einstromt, wird sich nach starkerer Durchwirbelung in der Nahe 
der Stufe spater wieder beruhigen und mit angenahert konstanten Zustanden uber 
den Querschnitt I weiter stromen. Von den Reibungskraften an der Rohrwand sei 
abgesehen. Ihr EinfluB bedarf fur genauere Rechnungen einer gesonderten 
Untersuchung. Als "KontrollfIache" diene die Rohrwand, erganzt durch die 
Querschnitte 11 und I. Nach Streichen der instationaren Glieder und der Glieder, 
welche auBere Krafte, Reibungskrafte und Warmezufuhr berucksichtigen, bleibt 
von den GI. (IV, 2), (IV, 4) und (IV, 5) : 

e WI = 1?1 Wrfl; Kontinuitatsbedingung. 

(e W2 + p) I = (el W12 + PI) 11 + P2 (f - 11); Impulssatz. 

(~2 + i) e WI = (~12 + il) el WIll; Energiesatz. 

* STODOLA: Dampf- und Gasturbinen, 6. Aufl., S. 1057. Springer-Verlag 1924. 
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Der Energiesatz kann mit der Kontinuitatsbedingung sofort auf die bekannte 
Form Gl. (II, 6) gebracht werden. Da an der Rohrstufe nicht mit einheitlichen 
Zustanden uber den Querschnitt gerechnet werden kann - in der Mitte ist 
Stromung, auBen Ruhe -, falIt dieser Vorgang bereits aus dem Rahmen der 
einfachen Stromfadentheorie heraus (wenn man mit dieser arbeiten wolIte, ware 
P2 (f - 12) als auBere Kraft einzufuhren). 

Ohne weitere Rechnung kann gesagt werden, daB es zu jedem Anstromzustand 
mindestens zwei Losungen geben wird. Es kann namlich jedem Endzustand 
noch ein zu diesem gehoriger VerdichtungsstoB oder VerdunnungsstoB hinzu
gefugt werden, der auch Losung des Gleichungssystems sein muB. Ein Verdun
nungsstoB ist allerdings nach dem zweiten Hauptsatz unzulassig, er muB aber im 
Gleichungssystem enthalten sein und wird erst ausgeschieden, weil er im Wider
spruch zum zweiten Hauptsatz der Warmelehre Entropieabfall eines abgeschlos
senen Systems ergibt. Hier entspricht das Anfugen eines "VerdunnungsstoBes" 
nur einer mathematischen Konstruktion. Physikalisch handelt es sich urn einen 
einzigen verwickelteren Vorgang, von dem zu untersuchen ist, ob er im ganzen 
zu einem Entropieabfall fuhrt, bevor uber 
seine Realisierbarkeit entschieden wird. 

Bei Unterschallstromung im Querschnitt 

;?////ffl//////# #///f////f/fkW//#/1 

--~ 
...... 11 (Ml < 1) stellt sich dort der Druck P2' ...... ' 

welcher am Austritt herrscht, ein (bis auf --~ ! 
den zu vernachlassigenden Druckabfall durch ~//ll/d7///7/////////Il///////////lI7;;; 

PI 
Reibung). Bei Ml > 1 sind zwei FaIle zu 
unterscheiden. 1st in I die Mach-Zahl M < I, 

Abb. 75. Carnotscher StoBverlust. 

so ist der Druck in I durch die Verhaltnisse stromabwarts bedingt. P ist also ge
geben und im einfachsten Fall, daB das Rohr in I endet, gleich dem Umgebungs
druck. Das Gleichungssystem enthalt dann (), W und P2 als einzige Unbekannte, 
die sich also eindeutig berechnen lassen. 1st hingegen M > I, dann ist (), W, P 
und P2 unbekannt. Die erst en drei GroBen lassen sich nur als Funktion von P2 
bestimmen. Dieser "Totraumdruck" ist durch das Gleichgewicht zustromender 
langsamer Reibungsschichtmaterie und am Totraumrand mitgerissener Materie 
bedingt. Eine Berechnung von P2 kann also nur auf Grund einer theoretischen 
Verfolgung turbulenter Vorgange erfolgen und ist bis jetzt nicht gelungen. 
Die Behandlung des letzten FaIles (M1 > 1, M > 1) ist ohne Berucksichtigung 
der Reibungsvorgange iiberhaupt nur von theoretischem Interesse. Bei Uber
schallstromungen stellen sich namlich konstante Zustande uber den Querschnitt 
nur sehr langsam ein, wahrend die Rohrreibung (Abschnitt II, 13) bereits auf 
verhaltnismaBig kurzen Strecken von ausschlaggebender Bedeutung ist. 

Bei dichtebestandigen Stromungen sind, da () = (}1 und PI = P2 ist, W und P 
aus Kontinuitatsbedingung und Impulssatz allein zu berechnen. Es ergibt sich 
der Verlust an der Stufe aus der Differenz an kinetischer Energie, welche das 
Medium annimmt, wenn es vor und nach dem Verlust auf denselben Druck 
gebracht wird ("Carnotscher Stof3verlust"). Der Verlust ergibt sich unabhangig 
davon, bei welchem Druck man vergleicht, einfach als Differenz der Ruhedrucke 
oder " Gesamtdrucke". Bei kompressiblen Medien wurden sich dabei abhangig 
vom Bezugsdruck verschiedene Differenzen an kinetischer Energie ergeben. 
Auch hier ist die Entropie das gegebene MaB fur die Beurteilung von Verlusten. 

Die Auflosung des Gleichungssystems fur id. Gase konst. sp. W. nach W ergibt: 

W _ M* _ 1 [1 + M 2 + P2 ( f I) ± 
~ - M;.* - ()e+Tf]i17 U 1 r;; t;-

±V(MI2_1)2+2(I+UMI2) :: (£ -I)+(::r(~ -IY). 
(1) 
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Die beiden Parameter ~ und -If treten stets nur in einer bestimmten Ver-
PI I 

bindung auf. Da die kritische Schallgeschwindigkeit c* bei der einfachen Form 
des Energiesatzes ungeandert bleibt, kann WjW I = M*jMI * gesetzt werden. 
Fur I = 11 ergibt sich bei positivem Vorzeichen der Wurzel die Identitat W = WI' 
bei negativem Vorzeichen Verdichtungs- und VerdunnungsstoB, je nachdem, ob 
Ml > 1 oder Ml < 1 ist. 

Entropieanstieg oder Ruhedruckverlust ergibt sich am einfachsten wie folgt 
aus Energiesatz und Kontinuitatsbedingung: 

8-81 = (x-I) InPl~ =ln~- (x - 1) In~ = 
Cv Po Tl (il 

=In[I+ % 21 MI2(1--::2)]-(x-I)ln ~;1. 
(2) 

Hierinist :1 aus Gl. (1) einzusetzen. Das Verhaltnis des Druckes p zum Druck Ps> 

welchen das Medium ohne Verluste bei der Geschwindigkeit W angenommen 
hatte, ist dem Ruhedruckverhaltnis gleich: 

8 --81 
----

.IL = .J!'L = e C'f)-CV (3) 
Ps PI0 

da bei gleichen Geschwindigkeiten auch die Temperaturen ubereinstimmen und 

sich folglich .L wie .BL. aus dem Entropieanstieg errechnet. 
Ps PI0 

Fur gegebenen Druck ist W aus Kontinuitatsbedingung und Energiegleichung 
allein zu gewinnen: 

:1 = :;.: = Vi+ % 2 1 ~12 +(%-1 1 '~D-:l {r-
-(% I 1 ~12 :1- £). 

(4) 

Die Verluste ergeben sich dabei wieder aus Gl. (2). 
Es ergibt sich Unterschallgeschwindigkeit in f (M* < 1) fur: 

pi, M12 

r;; 7:;> M 1*' (.5) 

Fur sehr groBe Werte von ..'L -II geht M* gegen sehr kleine Werte, also gegen 
PI I P I 

inkompressible Stromung, fur sehr kleine Werte von --T gegen den moglichen 
~ Pll 

Maximalwert M* = I, _%_-. 
V %-1 

Bei gegebenem L errechnet sich ~ aus Impulssatz unrl Kontinuitats-
bedingung zu: PI PI 

J!J.. (..L-I) = L..L + x MI2...!!':..- (1 + x 2l1}). (6) 
PIlI PIlI WI 

Es durfen die Vorgaben dabei nie so getroffen werden, daB das Verhaltnis P2_ 
PI 

den Wert des senkrechten VerdichtungsstoBes ubertrifft. Sonst lauft namlich 
eine StoBwelle stromaufwarts und die Uberschallstromung im Querschnitt I I 
bricht zusammen. 

In ahnlicher Weise, wie hier der Carnotsche StoBverlust behandelt wurde, 
lassen sich auch die verschiedensten Mischvorgdnge (Abb. 76) durchrechnen*. 

* Handbook of Supersonic Aerodynamics, section 4 (1950), Navord Rep. 1488. 
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Zu beachten ist, daB sich dann der Energiesatz nicht als Summe von Energie 
der Form (II, 7) ergibt, sondern daB sich die DurchfluBmenge als Faktor nun 
nicht mehr wegkiirzen liiBt. Sind die Stoffkonstanten 
der Anteile verschieden, so ergeben sich die Stoff.. })"'b"''''M'''A'>'>'''-''''",,'''''?'&'>'>,->,»'' 

konstanten der Mischung aus den thermodynami-
schen Mischregeln. In vielen Fallen (Einspritzen 
von Treibstoff in Luft) iiberwiegt der eine Anteil '7/'''''''''''''''''''''''''''''''''''''' 
so sehr, daB die Anderung der Stoffkonstanten zu '?'. 
vernachlassigen ist. Stets wird es sich empfehlen, Abb. 76. Mischvorgang. 

neben den Verhaltnis3en der Geschwindigkeiten, 
Drucke, Dichten usw. Machsche Zahlen einzufiihren. Das Auftreten von M 1 

und " in den Formeln (1) und (4) ist schlieBlich nur ein spezielles Ergebnis der 
allgemeinen Ahnlichkeitssatze. 

2. Strahlkontraktion, Borda-Miindung. 

Es sei der stationare AusfluB aus einer beliebig geformten Offnung eines 
Kessels betrachtet. Zur Aufrechterhaltung der stationaren Stromung mag der 
Kessel durch ein senkrecht zur Richtung des AusfluBstrahles gerichtetes Rohr 
gespeist werden. Dann entsteht durch das Nachfiillen des Kessels keine Wirkung 
in Strahlrichtung (x-Richtung). Die Kraft K, mit welcher der Kessel gegen die 
x-Richtung gedriickt wird, muB gleich den resultierenden Massenkriiften sein, 
welche aufgebracht werden miissen, um den Kessel 
in Ruhe zu halten: 

K = + JJ I e X dx dy dz. 
B 

Um den Kessel sei durch die ruhende Luft vom 
Drucke Pa und quer zu dem auf einen Parallelstrahl 
vom Querschnitt f' sich zusammenziehenden Aus
fluBstrahl eine "Kontrollflache" gelegt (Abb. 77). Von 
Reibung werde abgesehen. Dann fallen alle Ober
flachenkriifte weg, da Pa auf der ganzen Kontroll
flache herrscht, und es bleibt: 

K = + e W2/,. 

r--- -------, 
I 
I Pa 
I 
I 
I 
I 
I -

Die auf den Kessel ausgeiibte Kraft setzt sich 
Abb . 77. Ausflull aU8 eiDem Kessel. 

anderseits nur aus Druckkraften auf die Kesselwand zusammen. Es ist: 

K = - JJ (p - Pal cos (n, x) dl· 
Kesselwand 

1st Po del' Ruhedruck im Kessel, so kann mit I als Miindungsquerschnitt 
senkrecht zur Strahlrichtung folgende Summe: 

(Po - Pal I + JJ (Po - Pal cos (n, x) dt = JJ (Po - Pal cos (n, x) df = 0 
Kesselwand geschl. FIache 

belie big addiert oder subtrahiert werden. Damit ist 

e W2 f' = f (Po - Pal + II (Po-p) cos (n, x) dt· 
Kesselwand 

e W2 im Strahle beim Drucke Pa ist mit der Bernoulli-GIeichung (II, 52) und Isen
tropengleichung (1,27) durch Po und P allein auszudriicken: 

e W2 = it 2 '\ Po (:J + [1 _ (:J x -:-1] = it 2 '\ P [( ~o ) u -:-1 _ 1]. (7) 
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e W2 fur P = Pa eingesetzt, ergibt fur die Strahlkontraktion: 
x~1 

f' 
7 ~2--:-x _[(PO_I) +~ff PO~JLcos(n,x)dl]. 

x-I Pa t. Pa _ 

(:: ) " _ 1 Kesselwand 

(8) 

Da der Druck an der Kesselwand nicht gral3er als der Ruhedruck sein kann 
(Po> p) und in der Umgebung der Dusenmundung, wo allein 
wesentliche Differenzen Po - P auftreten, cos (n, x) positiv 
ist, ist das Integral in Gl. (8) stets positiv. Es ergibt sich die 
starkste Strahlkontraktion, wenn das Integral verschwindet, 
wenn also iiberall an der Wand Po = P ist. Dies ist bei der 
Borda-Mundung der Fall. Sie ist stark in den Kessel herein

Abb.78. Borda- gezogen (Abb. 78), so dal3 der Druck erst an der scliarfen; 
mtindung. 

nach innen gerichteten Kante vom Werte Po auf Pa abfallt. Die 
Strahlkontraktion ergibt sich dann aus dem ersten Summanden in der eckigen 
Klammer von Gl. (8) allein und ist in diesem einfachen Faile also berechenbar. 

3. Strahlablenker bei stationarer Stromung. 
Ein aus einem Rohre in x-Richtung austretender Strahl (Abb. 79) werde 

von einem Strahlablenker aufgefangen und in die Richtung n abgelenkt. Die 
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Abb. 79. trahlablenker. 

Zustande iiber dem Stramungsquerschnitt seien 
konstant, Reibung spiele keine Rolle. Welche 
Kraft ubt die Stramung in x-Richtung und 
normal zur x-Richtung (y-Richtung) auf den 
Strahlablenker aus? 

Wenn UberschaUgeschwindigkeit herrscht, 
braucht der Druck P am Ende des Strahl
ablenkers nicht dem Aul3endruck Pa gleich zu 
sein. 1m Austrittsquerschnitt 11 des Rohres 
kann sich der Druck PI auch bei UnterschalI
geschwindigkeit von Pa unterscheiden, wenn der 
Spalt am Rohr genugend klein ist. 

Aus dem Impulssatz Gl. (IV, 4) ergeben sich mit Gl. (IV, 30) die beiden 
Kompouenten der resultierenden Kraft K", und K y , mit welcher der Strahl
ablenker der Stramung entgegengehalten werden mul3: 

Kx = I (e W2 + P - Pal C03 (n, x) - 11 ((!1 W 12 + PI - Pal, 
K y = I (e W2 + P - Pal cos (n, y). 

Welcher Druck mul3 nun im Endquerschnitt t herrschen, damit ein Maximum 
an Kraftwirkung erzielt wird? Offen bar mul3 unter der Voraussetzung konstanter 
Durchflul3menge G = feW der Impulsausdruck 

I = f (e W2 + P - Pal = G W + f (p - Pal 
einen Maximalwert annehmen. Die Ableitung von I nach P mul3 verschwinden. 
Fur diese ergibt sich mit Gl. (II, 51) 

dI dW I dl dt 
dp = f (! W dP + f T (p - Pal dP = (p - Pal dp-· 

Abgesehen von der kritischen Geschwindigkeit, ist :1 =to 0, d. h. I hat einen 
Extremwert, wenn P = Pa ist. Fiir P = Pa ist P 

~I ~ ~I ~ 
dp2 = dp + (p - Pal dp2 = dp· 
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Bei Uberschallgeschwindigkeit, fur welche allein der Fall P =1= Pa Bedeutung 

hat, ist ;~ < 0, d. h. lund damit K x und K y haben M aximalwerte, wenn P = Pa 

ist. Dann wird 
Kx = G W cos (n, x) -G W1- 11 (Pl-Pa), 
Ky = G W cos (n, y). 

(10) 

Dieses wichtige Resultr t gilt unabhangig davon, ob Warme zugefiihrt wurde 
oder nicht. 

Der groBtmogliche Schub Kx in x-Richtung wird naturlich bei einer Um
lenkung von 1800 [cos (n, x) = -1] erreicht. Die Austrittsgeschwindigkeit W 
aus dem Strahlablenker hangt dabei vom Druckverhaltnis abo Sie erreicht den 
Hochstwert beim AuBendruck Pa = 0, namlich die stationare Maximalgeschwindig
keit (G1. II, 30). Es ist fUr die Anwendung bemerkenswert, daB sich W auch bei 

einem Druckverhaltnis von ~ = 0,001 noch wesentlich von W max unterscheidet 
Po 

(Tab. II, 3). In dieser Hinsicht ist also selbst ein so kleiner AuBendruck Pa noch 
keineswegs als Vakuum anzusprechen. 

4. Scbaufelgitter. 

Fur den Bau von Turbinen und Verdichtern interessiert die stationare Stromung 
durch Schaufelgitter (Abb. 80). Sie ist fUr kompressible Medien von A. BETZI 
bearbeitet worden. 

Hier soIl nur die verlustfreie Stromung behandelt werden. Es verlaufe x in 
Richtung und y quer zur Richtung der Schaufelreihe, mit den Indizes 1 und 2 
werden die Zustande vor und hinter dem Gitter 
bezeichnet. a sei der Abstand der Schaufeln, die 
" Gitterteilung" , und b die Lange der Schaufeln 
(normal zur Zeichenebene gemessen). Die 
Kontrollflache werde von zwei benachbarten / / / / / 
Schaufeln und dem Austritts- und Eintritts
querschnitt gebildet. Die Kraftkomponenten K x 

und K y' welche das stromende Medium auf eine 
Schaufel in x- und y-Richtung ausiibt, ergeben 
sich als entsprechende Druckintegrale uber die 
Schaufeloberflache. Da an allen Schaufeln die 
gleichen Verhaltnisse herrschen, kann die Inte

Abb. 80. Schaulelgitter. 

gration uber eine einzige Schaufel ausgefiihrt werden, anstatt iiber die einander 
zugekehrten Seiten zweier benachbarter Schaufeln. Zunachst ergibt die Kon
tinuitatsgleichung (IV, 2): 

!h V l = 122 V 2· 

Dann folgt aus den Impulssatzen G1. (IV, 4): 

Kx = Jf P cos (n, x) dl = a b [121 VI 'Ill - 122 V 2 'U2] = a b 121 VI ('Ill - 'U2 ), 
Schaufel 

K,II = Jf P cos (n, y) df = a b [PI - P2 + 121 Vl(Vl -V2)]. 
SchaufeI 

(11) 

(12) 

Bei inkompressiblen Medien lautet die Kontinuitatsbedingung VI = V 2, womit 
in der Gleichung fUr Ky nur eine Druckdifferenz stehenbleibt. 

K y entspricht bei einer einzigen Schaufel in unendlicher Stromung deren 
Widerstand. Wahrend letzterer bei verlustloser Stromung verschwiudet 
{d'Alembertsches Paradoxon), uuterscheidet sich Ky von Null. Es ist also ent-
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scheidend, daB es sich hier urn ein unendlich langes Schaufelgitter handelt. In 
der Praxis ist es zwar nicht unendlich lang, aber kreisformig geschlossen. 

Die folgenden Ausfuhrungen beziehen sich auf das id. Gas konst. sp. W. 
Eine Verallgemeinerung auf irgendwelche andere Medien ist ohne wei teres mog
lich, wenn die entsprechenden Zustandsgleichungen bekannt sind. 

Wird in G1. (II, 52) mit G1. (II, 30) die Ruheschallgeschwindigkeit Co ein
gefuhrt, so ist 

Zusammen mit der Kontinuitatsbedingung (11) kann dann bei gegebenem An
fangszustand u l ' VI> (h usw. eine der GroBen u 2, V 2, Ih' P2 durch eine andere von 

Abb. 81. Leitlinien fiir Zustandsiinderungen 
dUICh Schaufelgltter (nach A. BETl.). 

Ihnen ausgedruckt werden, wobei Zweideutig
keiten auftreten konnen. Damit kann in den 
Gl. (12) K", und K y durch den Anfangszustand 
und durch eine einzige GroBe des Endzu
standes, etwa P2' dargestellt werden. Wird 
als Parameter stets der Anfangszustandu1 = 0, 
v = Va eingefiihrt, so ergibt sich nach kurzer 
Rechnung folgender Zusammenhang zwischen 
u2 und v2 ("Leitlinien"): 

1 - x 2 1 [( :: ) ~ + (~: ) 21 = 1'3 

( ~: ) x-I . (:: ) x-I [ 1 _ ~-2 ~ ( ~: ) 2]. ( . ) 
Diese Kurven sind in der Geschwindigkeits

ebene (Abb. 81) mit ~ und ~ als Koordi-
Co Co 

naten eingetragen. Der Kurvenparameter ist 
einfach der Wert auf der v-Achse. :Fiir einen 

beliebigen Anfangszustand ~, ~ konnen die 
Co Co 

moglichen Endzustande auf derselben Leitlinie 
abgelesen werden. 

Das Verhaltnis ~ hangt nur von ~2 = (3!..)2 + (~)2 ab (das gilt natiirlich 
Po Co Co Co 

auch fur -.!L ), ist also auf Kreisen konstant und kann dem Diagramm auch direkt 
eo 

entnommen werden. Der Schallkreis ist gestrichelt eingezeichnet. Die Geschwin-
digkeitsrichtung ergibt sich einfach als Richtung des yom Ursprung ausgehenden 
Radialstrahls. Er tangiert die Leitlinien am Schallkreis. Dart ergibt also eine 
kleine Winkelanderung eine groBe Druckanderung. 

Bei Uberschal1geschwindigkeit ergibt eine VergroBerung des Richtungs
winkels einen Druckabfal1, bei Unterschallgeschwindigkeit ist es umgekehrt. 
UberschaBgeschwindigkeit scheint bei hohen Druckverhaltnissen besonders 
geeignet zu sein, was nicht iiberrascht. 

Da die x-Komponente der Geschwindigkeit das Vorzeichen wechseln kann , 
ist (Abb. 81) an der v-Achse zu spiegeln, urn aBe Moglichkeiten der Umlenkung 
in einem Schaufelgitter zu erfassen. 

Ein anderes Problem, welches fur die schal1nahe Stromung groBes Interesse 
besitzt, behandeln J. ACKERET und N. ROTT3. Sie nehmen ein ungestaffeltes 
Gitter an, welches mit sehr hoher Unterschallgeschwindigkeit durchstromt wird. 
Das Gas stromt dann zwischen zwei Schaufeln wie durch eine Laval-Diise. Die 
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Stromdiehte vor dem Gitter f!l U 1 kann bei stationarer Stromung jenen Wert 
nieht ubersehreiten, bei welehem an der engsten Stelle des Gitters gerade im 
Mittel Sehallgesehwindigkeit herrseht. Ml muB also unter einem kritisehen 
Untersehallwert oder uber einem kritisehen Ubersehallwert liegen, andernfalls 
lauft ein StoB instationar stromaufwarts. Angenommen, das Gitter werde mit 
dem kritisehen Ml < 1 angestromt, so gibt es eine Stromung, welehe im Gitter 
auf Ubersehallgesehwindigkeit besehleunigt wird und an des sen Ende die kritisehe 
Ubersehall-Maeh-Zahl erreieht. Dort kann die Stromung in einem StoB wieder 
annahernd auf Ml springen. Der Widerstand, der sieh bei einer solehen Stromung 
ergeben muB, kann naherungsweise mit Hilfe der Stromfadentheorie mit dem 
Impulssatz bestimmt werden. Erstaunlieh ist dabei, daB diese Resultate selbst 
dann noeh mit den Versuehen sehr gut ubereinstimmen, wenn die Gitterteilung a 
den viedaehen Betrag der Flugeltiefe annimmt. Die Reehnungen lassen sieh mit 
Hilfe der in Teil IX abgeleiteten Sehallnaherungen bedeutend vereinfaehen. 

o. Diisenschub. 
Die Kraft K, mit welcher eine stationar durehstromte Duse gehalten werden 

muB (Abb. 82), ergibt sieh einfach als Spezialfall des Strahlablenkers fUr 
(n, x) = 0, G1. (9): 

(14) 

Die Sehubkraft der Duse hat das entgegengesetzte Vorzeiehen. Bei Untersehall
gesehwindigkeit im Austrittsquersehnitt ist P = Pa' Bei Ubersehallgesehwindig
keiten (Raketensehubdusen) herrseht bei P = Pa der Maxi
malsehub, also jener Wert, der anzustreben ware, wenn 
alle Verluste vermieden werden sollen: 

(15) 

(G ist hierin wieder die durehstromende Masse pro Zeit
einheit). Es zeigt sieh allerdings, daB der Sehub bei hohen 
Uberschallgesehwindigkeiten dureh Verkleinerung des Aus
trittsquersehnittes nur wenig abnimmt. Beispielsweise Abb.82. "Oberschallschub-

ergibt bei einer ursprungliehen Maehschen Zahl im Austritt d iise. 

von M = 3 eine Verminderung des Austrittsquerschnittes auf die Halfte nur 
eine Schubverminderung von 3 bis 4%. Weil nun Dusen mit groBen Austritts
querschnitten aueh hohe Gewiehte haben, ist es vielfach gunstig, auf die volle 
Expansion auf Pa zu verziehten. Eine verfeinerte Theorie muB naturlieh aueh 
die Gesehwindigkeitsverteilung im Austrittsquersehnitt selbst berueksiehtigen. 
Es zeigt sieh, daB der Maximalschub bei ko:q.stantem Stromungszustand uber 
den Quersehnitt erzielt wird, daB aber aueh hier die Empfindlichkeit gegen 
Abweiehungen yom gunstigsten Stromungszustand gering ist. 

Da Untersehalldiffusoren Offnungswinkel von 8 bis 10° nieht ubersteigen 
duden, findet man vielfach ahnliche Forderungen auch bei Laval-Dusen gestellt. 
Dies ist aber sinnlos, denn der Offnungswinkel von Unterschalldiffusoren ist 
deshalb begrenzt, wei! zu starke Druekanstiege zu Ruckstromungen im Rohr 
fuhren. In Schubdusen herrseht hingegen Druckabfall, womit jede Gefahr einer 
Ruekstromung fortfallt. 

6. Mechanischer Antrieb. Strahlwirkungsgrad. 
Die Gesehwindigkeit der an einen Korper heranskomenden Luft Sel m 

einem bestimmten Bereich in mechanischer Weise, etwa dureh einen Propeller, 
erhoht. Wird in genugender Entfernung yom Antrieb eine Kontrollflache gelegt, 
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so kann der Druck tiberall gleich dem AuBendruck Pa gesetzt werden, der Pro
peller wirkt sich lediglich in einer Geschwindigkeitserhohung im Propellerstrahl 
aus (Abb.83), und die auf den Korper von der Luft ausgetibte Kraft ergibt 
sich bei verlustfreier, stationarer Stromung mit dem Impulssatz (IV, 4) einfach zu: 

K = -G(W-WCX)). (16) 

W CX) ist die Anstromgeschwindigkeit, W die Geschwindigkeit im "Antriebs
strahl". Die auf den Korper ausgeubte Kraft hat das entgegengesetzte Vor
zeichen, wie die Geschwindigkeitszunahme, weil sie die entgegengesetzte Richtung 
besitzt. Die Luft auBerhalb des Antriebstrahles muB bei gleichem Druck Pa 
nach der Bernoullischen Gleichung auch wieder gleiche Geschwindigkeit W CX) 

annehmen. 
Bei Dberschallstromung (M CX) > 1) wird die Stromung auBerhalb des Antrieb

strahles auch bei Reibungsfreiheit im allgemeinen Verluste aufweisen, da die 
Querschnittsanderungen des Antriebstrahles leicht VerdichtungsstoBe in seiner 
r------ -- --------, Umgebung auslOsen. Es gentigt dann nicht, zur Be-
: : rechnung des Schubes die Dbergeschwindigkeiten im 
I ' B Antriel; ' Antriebsstrahl allein zu berticksichtigen. Die Unter-

' ,:._. __ < ______ +,: geschwindigkeiten in seiner Umgebung, bedingt durch 
_ : die StoBverluste, konnen den Schub wesentlich ver-

, 'mindern. Das beheizte Rohr (Abschnitt 7) Iiefert hier-
I : L- -- - -- - r ______ _ " zu ein Beispiel. 

/(ontl'olllY.lci1t 
In der Energiebilanz muB zu den in Gl. (IV, 5) 

Abb. 83. ~Iechanischer Antrieb. auftretenden Gliedern auch noch die mechanische 
Leistung L hinzugeftigt werden. Ebensogut kann der 

Energiesatz Gl. (II, 4) der stationaren Fadenstromung verwendet werden, weiI 
zwischen der vom Antrieb beschleunigten Luft und ihrer Umgebung kein Energie
austausch besteht. Es soIl auch die Luftbeschleunigung verlustfrei vor sich gehen. 
Das Medium im Antriebsstrahl muB also bei gleichem Druck auch gleiche Tem
peratur angenommen haben. Damit mull es auch wieder die Enthalpie i CX) 

besitzen, und die Leistungsbilanz Iautet: 

( W~ W2) 
L = G -2-- 2 . (17) 

Bei stationarer Fluggeschwindigkeit - W CX) leistet der Antrieb in der Zeit
einheit eine Arbeit, die gleich ist dem Produkt von Kraft K und Geschwindig
keit - W CX). Das Verhaltnis von dieser Nutzleistung zur aufgewendeten Leistung L 
ist dann der Wirkungsgrad 'Y}: Mit GI. (16) und (17) ist 

-K WCX) 
'Y} = L (18) 

Die gesamte aufgewendete Leistung wirdnutzbar gemacht ('Y} = I), wenn W = W CX). 

Nach Gl. (16) heiBt das, es mull einer moglichst groBen Masse in der Zeiteinheit G 
eine nur kleine Dbergeschwindigkeit erteilt werden. Als verloren mull namlich 
foIgende Leistung angesehen werden: 

(W - W )2 
L - (- K W CX)) = G 1 2 CX) , (19) 

das ist die kinetische Energie, welche relativ zur anstromenden Luft pro Zeit
einheit erzeugt wird. 

Es handelt sich beim besprochenen Beispiel urn einen rein mechanischen 
Antrieb und nicht urn eine Warmekraftmaschine, weshalb theoretisch ein 
Wirkungsgrad 'Y} = 1 erreichbar ist, 'Y} nach Gl. (18) ist zweckmaBig als "Strahl-
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wirkungsgrad" zu bezeichnen. Erst das Produkt aus diesem Strahlwirkungsgrad 
und dem Wirkungsgrad der Warmekraftmaschine, welche den Propeller antreibt, 
gibt den Gesamtwirkungsgrad: das VerhaItnis von Schubleistung und auf
gewendeter Heizleistung. 

Dem Antrieb allzu groI3er Massen sind naturlich technische Grenzen gesetzt , 
weshalb die praktisch gunstigsten Bedingungen nicht bei den theoretischen 
Extremen liegen. 

7. Das geheizte Rohr im Fluge. 
Die Stromungsverhaltnisse an einem unendlich dunnwandigen Rohr, in 

welchem die durchstromende Luft geheizt wird, sind fur die Bearbeitung ahnlicher 
Aufgaben sehr lehrreich. Obwohl dem Problem keine weitere praktische Be
deutung zukommt, solI es daher dennoch behandelt werden. 

Ein zylindrisches Rohr, von dem weder die Wande noch die Vorrichtung 
zur Beheizung der durchstromenden Luft Raum in Anspruch nehme, befinde sich 
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Abb. ~ . Beheiztes Rohr in UnterscbalIstrtimung. Abb. 5. Untcrschallstrtimung in der Umgebung des 
Robrrandes (schematlscli) . 

im ersten Falle in Unterschallstromung (Abb.84). Es wird - wenn die 
Heizung nicht. unmittelbar am Rohrende erfolgt - aus dem Rohr ein Parallel
strahl mit dem AuI3endruck Poo austreten. Nach Abschnitt II, 15 fallt der Druck 
bei Warmezufuhr in Unterschallstromung in einem Rohr konstanten Quer
schnittes, er ist also vor der Warmezufuhr im Rohr groI3er als Poo, d. h. die 
Stromung staut sich vor dem Rohr und ergibt die in der Abbildung wiedergegebene 
Stromlinie. Da die Verzogerung im Mittel bei hoherer Dichte erfolgt als die 
Beschleunigung bei der Beheizung, ergibt sich mit der Bewegungsgleichung: 

WdW =_ dp 
e 

eine Dbergeschwindigkeit im austretenden Strahl. Wird die Kontrollflache 
wieder im Gleichdruckgebiet gelegt, so gilt Gl. (16) und es ergibt sich ein Schub, 
obwohl am unendlich dunnen Rohr anscheinend doch keine Druckkrafte an
greifen konnen. 

Die Aufklarung dieser Paradoxie ergibt sich (nach einer mundlichen Mit
teilung von D. KUCHEMANN) aus einer Analyse der Stromung an der Rohrvorder
kante. Hat diese endliche Dicke (Abb.85), so ergibt sich eine Umstromung 
des Randes mit starken Unterdrucken, welche eine Sogkraft gegen die Anstrom
richtung ergeben. Eine Herabsetzung der Wandstarke ist mit einer Erhohung 
der Unterdrucke verbunden. Es muI3 sich schlieI3lich Dberschallstromung er
geben, die mit StoI3en und damit mit Verlusten, welche zusatzlich in Rechnung 
zu stellen waren, verbunden ist. Ein sorgfaltig ausgefuhrter Vorderrand endlicher 
Dicke ergibt tatsachlich einen Schub. 

Befindet sich das gleiche Rohr in Dberschallstromung und ist die Heizung 
nicht so stark, daI3 Schallgeschwindigkeit im Rohr erreicht wird, so bleibt die 
Stromung stromaufwarts unverandert, da sich eine Storung in dieser Richtung 
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nun gar nicht bemerkbar machen kann. Bei der Warmezufuhr steigt der Druck 
an, weshalb die Stromung am Rohrende glockenformig expandiert (Abb.86). 
Weil der Druck wieder im Mittel bei hOheren Dichten ansteigt, als er in der Glocke 
abfallt, ergibt sich beim Druck Poo wieder Ubergeschwindigkeit. Sicher treten 

r --------- -------- --, aber -- wie an einer GeschoBspitze --
:, am Ansatz der Expansionsglocke StoBe }Yeo 

-- : auf, welche im Nachlauf Untergeschwin-
I 

_____ .:_. digkeiten hervorrufen, so daB sich im 
! ganzen kein Schub ergibt. Denn nun 

_~_._~_. konnen die Druckkrafte nirgends angreifen. 
: Die endlichen Uberdrucke nach der 
I 
I 
I 
I 
I 

L ---:ronlrpiiirJchc-- ---_oJ 

Warmezufuhr konnen an einer scharf aus
gefiihrten Hinterkante keine Schtibe er
geben. Vollig klar werden die Verhaltnisse, 

Abb.86. Deheizte Rohr in berschallstromung. wenn die Kontrollflache unmittelbar an 
der Hinterkante entlang gezogen wird. 

Der Impuls der umstromenden Luft ist dann noch unverander t, der Impuls der 
durchstromenden Luft aber im Anstromgebiet und an der Hinterkante gleich , 
denn unter dieser Voraussetzung werden in Abschnitt II, 15 die Zustands
anderungen bei der Beheizung im Rohr tiberhaupt abgeleitet. 

Das Beispiel zeigt, in welch verschiedener Weise Unter- und Uberschall
stromung in entsprechenden Fallen reagieren. 

8. Thermodynamischer Antrieb (Lorin -Antrieb). 

Am Beispiel des geheizten 
daB eine Warmeabgabe an die 

Rohres bei Unterschallstromung wurde gezeigt, 
Str6mung allein zu einem Vortrieb fiihren kann. 

Kompre.rsiM IYarmulIrllnl' E:!:p<1ns/pn 
Da die zugeftihrte Warme schlieB
lich stets an die umstr6mende Luft 

,-~--------------------~---- ----
M--=1 der Temperatur Too abgefiihrt wird, /.1<1 _________________ _ ___ -n- cz kann nach den LeInen der Thermo-

/4:> 1 

dynamik (Abschnitt I, 5) von einem 
sol chen Antrieb nur dann ein guter 
Wirkungsgrad erwartet werden, wenn 

___ 0 die Warme bei Temperaturen, welche ________________ ...,,--n-
AI> 7 /4"'7 

Abb. 87. Scllcma des Lorinantriebes in Unterschall (a), 
llerschallstromung mit Wiirmez\lfuhr bei M < 1 (1)) 

\lnd M' > 1 (el. 

moglichst stark tiber Too liegen, zu
gefiihrt wird. Die Luft muB also 
zunachst durch Stauwirkung mag
lichst stark erwarmt werden, ehe ihr 
die Warme zugefiihrt wird. SchlieB
lich verlaBt sie nach Expansion in 
einer Diise den K6rper unter er

h6htem Impuls und ergibt also einen Schub. Diese Antriebsart geht anf den 
Franzosen LORIN zurtick und wird im deutschen Sprachgebiet nach ihm be
nannt. 1m englischen Sprachgebiet wird ein solcher Antrieb als "Statoreactor" 
oder "Aethodyn" (Aero-thermodynamischer Antrieb), in Frankreich als "Stato
reacteur" bezeichnet. 

Die Querschnittsverhaltnisse eines den Antrieb durchsetzenden Stromfadem; 
zeigt Abb. 87. Bei Uberschallgeschwindigkeiten ergibt sich ein Querschnitts
minimum, wenn bei der Kompression und Expansion die Schallgeschwindigkeit 
durchschritten wird. Theoretisch ware auch eine Warmezufuhr bei UberschalI
geschwindigkeit denkbar. Der Querschnittsverlauf ist dann gerade umgekehrt 
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wie beim Unterschall-Lorin-Antrieb. Solange aber die Warmezufuhr bei hohen 
Geschwindigkeiten nicht gelingt, hat diese letzte Variante nur theoretisches 
Interesse. In den folgenden Rechnungen ist sie ohne weiteres mit eingeschlossen. 

Es solI wieder eine verlustfreie, stationare Stromung angenommen werden. 
Das Medium expandiere in der Schubdiise auf den AuBendruck Poe» so daB der 
Schub wieder durch G1. (16) gegeben ist. Die Warmezufuhr wird praktisch 
meist durch Verbrennen von Kohlenwasserstoffen bewerkstelligt. Nach Ab
schnitt I,4, G1. (23) ist die Massenzufuhr dabei so unbedeutend, daB praktisch 
wie mit einer Warmequelle gerechnet werden kann. Es handle sich um eine 
Gleichdruckverbrennung, bei welcher die Temperatur vom Wert T auf T' erhoht 
wird. Die Geschwindigkeit bleibt dabei konstant (Abschnitt II, 18), der Brenn
kammerquerschnitt muB abhangig von Warmezufuhr und Stromungsgeschwindig
keit zunehmen, die zugefiihrte Warmeenergie ist in der Zeiteinheit: 

Q = G cp (T' - T), 

wobei wieder mit einem id. Gas konst. sp. W. gerechnet wird. Nach dem Energie
satz [GI. (II, 9)] ist 

W2 W~ , W2 Wa2 
cp T + -2- = cp Too + -2- und cp T + -2- = cp T a + -2-' 

wenn T a und Wa AusstoBtemperatur und AusstoBgeschwindigkeit beim Ver
lassen def'! Antriebes sind. Weil es sich um Gleichdruckverbrennung handelt, ist: 

P L 
Poo Pa 

und, weil die Kompression und Expansion verlustfrei, also isentrop sein solI, 
auch: 

Damit ist: 

(20) 

Die Nutzleistung besteht Wle beim mechanischen Antrieb 111 der Schub
leistung: 

-K Woo = G Woo (Wa- Woo). 

Der EnergieverlU8t in der Zeiteinheit ist also: 

Q- (-K Woo) = G{c p (Ta - Too) + ~ (Wa - Woo)2}. (21) 

Er besteht nun nicht nur in kinetischer Energie, sondern auch noch in Warme, 
welche der Umgebung ungenutzt zugefiihrt wird. Entsprechend setzt sich nun 
der Wirkungsgrad: 

_ -KWoo _ ( _ Too) 2 Woo 
YJ- Q - 1 T Wa+Woo (22) 

aus zwei Faktoren zusammen. Der zweite Faktor ist der Strahlwirkungsgrad, 
der auch beim mechanischen Antrieb auftrat, G1. (18). Ein bestimmter Schub 
wird wieder dann unter geringstem Aufwand erzielt, wenn einer moglichst groBen 
Masse eine kleine Ubergeschwindigkeit erteilt wird. Der Strahlwirkungsgrad 

ist in GJ. (22) mit (1 - T:;: ) multipliziert, das ist der Wirkungsgrad einer idealen, 
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zwischen den Temperaturniveaus T und Too arbeitenden Warmekraftmaschine, 
Gl. (1,31). Dieser Anteil kommt bei einem Propellerantrieb erst durch die an
treibende Warmekraftmaschine herein. 

Es ist also eine moglichst hohe Temperatur vor der Warmezufuhr, d. h. ein 
Abbremsen der Geschwindigkeit Woo auf einen verschwindenden Betrag anzu
streben. Als groBtmoglicher Wert ergibt sich mit Tab. II, 5 abhangig von der 
Mach-Zahl der Anstromung: 

T oo 1 
t}c = 1 - 'i' = --------

021 
I + ,, _ 1 M2 

00 

(23) 

Der Carnotsche Wirkungsgrad aHein schon ist bei UnterschaHgeschwindigkeit 
recht niedrig und erreicht bei Moo = 1 erst 17%. Dennoch kommt der Antrieb 
wegen seiner groBen Einfachheit auch fur M oo < 1 in Betracht. Bei hohen 
UberschaHgeschwindigkeiten wird der Wirkungsgrad sehr gut (fur Moo = 3,0, 
t}c = 64%). Der Lorin-Antrieb ist hier allem Anschein nach der geeignetste 
Antrieb fUr stationaren Flug. 

Der Wirkungsgrad wird in der praktischen Ausfuhrung durch unvermeidbare 
Verluste herabgesetzt. Sie treten vor aHem bei der Kompression auf, weshalb 
dieser Teil des Antriebes - der Diffusor - besonders sorgfaltig ausgebildet sein 
muB. Da sich der Schub aus der Differenz von Austritts- und Eintrittsimpuls 
ergibt, wirkt sich bei kleinem Wirkungsgrad jeder 1mpulsverlust im Diffusor 
ganz entscheidend aus. Abb. 87 b ist nur schematisch zu verstehen. Wie 
schon in Abschnitt II, 11 ausgefuhrt, gelingt es im allgemeinen nicht, die Luft 
in einer Laval-Duse zu komprimieren, weil sich ein StoB vor die Duse lagert. 
Zu hohe Temperaturen durch Stauwirkung oder Verbrennung sind wegen der 
Materialbeanspruchung und wegen Dissoziationen in den Verbrennungsprodukten 
zu vermeiden. 

9. Strahltriebwerk, Gasturbine. 

Auch bei diesen Beispielen sollen nur die idealisierten Prozesse behandelt 
werden. Damit werden Wirkungsgrade errechnet, welche Grenzen darstellen, 
unter denen wegen unvermeidlicher zusatzlicher Verluste alle praktisch aus
gefuhrten Maschinen arbeiten mussen. 

Der Nachteil kleiner Wirkungsgrade des Lorin-Antriebes bei geringen Ge
schwindigkeiten kann dadurch wettgemacht werden, daB die Verdichtung der 

rmlicl!~r TilrDint I Luft durch einen "Lader" oder Kom-t:d :?";':": , I pre~sor. erfolgt. Dies ges?hieht im Fluge 
WOQ zusatzhch zur KompresslOn durch Stau-
~ 

wirkung, am Stand fallt die Stauwirkung 
fort. Als Lader wird stets eine Stromungs-

WJrl11uufU/Jr maschine verwendet, also ein Axial- oder 
Abb,8S. Schema eines Strahltriebwerkes. Radialverdichter (nie Kolbenverdichter), 

welcher von einer Turbine betrieben 
wird, die ihre Leistung dem nach der Warmezufuhr expandierenden Gas entnimmt. 
Sie ist beim Strahltriebwerk so ausgelegt, daB sie gerade zum Antrieb des Ver
dichters ausreicht. Das Gas expandiert schlieBlich wieder auf Gleichdruck 
(p = Pool, der verbleibende 1mpulsuberschuB gibt nach Gl. (16) wieder den Schub. 
Das Schema dieser einfachsten Form des Strahlantriebes zeigt Abb. 88. Er 
wird auch als T-L-Antrieb (Turbine-Lader) bezeichnet. 

Die Warmezufuhr gehe wieder bei konstantem Druck vor sich, dann ist die 
Geschwindigkeit davor und dahinter gleich. Es tritt nur insofern ein Unterschied 
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auf gegeniiber den Gleichungen, welche fiir den Lorin-Antrieb verwendet werden, 
als im Energiesatz zwischen den Zustanden Wex), T ex) und W, T die Verdichter
leistung Lv und zwischen den Zustanden T a' Wa und T', W' = W die Turbinen
leistung LT zu beriicksichtigen ist: 

( W2) ( Wbo) G cp T + - 2- = Lv + G cp T ex) + - 2- ; 

G (c p T a + W/) = - LT + G (c p T' + ~2). 
(24) 

Wieder ist ~ = Lund bei verlustfreier Stromung also TT = TT'. Weil 
~ ~ ex) a 

Lv = LT vorausgesetzt ist, fallen die beiden GroBen weg, wenn die G1. (24) 
addiert werden, und es folgt G1. (20) des letzten Abschnittes. Damit gilt wieder 
GJ. (21) und G1. (22) . Hierin hangt die Temperatur T vor der Verbrennung nun 
nicht mehr nur von der Fluggeschwindigkeit, sondern auch von der Leistung Lv 

des Laders (oder der Turbine) abo Die kinetische Energie ~2 der Stromung 

in der Brennkammer ist praktiseh zu vernaehlassigen. Ein wesentlieher Vorteil 
des Strahltriebwerkes gegeniiber dem Lorin-
Antrieb besteht darin, daB es aueh bei Wex) = 0 ~ ~ 
arbeitet, es besitzt "Stand8chub". Eingehendere El 
Betraehtungen iiber eine Anzahl unterschied
lieher Triebwerke findet man etwa bei 

1~ T ~ 

~l 
-, 

/ ~ 
~ R 

WJrmuv/iJhr ..s-
K. R. SCHEUTER4 • 5 • 

Anstatt Lv = LT auszulegen, besteht aueh Abb. 9. choma. einer Oasturbine. 

die Mogliehkeit, auf einen ImpulsiiberschuB zu 
verziehten, also Wa = Wex) zu setzen, womit eine Warmekraftmaschine der 
Leistung LT - Lv gegeben ist. Sie wird naeh dem einen Masehinenelement 
als Gasturbine bezeiehnet (Abb. 89). In der praktischen Ausfiihrung ist 
Wa = Wex) so klein, daB die entsprechenden Energien in G1. (24) auch vernach
lassigt werden konnen. Wegen T(Tex) = T'(Ta ergibt sich nun mit G1. (24): 

LT - Lv = G cp (T' - T + T ex) - T a) = 

= G Cp (1 _ T,; ) (T' _ T) = Q (1 _ T;). (2.5) 

Der Strahlwirkungsgrad fant weg, das Ergebnis ist ohne Ableitung mit Hilfe des 
zweiten Hauptsatzes der Warmelehre hinzuschreiben. [Die Gasturbine hatte auch 
bereits in Teil II (stationare Fadenstromung) behandelt werden konnen.] 

Wird bei der Gasturbine das austretende heiBe Gas bei Gleiehdruck gekiihlt 
und wieder dem Lader zugefiihrt, so ergibt sich eine kontinuierlich arbeitende 
Maschine mit einem Arbeitsgas, deren Teile periodisch eine gleichbleibende 
Zustandsfolge durchlaufen. Damit ergibt sich das Bild, welches den thermo
dynamischen Dberlegungen, Teil 1, Abschnitt 5 (Kreisprozesse), zugrunde liegt. 
1m Gegensatz zu den Kolbenmaschinen ist der Arbeitsgang der Stromungs
warmekraftmaschine selbst kontinuierlich und nieht periodisch. Wie bei den 
Kolbenmaschinen, ist es ohne Bedeutung, ob mit einer begrenzten Arbeitsgas
menge gerechnet wird, oder ob dieses einem unendlichen Reservoir entnommen 
und an dieses nach der Arbeitsleistung wieder abgegeben wird. So lieBen sich 
auch Strahltriebwerk und Lorin-Antrieb mit Kreisprozessen vergleichen, wobei 
nun noch zusatzlich zu den thermischen Verlusten die kinetischen Verluste im 
Arbeitsstrahl treten. 
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Fur brauchbare Strahltriebwerke und Gasturbinen sind sehr gut arbeitende 
Verdichter Voraussetzung, weil sich die Nutzleistung nur aus der Differenz von 
Turbinen- und Verdichterleistung ergibt. Die Wirkungsgrade sind vor aHem 
dadurch begrenzt, daB die Turbinenschaufeln nicht beliebigen Warmebeanspru
chungen ausgesetzt werden durfen. Gute Wirkungsgradevon Stromungsmaschinen 
sind stets an groBere Fordermengen (hohe Reynoldssche Zahlen) gebunden, 
weshalb Gasturbine und Strahltriebwerk fUr zu kleine Leistungen nicht in Frage 
kommen. 

10. Raketenantrieb. 

Die Bewegung einer Rakete stellt eine Aufgabe der Mechanik starrer Korper 
dar und fallt aus dem Rahmen dieses Buches. ZumAntrieb selbst ist in Verbindung 
mit den Integralsatzen einiges Interessante zu bemerken. Zunachst sei eine 
ruhende Pulverrakete betrachtet, bei welcher eine konstante Menge in der Zeit
einheit abbrennt und ausgestoBen wird (Abb. 90). Nach einem kurzen Anlauf
PQ/Y~r J'c"lYatl~n zustand stellt sich ein quasistationarer Endzustand ein, 

bei welchem eine Verbrennungsfront mit konstanter Ge
schwindigkeit in das Pulver hineinwandert. Ihre Lage 
sei durch die Koordinate x (t) festgelegt und es seien 

Abb. 90. Pulverrakctc. konstante Zustande uber dem Querschnitt t angenommen 
(fur die ersten Uberlegungen geniigen auch die Satze der 

instationaren Fadenstromung). Fur die Berucksichtigung der instationaren 
Glieder genugt es, bis zu einer Stelle l unverminderten Querschnittes vor der 
Duse zu integrieren. Die Kontinuitatsbedingung lautet dann (Index 1: Pulver, 
Index 2: Schwaden): 

t ! flel dx + j e2 dx J + t· el WI = 0 
oder 

(26) 

(- ~:) ist der Geschwindigkeitsbetrag der Verbrennung. Es ist zu beachten, 

daB die pro Zeiteinheit verbrennende Pulvermenge (- t el ~;) groBer ist als 

die ausgestoBene Menge G, weil der freiwerdende Raum durch Schwaden auf
gefullt werden muB. 

Der Energiesatz lautet, wenn die kinetische Energie des Schwadens in der 
Brennkammer vernachlassigt wird, was den praktischen Verhaltnissen entspricht: 

t! fJ eIeIdx + je2e2 dxJ+f2e2 W2 (e2 + ::) =0. 

Die Kontrollflache ist dabei an der Stelle l gezogen, wo ebenfalls der Zustand 2 
mit dem Druck P2 = PI herrscht. Wird diese Gleichung mit (el - (2) mutipliziert, 
so ergibt sich mit G1. (26): 

- G (e l (il - e2 !.I2) + G (e2 !.Il - e2 (22 + P2 ~ - P2) = 0, 
Q2 

oder nach Reduktion und Division durch (il: 

o = (e l + J:ll) - (e 2 + ~) = ~l - ~2' 
Ql Q2 

Es ist dies das dem Thermodynamiker bekannte Ergebnis, daB die Enthalpien 
der Masseneinheiten bei Gleichdruckprozessen gleich sein mussen. i2 ist dabei 
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bei der bedeutend hoheren Temperatur T 2 > TI genommen. Auf dieselbe 
Temperatur bezogen, lautet die Gleichung: 

idTI) - i2 (TI ) = i2 (T2) - idTI) = cll (T2 - T I )· 

Die Differenz der Enthalpien bei derselben Temperatur ist die Umwandlungs
warme oder Verbrennungswarme bei konstantem Druck, und diese ist natiirlich 
gleich der Temperaturerhohung multipliziert mit der spezifischen Warme bei 
konstantem Druck. Diese rein thermodynamische Betrachtung zeigt, wie auch 
diese Vorgange in den allgemeinen Integralsatzen enthalten sind. 

1m Gegensatz zu den in den letzten Abschnitten behandelten Antrieben 
stellt die Rakete keine kontinuierlich arbeitende Maschine dar. Ihr thermischer 
Wirkungsgrad ist auch nicht durch die Temperatur der Umgebung, an welche 
die Warme abgefiihrt wird, begrenzt. Ihre Wirkungsweise ist iiberhaupt nicht 
an die Umgebung gekniipft, ihr Idealfall ist die Bewegung im Vakuum, weshalb 
sie auch im folgenden unter dieser Voraussetzung behandelt werden soll. Tat
sachlich liegt das Anwendungsgebiet der Rakete, r--------------------------, 
in welchem sie allen anderen Antriebsarten : : 
iiberlegen ist, in den hohen Regionen der Erd- l ~ i , ' atmosphare. L ____ ________ ,, __ ___ _ _ _______ ~ 

Kontrullf/Jclt~ Bei stationarem oder quasistationarem Antrieb 
im Vakuum wird die gesamte Enthalpie in kine
tische Energie verwandelt. Das id. Gas konst. 

Abb. 91. Rakete im F luge. 

sp. W. erreicht dann die durch GJ. (II, 30) gegebene Maximalgeschwindigkeit: 

V- V 2" RT2 Wmax = 2cll T 2 = x-I~' (27) 

Sie wachst mit der Temperatur T2 nach der Verbrennilllg und mit abnehmendem 
Molgewicht. 

1m folgenden sei eine Kontrollflache urn den Raketenkorper und den ganzen 
Raketenstrahl gezogen. Von auBeren Kraften, etwa der Schwer kraft , werde 
abgesehen. Nach dem Impulssatz GJ. (IV, 4) muB dann die gesamte von der 
Rakete und ihrem Strahl getragene Bewegungsgro13e zeitlich konstant sein. 
Die BewegungsgroBe des Schwadens in der Rakete unmittelbar hinter der Brenn
flache sei, wie es schon friiher von seiner kinetischen Energie vorausgesetzt 
wurde, zu vernachlassigen. Dann ist die Anderung der BewegungsgroBe der 
Rakete gleich der Anderung des Produkts von Raketenmasse MR (einschliel3lich 
der veranderlichen Ladung) und Raketengeschwindigkeit W R. Die Teilchen, 
welche die Rakete verlassen haben, andern spater weder Energie noch Impuls, 
da sie sich vollig kraftefrei bewegen. Daher nimmt der Impuls des Strahles nur 
urn den in der Zeiteinheit aus der Rakete ausgestoBenen Impuls zu. Er ist das 

Produkt von zeitlich ausgestoBener Masse G = - d~/ und AusstoBgeschwindig

keit, das ist Summe von Fluggeschwindigkeit W und AusstoBgeschwindigkeit 
relativ zur Rakete Wa (alle Geschwindigkeiten werden nach rechts positiv gezahlt, 
in Abb.91 besitzt die Rakete eine negative Geschwindigkeit). Es ist also: 

d dMR 
dt:(MR WR )- ([t"(WR + Wa) = O. 

Wird anstatt nach der Zeit nach der Masse abgeleitet, so ist: 
d dWR 

dM (M R W) - W R - Wa = M dM - Wa = O. 

Diese Differentialgleichung ist fiir konstante Ausstof3geschwindigkeit Wa - eine 
Voraussetzung, welche in der Praxis weitgehend zutrifft - leicht zu integrieren 

Oswatltsch, Gasdynamik. 12 
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und ergibt, wenn fUr die Anfangsmasse M R = M 0 die Geschwindigkeit W R = 0 
angenommen wird, die bekannte Raketengleichung: 

W R Mo 
- - = In 70,1' (28) 

Wa R 

Hohe Endgeschwindigkeiten konnen also nur mit groBen Massenverhaltnissen 
(Anfangsmasse(Endmasse) und hohen AusstoBgeschwindigkeiten erreicht werden. 
Da die Temperatur T2 im Raketenofen durch Dissoziation und Materialbean
spruchung begrenzt ist, sind kleine Molgewichte anzustreben. Gegenwartig 
wird bei Pulver- und Flussigkeitsraketen eine AusstoBgeschwindigkeit von rund: 

Wa = 2000 m/sec 

erreicht. Besonders bei Pulverraketen hat das Leergewicht des Antriebes einen 
wesentlichen Anteil am Anfangsgewicht, was eine weitere Beschrankung der 
Endgeschwindigkeit zur Folge hat. Die AusstoBgeschwindigkeit Wa hingegen 
ist nicht etwa die obere Grenze fUr (- W). 

Nach dem Energiesatz muB die Anfangs- und Endenergie des gesamten 
Systems gleich sein. Eine anfanglich ruhende Rakete besitzt nur innere Energie. 
Beim Flug im Vakuum hat sich schlieBlich der gesamte Energieunterschied yon 
unverbranntem Treibstoff und vollig abgekuhltem Schwaden in kinetische 
Energie von Rakete und Schwaden verwandelt. Die erstere, gegeben durch 
W2 -+ M R , ist als Nutzarbeit anzusprechen. Die kinetische Energie des Strahles 

dagegen ist ein Integral uber die verschiedenen Geschwindigkeiten, welche 
im Strahl auftreten, und wird durch 

J _~2 dM 

gegeben. Ladung 

Damit ist dann der Wirkungsgrad r; (abweichend von der ublichen Definition): 
W R2MR r; = ---- - .-- -. 

WiMR + JW2 dM 
Ladung 

Der Gesamtimpuls muB in jedem Augenblick verschwinden, da im Ausgangs
stadium Ruhe angenommen wurde: 

WRMR+JWdM=O. (29) 
Ladung 

Damit ist der Wirkungsgrad der Rakete: 
1 r; = ------,:------!'W2 dM ., 

I + --'-.--.---
-WRJWdM 

(30) 

wobei die Integrale uber die Ladung zu erstrecken sind (W R hat einen negativen 
Wert). Besonders ubersichtlich wird Formel (30) fur den Fall, daB der Raketen
strahl einheitliche Geschwindigkeit W = W st hat. Damit dies erreicht wird, 
muBte also die AusstoBgeschwindigkeit entsprechend reguliert werden. Die 
Formel bekommt dann die Gestalt wie bei der Annahme, daB zwei feste Korper 
der Massen M R und M L plotzlich auseinandergetrie ben werden: 

I 1 
r; = -------w-- = ---AI -. (31) 

1 + __ s_t_ 1 + -~ 
-WR ML 
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G1. (31) fordert - ganz entsprechend wie G1. (18) fUr den Strahlwirkungsgrad 
des stationaren mechanischen Antriebes - fUr einen guten Wirkungsgrad den 
AusstoB von viel Masse mit nur geringer Dbergeschwindigkeit gegen die Flug
geschwindigkeit. Dieselbe Aussage ist auch in den allgemeiner giiltigen G1. (29) 
und (30) enthalten, nur handelt es sich dabei dann um Mittelbildungen iiber 
Geschwindigkeiten und deren Quadrate. 

Es miissen demnach fiir einen wirksamen Antrieb ausreichende Massen aus
gestoBen werden, weshalb von der Atomenergie fiir die Raketentechnik nicht allzu 
viel zu erhoffen ist. Nach ACKERET 2 ist auf diesem Wege nur ein Fortschritt 
durch AusstoBen des leichten Wasserstoffes [EinfluB des Molgewichtes in G1. (27)] 
mit zwei- bis dreimal hoherer Auspuffgeschwindigkeit als "tote" Treibsubstanz 
zu erwarten. 

11. Auffiillen eines Kessels. 
Ein Kessel, in welchem sich Luft vom Druck Pa und der Temperatur T a 

befinde, werde aus der Atmosphare (Temperatur To) auf den Druck PE auf
gefiillt. Die Endtemperatur TE im Kessel wird unter 
der Voraussetzung gesucht, daB die Wande warme
undurchlassig sind. Die Luft werde als id. Gas konst. 
sp. W. angesehen. 

Die Endtemperatur ist offenbar durch den Massen
und Energiezuwachs im Kessel bedingt. Es sei also 
eine Kontrollflache um den Kessel gezogen (Abb. 92) 

:L}---------------~--..,.'" : Pd/~ \ 
I .. 
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 
I , 

~ - -- ----7 -----------,~' 
%M tl'{)II/'/Jcll~ 

und eine Energie betrachtung angestellt. Vor dem Abb. 92. Auffillien eines Kessels. 
Offnen und nach dem SchlieBen des Kessels herrscht 
in seiner ganzen Umgebung der ungestorte AuBenzustand. Mit V als Kessel
volumen ist die Energiezunahme im Kessel: 

1 
V ((!E C" TE -(!a c" T a) = V ,,_ 1 (PE - Pal· 

Es ist beachtenswert, daB die innere Energie eines bestimmten Raumes 
dureh den darin herrsehenden Druck allein gegeben ist. Naeh dem Energiesatz 
G1. (IV, 5) muB der Energiezuwachs im Kessel gleieh sein dem Zeitintegral 
iiber den EnergiefluB dureh die Kontrollflache. Diese sei groB genug gewahlt, 
urn die kinetisehe Energie in ihrer Umgebung vernaehlassigen und die Temperatur 
der Ruhetemperatur To gleiehsetzen zu konnen. Sieher konnen dort dann aueh 
alle Reibungs- und Warmeleitungserscheinungen vernaehlassigt werden. Damit 
ist der Energiezuwachs vom Zeitpunkt t = 0 des Offnens bis zum Augenbliek 
des SehlieBens t = tE: 

~ t 

f[f f( ~2 + e + :) (! Wndt]dt = cp To lUI e Wndf]dt =C p TO ((!E-eA) V. 
o f 0 f 

Das nach dem Herausheben von cp To verbleibende Integral ist [nach der Kon
tinuitatsbedingung G1. (IV, 2)] der Massenzuwachs. In der letzten Gleichung 
ist nun die Dichte mit der Zustandsgleiehung zu eliminieren und der Ausdruek 
dem in der vorhergehenden Gleiehung gewonnenen Wert fiir den Energiezuwaehs 
gleiehzusetzen. Daraus folgt naeh kurzer Rechnung: 

TE " (32) 

12* 
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Die Endtemperatur TE ist darnach unabhangig vom AuBendruck Po' Bei 
einem leeren Kessel (Pa = 0) wird also im Kessel der x-fache Wert der absoluten 
AuBentemperatur To erreicht. Dies ist ein wichtiger Unterschied gegenuber der 
stationaren Stromung, bei welcher die Luft stets auf die Ausgangstemperatur 
abgebremst wird. Wird der Kessel also auch auBerordentlich langsam aufgefullt 
und kann die Geschwindigkeitsverteilung urn die Kesseloffnung herum auch in 
jedem Augenblick als stationar angesehen werden, so ist der Endzustand im Kessel 
doch nicht jener der stationaren Stromung, da der einstromenden Energie kein 
entsprechender EnergieabfluB gegenubersteht. 
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VI. Allgemeine Gleichungen und spezielle, 
exakte Losungen fur stationare reibungslose Stromung. 

1. Grundgleichungeu der raumlichen Stromung. 
Die Stromung solI in diesem und in den folgenden Teilen VII, VIII und IX 

als stationar angesehen werden. Sie sei frei von innerer Reibung und von Warme
leitung, auch von jeder anderen Einwirkung durch Krafte oder durch Energie
zufuhr werde abgesehen. Kontinuitatsbedingung Gl. (IV, 8), Bewegungs
gleichung (IV, 13) und Energiegleichung (IV, 16) ergeben dann funf Gleichungen 
fur die drei Geschwindigkeitskomponenten u, v, w und zwei unabhangige 
thermische ZustandsgroBen von folgender Form: 

o«(}u) + o«(}v) +ilJQ~~i=o· (1) 
ox oy 8z ' 

u~+v~+w ou +~~=o; 1 
ox oy oz (} ox 

u~+v~+w~+~~=O; l (2) 
ox oy OZ (} oy ,( 

Ow Ow ow lop 
u ax + v oy + Waz + e 8z- = 0; J 

08 08 08 U" + v" + w" = O. (3) uX uy uZ 

Nach der letzten Gleichung muB die Entropie langs eines Stromfadens 
konstant sein, wenn die Differentialg1eichung uberhaupt gilt, d. h. uberall 
auBer uber StoBe hinweg. Dieses Ergebnis ist schon von der stationaren Faden
stromung her bekannt. 

Unter den Voraussetzungen dieses Kapitels bewegt sich das Medium in den 
Stromfaden wie in einem Kanal mit festen Wanden. Damit gelten liin(J8 der 
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Stromlinien aIle Gleichungen, welche bei der Fadenstromung unterentsprechenden 
V oraussetzungen gewonnen wurden. 

Es gilt der Energiesatz in der Form der Gl. (II, 7), oder fur id. Gase konst. 
sp. W. auch in der Form von Gl. (II, 29) mit allen seinen Folgerungen. Die 
Ruheenthalpie, die Maximalgeschwindigkeit usw. sind also langs der einzelnen 
Stromfaden konstant. Daruber hinaus solI im folgenden noch vorausgesetzt 
werden, daB die Ruheenthalpie in den einzelnen Stromfaden die gleicl:e ist. 
Gl. (II, 7) gelte mit ein und derselben Konstanten in der ganzen Stromung, 
diese sei isoenergetisch. Bei einer der haufigsten Annahmen, jener konstanten 
Anstromzustande, liegt die Erfullung dieser Voraussetzung auf der Hand. 

Entropieanderungen konnen nur in StoBen auftreten. Da sich diese schneller 
als der Schall fortpflanzen, konnen sie nur in stationarer Uberschallstromung 
auftreten. In Unterschallstromung laufen sie stromaufwarts, ergeben also 
stets instationare Vorgange. Zwischen den StoBen herrscht daher Isentropie 
langs Stromlinien. Damit gilt zwischen den StoBen langs jeder Stromlinie die 
Bernoullische Gleichung, die fur id. Gase konst. sp. W. durch Gl. (II, 52) ge
geben ist. W max ist darin eine in der ganzen Stromung gleichbleibende Konstante, 
Po und eo hingegen sind die Werte von Ruhedruck und Ruhedichte auf der be
treffenden Stromlinie nach dem letzten VerdichtungsstoB. 

Bei Unterschallstromung im ganzen Raum sei gleicher Ruhedruck in aIfen 
Stromfaden vorausgesetzt_ Da auch gleiche Ruheenthalpie angenommen wurde, 
ist die reine Unterschallstromung also stets isentrop. Nach dem Croccoschen 
Satz Gl. (IV, 27) ist die Unterschallstromung daher stets wirbelfrei, wenn nicht 
gerade Wirbel- und Geschwindigkeitsvektor dieselbe Richtung haben. 

Der Energiesatz Gl. (3) sagt, daB die Entropie auf einer Stromlinie konstant 
ist. Auf einer Stromlinie gilt demnach: 

dp = (~) = c2 

de oe s ' 

oder in der Form von Gl. (3) nach Division durch e fur jedes beliebige Medium: 

~op_+~op + w OP_C2~~_C2~~_C2w~=O. (4) 
e ax e oy e oz e ax e oy e oz 

Die Eulerschen Gleichungen (2) werden nun mit - u, - v, - w, die 
Kontinuitatsbedingung (1) mit c2/e multipliziert und zu Gl. (4) addiert, woraus 
sich dann die sogenannte gasdynamische Gleichun{! (gasd. Gl.) ergibt: 

(C2-U2) AU + (C2_V2)~ + (C2_W2) oW -uv(~ + au) + ax oy oz ax oy 

-vw -+- -wu -+- =0· ( Ow ov) (au ow) 
oy oz oz ax ' (5) 

c2 ist dabei lediglich Funktion des Geschwindigkeitsbetrages, fUr ein id. Gas 
konst. sp. W. gegeben durch Gl. (II, 29). 

Bei drehungsfreier Stromung gibt Gl. (5), erganzt durch zwei der drei 
Gleichungen fUr die Wirbelfreiheit: 

~_0u=0, ~-~=O ~-~=O (6) ax oy oy oz ' oz ax ' 
~in System von Gleichungen fur die drei Geschwindigkeitskomponenten. Die 
thermischen Variablen sind eliminiert. Es empfiehlt sich im allgemeinen aller
dings, die Elimination von c2 mit Gl. (II, 29) moglichst lange hinauszuschieben, 
da Gl. (5) sonst an physikalischer Anschaulichkeit verliert, wie sich immer 
wieder zeigen wird. 
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Starkere VerdichtungsstoBe ergeben eine im allgemeinen unterschiedliche 
Entropie auf den einzelnen Stromlinien. An Stelle von Gl. (6) tritt dann der 
Croccosche Wirbelsatz, womit freilich eine wesentliche Erschwerung der Rechnung 
verbunden ist. 

2. Grundgleichungen der ebenen und achsensymmetrischen Stromung. 
Der uberwiegende Teil der Losungsmethoden raumlicher stationarer Stromun

gen bezieht sich auf Probleme mit zwei unabhangigen Veranderlichen, ins
besondere auf die ebene und achsensymmetrische Stromung. Bei der ebenen 
Stromung seien stets alle Zustande von z unabhangig [w = 0, u = u (x, y), 
v = v (x, y) usw.]. Bei der achsensymmetrischen Stromung sei die x-Achse 
stets als Symmetrieachse gewahlt. In allen Ebenen durch die x-Achse herrscht 
dann dasselbe Stromungsbild, so daB die Stromung in der x, y-Ebene als 
Reprasentantin del' gesamten achsensymmetrischen Stromung angesehen werden 

y 
kann. In ihr ist ebenfalls w = ° 
und der Stromungszustand nur 
Funktion von x und y. 

Wahrend eine ebene Stromung 
bei Anstellung des Korpers in y

L----=-- -oE:=------------i----'> :T Richtung stets eben bleibt, ist 
das Entsprechende bei achsen-

Abb.93. Achsensymmetrischer Kiirper n.ngestellt gcgcn die symmetrischer Stromung nicht 
AnstrOrnnog. mehr der Fall. Es zeigt sich aber, 

daB das Problem achsensymmetri
scher Korper bei geringer Anstellung mit Methoden behandelt werden kann, 
welche wenig von der Behandlung rein achsensymmetrischer Stromungen ab
weichen. Da die Auftriebseigenschaften kaum weniger interessieren als die 
Widerstandseigenschaften, soIl die eigentlich raumliche Stromung urn den an
gestellten achsensymmetrischen Korper in Verbindung mit der achsensymmetri
schen Stromung behandelt werden. Dabei bleibt die x-Achse stets die Korper
achse, wahrend die Anstromrichtung in der x, y-Ebene urn einen kleinen Winkel 
gedreht wird (Abb. 93). Aus Grunden der Symmetrie lst auch in diesem Fane 
in der x, y-Ebene w = O. 

Damit gelten in der x, y-Ebene fUr die ebene, die achsensymmetrische Stromung 
und fur die Stromung urn einen achsensymmetrischen Korper bei Anstellung 
die Eulerschen Gleichungen in der Form: 

u~ + v~ +~J!r_=o· ax oy e ax ' 

u~+v~+~~=o. ax oy e oy 

(7 ) 

Die dritte Eulersche Gleichung verschwindet in der x, y-Ebene identisch. 

Der Druck p ist in z symmetrisch, also ist fUr z = 0: ~ = O. oZ 
Fur aIle drei Stromungstypen lautet der Energiesatz Gl. (3) in der x, y-Ebene : 

as as 
u ax + v 7iii = 0, (8) 

und bei wirbelfreier Stromung Gl. (6): 

~-~=o. ax oy (9) 
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Bei der Kontinuitatsbedingung Gl. (1) und der ihr im wesentlichen gleich

wertigen gasd. Gl. (5) bedarf es einer Fallunterscheidung, da 0;: nur bei ebener 

Stromung verschwindet. Fiir diese gilt: 

o(e uL + o(e v) = 0 (10) 
ox oy 

und die gasd. Gl.: 

(C2_U2)~_UV(_OU +~) + (C2_V2)~ =0. 
ox oy ox oy 

Bei achsensymmetrischer Stromung verschwindet :: auf z = o. 
hingegen besteht folgende Bindung: 

Daraus folgt: 

w 
v 

z 
y 

Ow_Z ov+v 
Tz--YTz -y 

und folglich in der x, y-Ebene (z = 0): 

ow v 
z=O: Tz=y. 

(11) 

Fiir w 

(12) 

( 13) 

Damit lautet die Kontinuitatsbedingung fUr achsensymmetrische 
(in der x, y-Ebene): 

Stromung 

o(e u) + o(e v) + ~ = 0 
ox oy Y , 

oder auch nach Multiplikation mit y entsprechend Gl. (10): 

o(euy) + o(evy) =0. 
ox oy 

Die gasd. Gl. reduziert sich auf: 

(C2-U2)_-uv -+- + (C2-V2)_+C2 _=0. ou (OU ov) ov V 
oX oy ox oy Y 

(14) 

(15) 

(16) 

Da sich in allen Meridianebenen durch die x-Achse bei achsensymmetrischer 
Stromung dasselbe Bild ergibt, kann bei dieser v einfach als Radialkomponente 
der Geschwindigkeit und y als Abstand von der x-Achse gedeutet werden. 

Das Problem des angestellten achsensymmetrischen Korpers "Wird gleichzeitig 
mit dem entsprechenden raumlichen Fall in Abschnitt 7 behandelt. 

3. Gescbwindigkeitspotential. 
Bei drehun(Jsfreier raumIicher Stromung laBt sich der Geschwindigkeits

vektor als Gradient eines Potentials (ttl = grad IP) darstellen. Fiir die Kompo
nenten ergibt sich: 

u=tPx, v=IPy, w=IPz. (17) 

Diese Gleichungen befriedige:q identisch die Gleichung der Wirbelfreiheit. 
Der Geschwindigkeitsbetrag ist durch den Betrag 

W = I grad tP I = I VIPx2 + tP/ + tPz2 1 (18) 
gegeben. Bei ebener oder achsensymmetrischer Stromung fallen die Ableitungen 
nach z fort. Es bleiben lediglich die Ableitungen nach x und y, deren Verhaltnis 
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die Richtung der Stromlinie anzeigt. 1st {} der Winkel, den diese mit der 
x-Achse einschlieBt, so gilt: 

Die gasd. G1. kann nun wie folgt geschrieben werden: 

raumlich: 

, uv vw wu 
-2-2-$x1I-2-2-$1IZ-2-2-$ZX = 0; 

c c c 

eben: 

achsensymmetrisch: 

(1 - ~:) $ x '" - 2 :2V $ '" 11 + (1 - ~:) $ yy + ~ cp 11 = o. 

(19) 

(20) 

Hierin konnen u, v, w und c durch erste Ableitungen yon $ ausgedriickt 
werden, womit eine einzige Gleichung fiir die Funktion $ gefunden ist. Sie ist 
in den hochsten Ableitungen linear, weshalb yon einer quasilinearen Differential
gleichung zweiter Ordnung gesprochen wird. 

Vielfach ist es Yorteilhaft, nur die Geschwindigkeitsunterschiede zu einer 
konstanten Anstromgeschwindigkeit W = U oo als Ableitung eines StOrpotentials rp 
einzufiihren. Dann ist: 

f{J = $-uoo x; u-uoo =f{J"" V =f{J1I' w =f{Jz· (21) 

Wie $ erfiillt auch rp die Gleichungen der Wirbelfreiheit identisch. Auch 
fiir f{J ergibt sich eine quasilineare Differentialgleichung zweiter Ordnung. Keines
wegs ist die Einfiihrung eines Storpotentials an kleine Storungen gebunden. 

4. Stromfunktion. 
Wie bei instationarer Stromung (Abschnitt III, 10), laBt sich auch bei 

stationarer Stromung die Kontinuitatsbedingung durch Einfiihrung einer 
"Stromfunktion" identisch befriedigen, wenn lediglich zwei unabhangige Ver
anderliche auftreten. Es ist: 

fiir ebene Stromung: e u = P 11' 

fiir achsensymmetrische Stromung: y e u = P Y' 

zu setzen, womit Gl. (10) und (15) befriedigt ist. 

e v = - P x , 

yev=-Px 
(22) 

Der Betrag des Gradienten ist bei ebener Stromung gleich der Stromdichte, 
bei achsensymmetrischer Stromung gleich der mit y multiplizierten Stromdichte; 

ebene Stromung: e W = VP",2 + P y2 = Igrad PI, 

achsensymmetrische Stromung: yeW = VP",2 + P y2 = Igrad PI. 
(23) 

In beiden Fallen gibt P = konst. die Gleichung der Stromlinie. Es ist namIich: 

tg{} = ~ = - Px/Py. (24) 
u 

Durch eine entsprechende Bildung war auch bei instationarer Stromung die 
Richtung der Teilchenbahn gegeben. Eine Gegeniiberstellung yon G1. (24) und 



VI, 4. Stromfunktion. 185 

GI. (19) zeigt, daB Potentiallinie (eJ> = konst.) und Stromlinie ('P = konst.) 
stets senkrecht aufeinander stehen (Abb. 94). Doch kann das Stromungsfeld 
nur bei dichtebestandiger Stromung (M ~ 1) in ein Kurvennetz aufgeli:ist werden, 
das in kleinsten Abstanden lauter Quadrate bildet. Damit sind konforme Ab
bildungen auf kompressible Stromungen im allgemeinen nicht mehr anwendbar. 

Wahrend die Einfuhrung eines Geschwindigkeitspotentials 
auch bei drei unabhangigen Veranderlichen moglich ist, aber 
an Wirbelfreiheit gebunden ist, kann die Stromfunktion auch 
beim Vorhandensein von Wirbeln benutzt werden, erfordert 
aber eine Beschrankung auf zwei Unabhangige. Wie bei der 
instationaren Stromung (Abschnitt III, 10), wird auch beim 
Croccoschen Satz zweckmaBig der Umstand ausgenutzt, daB 
die Entropie s nur von 'P abhangt, da sie ja auf Stromlinien 
konstant ist. 

Eine Funktion lJI (x, y, z) = konst. stellt im Raume keine 
Kurve, sondern eine Flache dar. Deshalb lassen sich die Potential
flachen wohl durch ([J (x, y, z) = konst. darstellen, nicht aber die 
Stromlinien. Fur deren Darstellung braucht man zwei FIachen
scharen lJIi (x, y, z) = konst. und lJI2 (x, y, z) = konst. Die Kon
tinuitatsbedingung (1) laJ3t sich befriedigen mit dem Ansatz24 : 

e ttl = grad lJIi X grad P2. 

Abb. 94. Orthogo· 
nalltiit von. Strom
liDien ('I' = konst.) 
\I nd Poteotlallinien 

(</> ~ konst.) . 

Es ergibt sich bei ebener oder bei achsensymmetrischer Stromung in der 
Ebene z = 0 mit w = 0 aus G1. (IV, 27): 

( OV OU) os ds ds 
v fiX - fJy = - T fiX = + T dlJl e v (= T dlJl y e ~'). 

( OV OU) 08 ds ds 
- u fiX - oy = - T ay = - T dlJl e u (= - T dlJl Y e u). 

In Klammern sind jeweils die rechten Gleichungsseiten bei Achsensymmetrie 
beigefugt. Beide Gleichungen ergeben dasselbe Resultat: 

OV ou ds ds 
ox' - ay = T e -dlJl (= T e y dlJl)· (25) 

Fiir ein id. Gas konst. sp. W. lautet der Groccosche Satz schlie.61ich bei ebener 
Stromung: 

8v ou P ds P Po' ds 
---

dlJl Po' dlJl 
(26) 

ox oy cp - c" cp - c" 

und bei achsensymmetrischer Stromung: 

ov ou YP ds P Po' ds 
(27) ---- dlJl = Y p[ dlJl' ox oy cp-c" cp-c" 

mit Po' als Ruhedruck. 
Da der Ruhedruck in VerdichtungsstoBen springt, ist in solchen Fallen Po' 

stets der Ruhedruck Po nach dem letzten StoB auf derselben Stromlinie. 
In G1. (26) und (27) laBt sich p/Po' mittels der Bernoullischen Gleichung (II, 52) 

durch den Geschwindigkeitsbetrag ersetzen, :~ und Po' sind dagegen auf 

Stromlinien konstant, also nur Funktion von 'P. 
Urn eine einzige Gleichung fur die Stromfunktion zu gewinnen, sind in 

GI. (26) und (27) die Ableitungen :~ und :~ durch solche von 'P auszudrucken. 

Die Rechnung soIl fur den ebenen Fall kurz durchgefuhrt werden. Es ist mit 
GI. (22): 

lTf , e v. r",=-eo-, , eo 
lTf , e 
r 1l = eo -, u. eo 
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Hierin ist die Ruhedichte (20' nur Funktion von P und ~e~ nur Funktion 
eo' 

von W2/W~ax. Insbesondere gilt mit G1. (II, 48): 

d(+o' ) " M2 e _~~e~ 
dW - = --We;; = c2 eo" 

weil (20' als isentrope Ruhedichte definiert ist. Man findet: 

~ P = _ (1-~) ~ + _~J}u + ~e~ v2 deo'_. 
e xx c2 ox c2 ox eo' d'l' ' 

~P = (1_~)!U _ uv ~---.!Luv deo'. 
e xv c2 ox c2 ox eo' d'l' ' 

~P = -(1-~)~ uv ~_~e~uv deo'. 
e x Y c2 oy + c2 oy eo' d'l' ' 

I -PVY = 
e (1-~) ou _ ~_~ + ~e~ u2 deo'. 

c2 oy c2 oy eo' d'l' 

Aus den ersten beiden Gleichungen kann ~, aus den letzten beiden 
ox 

Gleichungen ;: eliminiert werden. Wird femer mit G1. (II, 41), die nicht nur 

fiir verlustlose Stromungen, sondem fUr aIle isoenergetischen Stromungen gilt, 
die Ableitung der Ruhedichte nach P durch die Ableitung von s' nach P er
setzt, so ergibt sich fiir die ebene Stromung: 

(1 - ::) P x x - 2 :2
V P x Y + (1 - -~: ) P Y Y = 

= - -12, J!, [1 + (u - 1) _21[2J ~Po' ds'. 
eo Po cp - Cv d'l' 

(28) 

Auf entsprechendem Weg erhiilt man bei Achsensymmetrie: 

(1 - ::) P x x - 2 uc~ P x y + (1 - ~:) P YY - ~ P v = 

= - y2 ~ Jl, [1 + (u -1) M2J eo' Po' ~-. 
eo Po cp - Cv d'l' 

(29) 

Auf der rechten Gleichungsseite von (28) und (29) lassen sich e~" ,Jo, 
und der Ausdruck in der eckigen Klammer auf den Geschwindigkeitsbetrag W 
zuriickfUhren, der Rest hangt nur mehr von P abo AuffilJlend ist die groBe 
Ahnlichkeit der linken Gleichungsseite mit jener von G1. (20). Wahrend es sich 
dort aber urn die Kontinuitatsbedingung handelt, welche das Geschwindigkeits
potential erfiillen muB, handelt es sich in G1. (28) und (29) urn den Croccoschen 

Wirbelsatz und im Grenzfall :~ = 0 urn die Wirbelfreiheit. Die Ahnlichkeit 

beider Gleichungen besteht auch nur, solange c und die Geschwindigkeits
komponenten u, v nicht durch die Ableitungen von (j) und P ausgedriickt werden. 
Dies ist bei der Stromfunktion recht kompliziert. Mit G1. (23) ist bei ebener 
Stromung die Stromdichte durch I grad PI gegeben. Schon bei isentroper 
Stromung laBt sich die Geschwindigkeit und Dichte nicht analytisch (und auch 
nicht eindeutig) durch die Stromdichte ausdriicken. Bei anisentroper Stromung 
spielt auBerdem noch das von P abhangige (20' herein. Die letzte Schwierigkeit 
laBt sich allerdings durch eine von L. CROCCO! eingefiihrte Stromfunktion 
umgehen. 
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Anstatt der Stromfunktion 'P in Gl. (22) kann auch eine Stromfunktion 'P wie 
folgt angesetzt werden: 

'P iJ) = f ('P) . 'P x' 

wobei f jede beliebige Funktion der Stromdichte sein kann. Es gilt dann auch: 

dP = P x dx + P y dy = f dIP. 

Die neue Stromfunktion kann direkt in Gl. (28) eingefiihrt werden und ergibt dann 
fUr ebene Stromung: 

( 
U2 ) - U v - ( v2 ) -I - C2 'P xx - 2 7 - 'P xy + I - C2 'P yy = 

= _ f2 ~ 1, [ I + (~- I) M2 _ ~ M2 cp - C v d~] eo' Po' 
eo Po f ds cp - Cv 

ds' 
(30) 

dIP 
I 

CROCCO wahlt f = -, und erreicht damit, daB u, v, c, eleo usw. nur mehr von den 
eo 

Ableitungen von 'P, nicht mehr aber von der GroBe selbst abhangt. Die Croccosche 
Stromfunktion springt aber an einem senkrechten StoB. 

Gl. (28), (29) und (30) sind au13erordentlich kompliziert und ki::innen daher 
nur fUr allgemeine Aussagen oder unter Vernachlassigungen benutzt werden. 

Vielfach ist es nutzlich, mit Storstromfunktionen zu arbeiten: 

e bene Stri::imung: 

'I/' = P - uoo (200 Y; 'l/'x=-e v ; 
achsensymmetrische Stri::imung: (31) 

y2 
'I/'=P-uooeooT; 'l/'x=-ye v ; 'l/'y=Y(2u-yeoo uoo· 

uoo (200 ist dabei als Stromdichte im Anstri::imgebiet anzusehen. Es ist zu 
beachten, daB dann 'I/' = konst. nicht Stromlinie ist. 

5. Typenunterscheidung. 
Bei Stri::imungsgeschwindigkeiten, die klein gegen die Schallgeschwindigkeit 

sind, ist die Stri::imung unter den getroffenen Voraussetzungen sicher wirbelfrei 
und die gasd. Gl. fur das Potential Gl. (20) und fUr die Stromfunktion Gl. (28) 
reduziert sich bei ebener Stri::imung nach Streichung aller Glieder mit den 

Koeffizienten u:, v: und u 2V ohne weiteres auf die Laplacesche Gleichung: 
c c c 

(32) 

Wirbelfreiheit und gasd. Gl. (ll), in welcher nun die Summanden mit den 
Koeffizienten c2 die einzig ausschlaggebenden sind, ergeben fur die Geschwindig
keitskomponenten die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen 

~+~=O· ~-~=O (33) ax oy , oy ax . 
Bei kleinen Mach-Zahlen ist die Anderung der Dichte praktisch bedeutungslos 

[nach Gl. (II, 56) ergibt sich bei einer Geschwindigkeit von 60 m/sec eine Dichte, 
welche nur 2% unter der Ruhedichte liegtJ. Das Medium muB sich also so be
wegen, als ob es unzusammendruckbar ware. 

Bei einer Dberschallstri::imung jedoch, bei welcher lediglich v ~ c, hingegen 
standig u > c ist, hat die zweite Ableitung von tP und P nach x in Gl. (20) 
und (28) einen Koeffizienten, dessen Vorzeichen zu jenen der zweiten Ableitungen 
nach y gerade entgegengesetzt ist. Die Gleichungen haben mit der Laplaceschen 
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Gl. (32) nichts mehr gemein, sie ahneln vielmehr der Wellengleichung (III, 52) 
und (III, 56). 

Beispielsweise sei angenommen, es handle sich urn kleine Starungen in einer 
Parallelstramung u = u=, v = 0, c = c=. Unter Berucksichtigung nur von 
Gliedern der erst en Ordnung (Linearisierung) lautet die gasd. Gl. (Il) dann: 

(1 - M" ) ~ + ~ = 0 (34) = ox oy , 

oder nach Einfiihren eines Starpotentials Gl. (21): 

(35) 

In der ersten Gleichung ist der Klammerausdruck bei M= < 1, in der zweiten 
bei M= > 1 positiv. Die allgemeinste Lasung der Wellengleichung wurde 
bereits unter (III, 58) angegeben. Sie lautet: 

rp =F1 (x-VMb:, -1 y) + F2 (x + VMbc,-l y). (36) 

Es ist nun nicht erforderlich, daB man sich auf reelle Funktionen und 
Argumente beschrankt. Bei komplexen Lasungen linearer Gleichungen ist 
bekanntlich der Real- und Imaginarteil fur sich eine Lasung. So kann Gl. (36) 
durchaus noch als Lasung fur M= < 1 benutzt werden, wenn beim Heraus-
schalen des Realteiles nur beachtet wird, daB V Mb:, - 1 = i V 1 - iii ~ ima
ginar ist. 

Fur F1(rJ) = u= A e- i
1} und F2 (''I) 0 ist bei M= < 1: 

rp = u= A e- i (x-iVl-M oo v) = u= A e-VI-M~ v (cos x + i sin x), 

bei M = > 1 dagegen 
A -i(x-VM2 -1 v) 

cp = u= e 00 = 

= u= A [cos (x - V M~ - 1 y) - i sin (x - V M~ - 1 y) 1. 
Die Realteile ergeben also folgende Lasungen von Gl. (35): 

M=<I: 
A -VI-M2 v rp = u= e 00 cos x; u 1 A -VI-M'v . - - = - e if.) SIn x· 

u ' = 
v A VI M2 -VI-M" 11 - = - - = e 00 cos x. 

u= 
M=>I: 

rp = u= A cos (x - V Mb:, - 1 y); 

(37) 

UU -1=-Asin(x-VMbc,-ly); (38) 
= 

~ = A"VM~-1 sin (x-VM~-1 y) = -VMbc,-l (~-l). 
u= u= 

Bei kleinen Storungen in einer Parallelstramung ist ~ in erster Naherung 
die Neigung der Stromlinie: u= 

tg {} = - = = - 1- + + .... v v v [ U - u= ( U - U= )2 J 
U u= + (u-u=) u= u= u= 

(39) 

In unmittelbarer Umgebung von y = 0 hat die Stromlinie im wesentlichen 
die Form einer harmonischen Welle. Wiihrend sich aber diese Form bei Dber-

schallstramung in der Richtung Y ____ I -- bis ins Unendliche unver-
x V:Mto- l 
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andert reproduziert, nimmt die Amplitude bei Unterschallstromung mit einer 
e-Potenz in y-Richtung ab (Abb. 95). Bei stationarer Stromung ist also das 
Verhalten einer Unter- und tl"berschallstromung grundverschieden. 

In einer tl"berschallstromung vermogen nur auBerordentlich kraftige stoB
artige Storungen stromaufwarts zu laufen. Schwache Storungen hingegen, wie 
sie durch schlanke Korper oder durch 
stetig gekrummte Berandungen her-
vorgerufen werden, laufen relativ zum () 

1 () 
ruhenden Medium mit Schallgeschwin-
digkeit, vermogen sich also uberhaupt 
nur 10 einem bestimmten Winkel
bereich stromabwarts geltend zu 
machen (Abb. 96). Es ergeben sich 
bei der stationaren tl"berschallstro
mung wie bei der instationaren Unter
und tl"berschallstromung EinfluB
gebiete (Abschnitt III, 25), woraus 
sich die nahe Verwandtschaft der 
entsprechenden Differentialgleich un
gen physikalisch erklart. In einer 
stationaren tl"berschallstromung kon- Abb. 95. Kurven konstanter Geschwindigkcit (Isotachen) 
nen sich stehende Schallwellen aus- an einer welligen Wand (bel Linearisierung). 

bilden. Damit eine solche weder strom-
aufwarts lauft noch stromabwarts getragen wird, muB die Normalkomponente 
der Geschwindigkeit auf die Schallwellenfront der ortlichen Schallgeschwindig
keit c gleich sein. Der Winkel ex, welchen die Wellenfront mit der Geschwindig
keitsrichtung einschlieBt, heiBt Machscher Winkel. Es ergibt sich fur ebene 

~,~ 
J!....-

Abb.96. KreisfOrmige Ausbreitllng einer kleinen Storung 
in einer Unterschall- lind eioer berschallpnrallelstriimung. 

Abb.97. Stehende Welle. 

oder achsensymmetrische Stromung die Abb. 97. ex steht offenbar zur Machschen 
Zahl in folgender Beziehung:. c 1 

smex =W=¥. (40) 

In jedem Punkt eines ebenen oder achsensymmetrischen stationaren tl"ber
schallfeldes gibt es zwei mogliche, zur Geschwindigkeitsrichtung {} symmetrische 
Lagen stehender Schallwellen mit den Neigungen: 

{} + ex und {} - ex. (41) 
Das Richtungsfeld dieser Wellenfronten liefert, wieder in voller Analogie 

zur instationaren Fadenstromung, ein aus zwei Scharen "Machscher Linien"20 
bestehendes Kurvennetz. Diese muss en bei gemischter Unter-tl"berschallstromung 
stets an der Schallisotache oder "Schallinie" enden, wo sie unter einer Neigung 
von 90° zur Stromungsrichtung [siehe Gl. (40)] einmunden. Dort fallen also 
beide Scharen Machscher Linien zusammen. Auch bei M = 00 gibt es nur 
mehr eine Schar Machscher Linien mit dem gemeinsa.men Winkel ex = 0°. 
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Bei der unter Annahme kleiner Storungen gewonnenen linearisierten Gl. (35) 
ergeben sich die Machschen Linien als zwei Scharen paralleler Geraden. In 
der Richtung der einen reproduziert sich in Abb. 95 die Wellenform ungedampft. 

Bei stationarer UnterschaUstromung gibt es keine zu den Machschen Linien 
analogen Kurven. Der Machsche Winkel in Gl. (40) erweist sich als imaginar. 
Eine Storung macht sich, wenn auch in groBerer Entfernung nur in sehr gering em 
MaBe, nach allen Richtungen geltend. Es gibt keine EinfluBgebiete. Eine 
Unterschallstromung hat also in dieser Hinsicht aIle von der dichtebestandigen 
Stromung her bekannten Eigenschaften, wenngleich sich die Losung der sie 
betreffenden Aufgaben im allgemeinen als bedeutend schwieriger erweisen wird. 

Der an den linearisierten Gl. (35) besprochene Typenunterschied besteht 
ebenso in den kompletten Gl. (20), (28) und (29) oder in den Gleichungs
systemen (11), (26) und (16), (27). Er erklart sich ja vollig aus dem unter
schiedlichen Verhalten einer Stromung bei M < 1 und M> 1. In Analogie 
zu den entsprechenden Kegelschnittsgleichungen wird der eine stationare ebene 

Abb. 98. WeUenlront iro Rnume. Abb. 09. Machscher Kegel. 

oder achsensymmetrische Unterschallstromung beschreibende Gleichungstypus 
(im einfachsten FaIle die Laplacesche Gleichung) als "elliptisch", der eine 
stationare ebene oder achsensymmetrische Dberschallstromung oder eine beliebige 
instationare Fadenstromung beschreibende Gleichungstypus (im einfachsten 
Falle die Wellengleichung) als "hyperbolisch" bezeichnet. Die Verschiedenheit 
der Typen erklart ihre getrennte Behandlung in den nachsten beiden Kapiteln. 
Eine mathematisch prazise Unterscheidung ergibt sich bei der Behandlung der 
stationaren Uberschallstromung in Teil VIII. 

Als "parabolisch" wird jener Differentialgleichungstypus bezeichnet, bei 
welchem lediglich eine zweite Ableitung nach der einen Veranderlichen auftritt. 
Die Probleme der ebenen, achsen- oder kugelsymmetrischen instationaren 
Warmeleitung ergeben dafur physikalische Beispiele. Bei der stationaren, 
kompressiblen Stromung nehmen die Gleichungen dies en Typus, dem eine 
Mittelstellung zwischen dem elliptischen und hyperbolischen Typus zukommt, 
lediglich auf einer Kurve, namlich der Schallinie, an, weshalb er im folgenden 
von untergeordneter Bedeutung ist. Der Ubergang von M < I auf M> I 
ist mit einem Typenwechsel verbunden. Daher stellt die "schallnahe" Stromung 
(Teil IX) eines der schwierigsten Gebiete der Gasdynamik dar. 

Auch in der raumlichen stationaren Dberschallstromung rufen kleine Storungen 
stehende Schallwellen hervor. Hier muB nun die Komponente der Geschwindig
keit in Richtung der Flachennormalen der Schallgeschwindigkeit c gleich sein 
(Abb. 98). Eine kleine Storung, bedingt etwa durch eine scharfe Spitze, erzeugt 
eine kegelformige stehende Schallwelle (Machscher Kegel), welche das EinfluB
gebiet der Storung abgrenzt (Abb. 99). Wieder gibt es nichts Entsprechendes 
in einer stationaren Unterschallstromung. Bei drei unabhangigen Veranderlichen 
ist jedoch die Typenunterscheidung problematischer. Urn dies zu erkennen, 
sei eine schwach gestorte Parallelstromung in x-Richtung betrachtet. Ganz 
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entsprechend zu Gl. (35) kann dann aus der ersten Gl. (20) eine Iinearisierte 
Form fur ein Storpotential cp abgeleitet werden: 

(I- M 60)CP"" +cpY1/ +cpzz =0. (42) 
Bei Unterschallstromung (Moo < 1) sind die Koeffizienten aller drei Ab

leitungen positiv. Damit entspricht Gl. (42) vollig dem elliptischen Typus. 
Bei DberschaUstromung (Moo> 1) erhiiJt CPu einen negativen Koeffizienten 
und Gl. (42) erhalt, je nachdem, ob die Anderungen in x-Richtung oder etwa 
in y-Richtung bedeutungslos werden, elliptischen oder hyperbolischen Charakter. 
Gl. (42) enthalt sowohl die ebene DberschaUstromung als etwa auch die Dber
schallstromung urn einen unendlich langen, nahezu axial angestromten Kreis
zylinder. Letztere kann aber einfach dadurch gewonnen werden, daG ein mit 
sehr kleiner Geschwindigkeit quer zur Achse angestromter Kreiszylinder aus 
einem axial mit Dberschallgeschwindigkeit bewegten Bezugsystem betrachtet 
wird. Damit ist die Losung aus einem typisch elliptischen Problem abgeleitet. 
Das Auftreten elliptischer Elemente wird bei der Behandlung des Pfeileffektes 
(Abschnitt 21) und bei der Behandlung kegeliger Dberschallstromungen (Ab
schnitt X, 5) besonders deutlich. 

6. Koordinaten-Transformationen. 
Das EinfUhren neuer Koordinaten ist sowohl fUr manche allgemeine Betrach

tungen als auch fur das Auffinden spezieller LOsungen vorteilhaft. Zunachst 
seien fur ebene oder achsensymmetrische Stromungen zwel neue unabhangige 
V eranderliche ~ und 'Yj gewahlt: 

~=~(x,y); 'Yj='Yj(x,y). (43) 

Fur die Ableitungen gelten dann folgende Beziehungen: 

~" = YTJ . ~ = _ XTJ . 'Yj = _ ___ Y_" 
x; YTJ - X'I y;' y x; Y'I- X'1 y;'" x; YTJ - X'I Y; , 

(44) 
. x; 1 

'Yjy= ---; ~x'Yjy-~y'Yj,,=-----
~~-~~ ~~-~~ 

Der letzte Ausdruck, die sogenannte Jakobische Determinante der ~, 'Yj nach den 
x, y, muG stets endliche, von Null verschiedene Werte haben, wenn die Trans
formation in Gl. (43) umkehrbar eindeutig sein soll. 

Im folgenden werden die Glieder, welche bei achsensymmetrischer Stromung 
zu denen der eben en Stromung hinzukommen, in geschweifte Klammern gesetzt. 
Kontinuitatsbedingung (lO) und (14) lauten dann: 

e Ui; ~x + e uTJ 'Yj" + e vi; ~y + e vTJ 'Yjy + ei; (u ~x + V ~y) + 
+ eTJ (u 'Yjx + v'Yjy) + { ~V} = o. 

(45) 

y im Nenner des letzten Gliedes kann durch ~, 'Yj nur ersetzt werden, wenn die 
Transformation Gl. (43) explizit gegeben ist. 

In den Eulerschen Gl. (46) sowie im Energiesatz (47) besteht bei ebener und 
achsensymmetrischer Stromung kein Unterschied: 

e ui;(u~" + v ~y) + e u'1 (u'Yjx + v'Yjy) + Pi;~" + PTJ 'Yj" = 0; 

e vg(u~" + V ~y) + e vTJ (u'Yj" + v'fjy) + Pi; ~y + P'1'Yjy = o. 
Der Energiesatz folgt aus G1. (4): 

(46) 

Pi;(U~" + v ~y) + PTJ (u 'Yj" + v'Yjy) - c2 ei; (u~" + v ~y) -c2 eTJ (u'Yjx + v'fjy) = O. 
(47) 
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Die gasd. Gl. lautet: 

ud(c2 - u2) ~x - U v ~y] + ufj[(c2 - u2) 1}x - U v 1}y] + v~ [(c2 - v2) ~y + 

-uv~x] +vfj[(C2 _V2)1)y-uv1)x] +{c2 ;}=0 
(48) 

und die Gleichung fur die Drehungsfreiheit: 

U~~y+ufj1}y-v$~x-vfj1}x=O. (49) 

Fur den haufig vel'wendeten Fall, daB es sich bei Gl. (43) urn orthogonale 
Kool'dinaten handelt, wil'd zweckmaBig del' Winkel f3 eingefiihl't, welchen die 
~-Richtung (1) = konst.) mit del' x-Richtung (y = konst.) einschlieBt. Denselben 
Winkel f3 schlieBen 1}- und y-Richtung miteinander ein. El' ist im allgemeinen 

Abb. 100. KrlImmJinil:!e Orthogonslkoordinaten. 
Abb. 101. Beziehung zwischen den Geschwindigkeits· 

komponenten. 

eine Funktion des Ortes, hangt also von x, y odeI' ~,rl ab (Abb. 100). Wird del' 
Gradient von ~ und 1} mit hI und h2 bezeichnet: 

hI = [grad ~[ = V ~x2 + ~y2, h2 = [grad 1}[ = V;Jx2 + J)/, (50) 

so gelten folgende Beziehungen fur die Winkelfunktionen: 

sinf3=+~y= -+1}x; cosf3=+~x=+Yjll' (51) 
1 2 1 2 

Sie enthalten die Orthogonalitatsbedingung: 

~x1}x + ~y1}y = O. (52) 

Die Gleichungen erfahl'en wesentliche Vel'einfachungen, wenn gleichzeitig 
mit den Orthogonalkoordinaten auch die Geschwindigkeitskomponenten WI in 
~-Richtung und W 2 in 1}-Richtung eingefiihrt werden. Es bestehen dann folgende 
Beziehungen (Abb. 101): 

WI = U cos f3 + v sin f3; u = WI COS f3 - W 2 sin f3 ; 

W2 = - u sin f3 + v cos f3; v = WI sin f3 + W2 cos f3. 

Beim Einfiihren del' neuen Geschwindigkeitskomponenten in die Differential
gleichungen ergeben sich auch Ableitungen von f3. Es gehen in die neuen 
Gleichungen also die Kl'ummungen del' neuen Kool'dinaten und mit Gl. (51) 
auch ihl'e Gradienten hI und h2 ein. Nach elemental'er Rechnung el'gibt sich die 
K ontinuitatsbedingung: 

1 
hi WI'; + h2 W2'1 - hi W 2 f3~ + h2 WI f3fj + hi WI (! e~ + 

1 f v t _ + h2 WZe-e'1 + l"YJ - o. 
(54) 

1m letzten Glied ware wieder y durch ~ und 1), abel' auch v mittels Gl. (53) 
durch WI und W 2 zu ersetzen. 



VI, 7. Polar- und Zylinderkoordinaten. 193 

Aus beiden Eulerschen Gl. (46) ergibt sich ein neues Paar von folgender Form: 

1 
hI WI WI~ + h2 W2 WI'1- hI WI W2,B~ + h2 W22,B'1 + hI - pr; = 0; e 

hI WI W 2f1 + h2 W2 W2'l + hI WI2,Bf; + h2 WI W2,B'l + h2~ P'1 = o. e 
Der Energiesatz lautet: 

hI WIPr; + h2 W2P'l-c2hI WII2~-C2h2 W212'l = o. 
.Man erhiilt folgende gasd. Gl.: 

(55) 

(56) 

hI WI; (c2 - WI2) + h2 W2'l (c2 - W22) - h2 WI W2 WI'l- hI WI W2 W2f1 + 
-I-- c2 h2 WI,BrJ - c2 hI W 2,Bf; + {c2 ;} = 0 . (57) 

Hierin ist wieder c2 nur Funktion des Geschwindigkeitsbetrages: 

W2 = WI2 + W22. 

Die Gleichung der Drehungsfreiheit ergibt sich als 

hI W2r;-h2 WI 'I + hI WI,Br; + h2 W2,B'l = o. (58) 

Bei ebener Stromung geht in alle Gleichungen lediglich das VerhiHtnis hI!h2 
der Gradientenbetrage ein, welche beispielsweise fUr alle konformen Trans
formationen gleich 1 ist. 

7. Polar- und Zylinderkoordinaten. 

Fur Polarkoordinaten hat man 

x = r cos ,B; y = r sin ,B; ~ = r = V X2+ y2; 'YJ = ,B = arctg ; ; 

I: =..:::. = cos,B. ~ro r ' 

y 1 . ,B 
1]", = -t:2 = -r sm ; 

mit Gl. (50) also: 

; y = ; = sin ,B; 

x 1 
'YJy = ~ = r cos ,B; 

Damit bekommt die KontinuitcUsbedingung die Form: 

(59) 

(60) 

e r Wir + e WI + r WIl2r + e W 2P + W212P + {12 WI + 12 W2 cot,B} = O. (61) 

Gl. (58) fur die Drehungsfreiheit reduziert sich auf: 
f) 

WIP = r W2r + W2 = &r (W2 r) (62) 

und die gasd. Gl. auf: 

1 1 
Wir (c2 - WI2) + - W2P (c2 - Wl) - - WI W2 Wip + 

• r r 

--: W l W2 W2r + C2 __ 1 + C2 __ 1 + C2 __ 2 cot,B = O. w {W W } 
r r r 

(63) 

z 

Abb. 102. Zyllnder
koordlnate. 

Bei Zylinderkoordinaten (Abb. 102) solI die x-Achse als Zylinderachse und in 
jeder Ebene normal auf diese ein Variablenpaar entsprechend zu Gl. (59) gewahlt 
werden: 

y=rcos,B; 

z = r sin,B; 

Oswatitsch, Gasdynamik. 

,B = arctg JL. 
x 

13 

(64) 
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Dementsprechend seien nun die Geschwindigkeitskomponenten in Richtung 
des Radius r und des Umfanges: 

WI = V cos fJ + w sin fJ ; 
W 2 = - v sin fJ + w cos fJ; 

v = WI cos fJ - W 2 sin fJ ; 
w = WI sin fJ + W 2 cos fJ· 

(65) 

Bei den Umrechnungen konnen dann die Formeln (51) verwendet werden, 
wenn x durch y und y durch z ersetzt wird. Nach einfacher Rechnung ergibt 
sich aus G1. (5) die gasd. G1.: 

(c2 _ u2) ou_ + (c2 _ W 2) OWl + (c2 _ W 2) ~ oW2 _ U WI (OWl +~) + 
ox I or 2 r ofJ ox or 

_ W W (OW2 + ~ OWl) _ W U (~~ + OW2) + c2 _WI = O. (66) 
I 2 or r ofJ 2 r ofJ ox r 

Die Gleichung geht fur u = konst. und WlO W2 unabhangig von fJ in G1. (16) 
uber. Entsprechendes gilt fur die aus G1. (6) gewonnenen Gleichungen der 
Dr€hungsfreiheit: 

OWl _~ = o. ~ OWl _ oW2 _ W2 =0' ~~_ oW2 =0. (67) 
ox or 'r 8fJ or r 'r ofJ ox 

Wieder konnen u, WI und W2 als Ableitungen eines Potentials dargestellt 
werden. Und zwar erfullt: 

u = (/Jx, Wi = (/J" W 2 r = (/JfJ (6S) 

die G1. (67) und naturlich auch (65). Damit gewinnt die gasd. Gl. die Form: 

(C2 _U2)(/Jxx + (c2 - Wl)(/Jrr + (c2 - W22) :2 (/JfJfJ-2u WI (/Jxr + 
-2 WI W2~CPrfJ-2 W2U~(/JfJX + (C2 + W22) ~(/Jr = 0. 

r r r 
(69) 

Mit (/Jx = 0, (/Jxx = 0 ergibt sich ohne weiteres die gasd. GI. fur das Potential 
in ebenen Polarkoordinaten. 

8. Stromlinienkoordinaten. 

Ein in gewissem Sinne naturliches Koordinatennetz stellen die Stromlinien 
und deren Orthogonaltrajektorien dar. Diese sind unter der zunachst getroffenen 
Annahme der Wirbelfreiheit die Potentiallinien. Es ist dann mit GJ. (IS), (23) 
und (50) bei ebener Stromung: 

; = (/J, 11 = P, hI = W, h2 = (! W. (70) 

Die Geschwindigkeitskomponente langs der Stromlinie (~-Richtung) ist der 
Geschwindigkeitsbetrag W, quer zur Stromlinie verschwindet die Geschwindig
keit und die Stromlinienneigung zur x-Richtung ist die unbekannte Stromungs
richtung {): 

(71 ) 

Aus der Kontinuitatsbedingung (54) folgt: 

_1_ 8(e W) -+ ~ = ° 
e2 w alP 'olJf . (72) 

Die Anderung der Stromdichte langs der StromIinie ist proportional der 
Anderung des Stromungswinkels quer zur Stromlinie, d. h. dem Offnungswinke\ 
des Stromfadens. 

Aus der ersten f<~u\erschen G1. (55) folgt die Bernoullische Gleichung in cler 
Form: 

(! W W,/, + P't> = 0, 
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aus der zweiten Eulerschen Gleichung eine Gleichung fUr die Zentrifugalkrafte. 
{)</> ist ja im wesentlichen die Stromlinienkrummung. 

Die Energiegleichung (56) mit G1. (I, 36) und G1. (II, 25) liefert das Resultat 
s</> = O. Die gasd. G1. kann sowohl direkt aus G1. (57) als auch aus G1. (72) 
abgeleitet werden. Da die Stromung drehungsfrei vorausgesetzt ist, ist sie auch 
isentrop. Die Ableitung der Stromdichte hangt mit der Ableitung der Geschwindig
keit dann in der von der Fadenstromung her bekannten Weise zusammen. Es ist: 

1 
(I-M2) e W W</> + {}'l' = O. (74) 

Die Gleichung der Drehungsfreiheit lautet: 

(75) 

Da der Zustand nur von W allein abhangt, kann G1. (74) oder (75) stets so 
geschrieben werden, daB neben der Ableitung von {} eine Ableitung einer 
Funktion von W steht. Damit ist es stets moglich, neue "Stromfunktionen" 
oder "Potentialfunktionen" einzufuhren, welche der G1. (74) oder (75) identisch 
genugen. Das exakte Gleichungspaar (74), (75) zeigt den EinfluB der Machschen 
Zahl M auf den Gleichungstypus besonders klar. Etwas storend wirkt in den 
Gleichungen das Auftreten der Dichte (!, was mit der unterschiedlichen physi
kalischen Dimension von f/J und lJf zusammenhangt. 

1st die Stromung nicht wirbelfrei, so gibt es keine Potentiallinien, wohl aber 
Orthogonaltrajektorien der Stromlinien. Es gilt dann 1) = P, h2 = e W und die 
Gl. (71). Mit Gl. (50) und (52) ist: 

u v 
g",=hIW ; gy=hIW' 

wobei das hI zunachst noch unbekannt bleibt. Die Gleichungen, die auf diese Weise 
gewonnen werden, unterscheiden sich von den Gl. (72) bis (75) dadurch, daJ3 an Stelle 
der Ableitung nach rJ> jene nach g, multipliziert mit einem Faktor hI/W, steht. Fur 
diese GroJ3e laJ3t sich folgende Darstellung gewinnen: 

hI f T In W = W2 ds, 
e ~ konst. 

also ein Integral langs der Orthogonaltrajektorie tiber die Entropieanderung ds 
mit einem Faktor, der dem Quadrat der Mach-Zahl verkehrt proportional ist. 

In der Literatur wird vielfach auf die StromIinien und deren Orthogonaltrajektorien 
transformiert, wobei nach den Bogenlangen in und quer zur Stromungsrichtung 
differenziert wird. Bei solchen Gleichungen ist aber Vorsicht geboten. Es ist zu be
achten, daJ3 bei der Ableitung nach der einen Variablen nicht die andere Variable 
festgehalten wird. 1m Gegensatz dazu stellen die hier wiedergegebenen Gleichungen 
richtige Differentialgleichungen dar. 

9. QueUe und Wirbel. 
Entsprechend der Bezeichnung bei dichtebestandiger Stromung wird eine 

Stromung, welche radial von einem Zentrum aus verlauft, als Quelle oder Senke 
bezeichnet, je nachdem, ob die Teilchen vom Mittelpunkt weg oder auf diesen 
zu stromen. AIle GroBen sind also nur vom Zentrumsabstand abhangig. Mithin 
ergibt sich fur eine ebene Quelle aus G1. (61) mit W = WI: 

d e r Wr + e W + r W (!r = a;: (r e W) = 0; 

die Stromdichte ist dem Abstand vom Zentrum verkehrt proportional, ein 
Resultat, welches auch mit Hilfe der stationaren Fadenstromung hatte gegeben 

13· 
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werden kannen. Da die Stromdichte den bei M = 1 erreichten Maximalwert e* W* 
nicht iibersteigt, muB es einen kleinsten Radius r = r* geben, innerhalb dessen 
keine Lasung existiert. In Analogie zur ebenen QueUe kann auch eine raumliehe 
QueUe und Senke gebildet werden, bei welcher sich die Stromdicbte umgekehrt 
wie die Quadrate der Radien verhalten muB: 

. W (! _ r*. .., . W (! ( r* )2 
ebene QueUe. W*(!* --r' raumhche Quelle. W*(!* = r' (76) 

Mit Gl. (76) und Tab. II, 3 kann die Geschwindigkeitsverteilung leieht ermittelt 
werden. Es ergibt sich fur r > r* entweder stets Unterschallstramung mit ab
nehmenden Geschwindigkeitsbetragen nach auBen, oder Uberschallstramung 
mit nach auBen zunehmenden Geschwindigkeitsbetragen (Abb. 103). Wegen der 
Empfindlichkeit dieses Stramungszustandes gegen Anderungen des Strom
fadenquerschnittes in der Umgebung der SchaUgeschwindigkeit erfolgen die 

Abb. ]03. Ebene Quellstromung. 

(~)))))) 
~!C-. 

Q 2 J 4 § 

Abb. 104. Potentla,wlrbel. 

wesentlichsten Zustandsanderungen nahe am kritischen Radius r*. Dort wachst 
der Geschwindigkeitsgradient uber alle Grenzen. Dies ist nicht verwunderlich, 
da sich an der engsten Stelle einer Laval-Duse - an einer Stelle ohne Querschnitts
anderung also - bei M = 1 ein endlicher Geschwindigkeitsgradient eTgibt. 

Ein Gegenstuek zur Quelle stellt der "Potentialwirbel" dar, ein Wirbel, bei 
welehem die Stromung wohl ortlieh wirbelfrei ist, bei dem sich aber dennoch auf 
einer das Zentrum umschlingenden gesehlossenen Kurve eine Zirkulation ergiht. 

Es ist {} = fJ + ~, WI = 0, W 2 = W. Die Gl. (62) fur die Wirbelfreiheit 

bekommt damit die einfache Form: 

o Tr (Wr) = 0, 

mit der speziellen Losung (Abb. 104): 

W 
c* 

r* 
r 

(77) 

Hierin spielt der Radius r*, auf welehem gerade Schallgesehwindigkeit 
herrscbt, keinerlei ausgezeichnete Rolle. Wie Gl. (62), gilt auch Lasung (77) in 
gleicher Weise fur kompressible und inkompressible Medien, nur kann bei letzteren 
c* nicht als kritische Schallgeschwindigkeit gedeutet werden. AuBerdem kann 
bei kompressiblen Medien die Maximalgeschwindigkeit nicht uberschritten 
werden, da dort der Druck p = 0 erreicht wird und negative Drucke und Dichten 
nicht in Frage kommen. 

Die Stramung in einem Potentialwirbel kann in einem Krummer rechteckigen 
Querschnittes realisiert werden. Wird dafur gesorgt, daB der Krummer die 
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Stelle kleinsten Kanalquerschnittes bei hohem Druckverhaltnis darstellt, so 
wird sich im Krummer im Mittel uber den Querschnitt maximale Stromdichte 
einstellen. In der Mitte etwa wird also gerade Schall-, an der Innenseite Dber
schall-, an der AuBenseite Unterschallgeschwindigkeit herrschen. Die Machschen 
Linien muss en am Schallkreis mit senkrechter Tangente munden. Mit Hilfe des 
Schlierenverfahrens (Abschnitt XII, 2) ist es moglich, Machsche Linien sichtbar 

Abb. 105. Machsche Linien im PotentialwirbeI. 

zu machen, wenn fur entsprechende kleine Storungen in der Stromung gesorgt 
wird. Abb.105 zeigt die Machschen Linien in Theorie und Versuch. Die von 
kunstlichen Wandrauhigkeiten ausgehenden Wellen werden an der Schallgrenze 
und daraufhin an der Wand selbst wieder reflektiert. Das Unterschallgebiet ist 
ubrigens nicht vollig unberuhrt von den Storungen der Dberschallstromung. 
Eine nahere Untersuchung 2 zeigt, daB die Storung in der Unterschallstromung 
analog zur Losung (37) (Abb. 95) mit einer Exponentialfunktion abklingt. Dieser 
Vorgang hat in der Optik in den Erscheinungen der Totalreflexion sein Gegen
stuck. 

10. WirbelqueUe und SpiralstroIDung. 
Eine Verallgemeinerung der Quell- und Wirbelstromung stellen beliebig 

drehsymmetrische Losungen dar. Die Geschwindigkeitskomponenten WI und W 2 

sind dabei nur Funktionen von r. Die" Wirbelquellstromungen" wurden zuerst 
von G. J. TAYLOR2 nach H. BATEMAN3 behandelt. Mit 

8~ = 0 ergibt sich aus GJ. (62) analog zu GI. (77): 
r* 

W2 = Wz*
r 

Damit kann aus G1. (63), welche sich auf: 

dW l (c2 _ W 2) _ W W dW2_ + c2 WI = 0 
dr 1 1 .2 dr r 

reduziert, W 2 eliminiert werden. Es ist dabei zu be
achten, daB W2 auch in c auftritt. Die Aufgabe ist 
damit auf die Losung einer gewohnlichen Differential
gleichung zuruckgefuhrt. Abb. 106 zeigt eine Losung. 
Wahrend die Quellstromung an der Schallinie endigt und 
auch beim Potentialwirbel M = 1 nirgends von einem 

Abb. lOG. 'Yirbclquellstriimung. 
---->-- Stromlinien, __ lIach

linion, ----- challinie. 

einzelnen Teilchen durchschritten wird, endigt die Stromung bei der Losung 
der Abb. 106 im Bereich der Uberschallgeschwindigkeit. Sie besitzt dart eine 
"Grenzlinie"4. Diese ist "Einhullende" der einen Schar Machscher Linien. Beide 
Scharen Machscher Linien munden am Schallkreis wieder normal auf die Strom-
linie. 

13 a 
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Eine andere von "\V. TOLLMIEN 5 behandelte exakte ebene Losung ergibt sich, 
wenn logarithmische Spiral en (mit OJ als Polarwinkel) 

~=lnr+aOJ 

als Kurven konstanter Normal- und Tangentialgeschwindigkeit WI und Wz 
eingefiihrt werden. Die Orthogonaltrajektorien der Kurven ~ = konst. sind dann 
wieder logarithmische Spiralen: 

1 
1) = In r - - OJ. 

a 

In den Gl. (57) und (58) tritt nur das Verh!iJtnis hl/hz auf, welches sich als 
konstant erweist. Mit Gl. (50) und (52) ist: 

~ = V ;,i + ~y2 = 1£ = - a 

h2 'YJ x 2 + 'YJ y 2 'YJ y • 

Etwas komplizierter ist die Berechnung von (3;; und (3~. Mit Gl. (51) ist: 

tg (3 = lY_ = ~±~ (3 = _a __ (~-17) + arctg a. 
;x 1 - a tg w ' 1 + a2 

Damit erweisen sich die Ableitungen 
a a 

(3;; = 1 + a2-; (3'1 = - 1 + a2 

als konstant. Folglich treten in Gl. (57) und (58) nur mehr WI und W 2 und 
deren Ableitungen nach ~ und 1) auf. Sollen WI und W2 auf der einen Schar 
konstant sein, so bleiben zwei gewohnliche Differentialgleichungen, deren Losung 

Yj...---~ 

Abb. 107. Tollmiensche piral trOmung. __ trom
linlen, __ l(achllnlcn, _~_ SchalUnie. 

Abb. 108. TOllmien che pirul tromung mit Grcnzlinlc. 
__ Strollliinicn. _ _ ])fachllnien ___ Schallinie. 

neue exakte Beispiele fur kompressible Stromungen darstellen. a ist dabei ein 
:\iaBstabsfaktor, der zweckmaBig gleich 1 gesetzt wird. Abb. 107 zeigt eine Lasung, 
welche als Verallgemeinerung der Stramung im Potentialwirbel aufgefaBt werden 
kann. Auffallend sind die geringen Unterschiede im Stromlinienabstand bei 
schallnaher Stromung. Abb. 108 zeigt eine andere magliche Losung in der Um
gebung del' Schallinie und der Grenzlinie. Hier ist das tangentiale Einmunden 
einer Schar Machscher Linien besonders deutlich. Bei allen Beispielen sind beide 
Stromungsrichtungen zulassig. 

11. Prandtl-Meyersche Eckenstromung. 

Wahrend "\Virbel und Quelle und auch die Wirbelquelle Losungen del' ebenell 
Stromung darstellen, welche nur von der radialen Polarkoordinate abhangen, 
solI nun eine Losung gesucht werden, die nur Funktion des Polarenwinkels (3 ist. 
Sie entspricht damit genau derjenigen Losung instationarer eindimensionaler 
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Rohrstromung, welche lediglich vom Verhaltnis ~ abhangt (Abschnitt III, 15) 

und mit deren Hilfe der Ausgleich eines Drucksprunges im Rohr behandelt werden 
konnte. 

Mit ! = 0 folgt fUr ebene Stromung aus Gl. (62): 

W1P = W 2• (78) 

Aus Gl. (63) folgt mit Hilfe von Gl. (78): 

(W2P + WI) (c2- W22) = O. 

Hier solI die spezielle Losung: 
c = W 2 (79) 

behandelt werden. Da W2 die Normalkomponente der Geschwindigkeit auf die 
Radien ist, besagt Gl. (79), daB die Radien Machsche 
Linien darstellen. Die Losung kann also nur bei Uber
schallstromung auftreten. Das Analogon der instatio
naren Stromung (Abb. 36) zeigt auch Strahlen durch 
den Ursprung als Machsche Linien, gilt aber bei Unter
und Uberschallstromung ent sprechend der Tatsache, 
daB die eindimensionale instationare Stromung stets 
ein "hyperbolisches Problem" darstellt. 

Aus Energiesatz und Gl. (79) folgt, wenn die Stro
mung in Uhrzeigerrichtung verlauft: 

W - V It -1 VW2 W 2 
2 - - % + 1 max- l' 

.-\ Ill, 109. J>randtl-:llcyersche 
E ckcn tr6mu ng in Vacuum. 
__ tromlinicn , __ :\Iach-

lillieu. 

Damit laBt sich Gl. (78) leicht integrieren und liefert mit der Anfangsbedingung 

WI = 0 fur {3 = ; : _ _ _ 

WI = W max sin V : + ~ (; - (3 ) ; 

V~ V~(n) W 2 = C = -- It + 1 W max cos % + 1 "2 - {3 . 

Auf f3 = n/2 herrscht Schallgeschwindigkeit (W2 = W12 + W 22 = c2 ). Die 
Machsche Linie steht senkrecht auf der Stromungsrichtung. Mit abnehmendem 
Winkel f3 wachst WI und damit die Machsche Zahl: 

M2 = W 2 = W 12 + 1 
c2 c2 , 

die Stromungsrichtung dreht sich in zunehmendem MaB in die Radialrichtung 
und verlauft schlieBlich bei: 

f3 = - ; (V : + ~ -1) = B, W2 = C = 0, WI = W max (80) 

vollig radial (Abb. 109). Die St romlinie macht im Zentrum einen Knick. 
Fur Stromungswinkel {} und Mach-Zahl findet man folgenden Zusammenhang: 

Aus dem Stromungsbild ergibt sich 

-{} = ex-{3 = ; -f3-(; -ex). 

Aus den eben abgeleiteten Gleichungen und aus der Definition des Mach
Winkels folgt damit: 

-{}=V:+~ arctg(V:+~ VM2 - 1 )-arctgVM2-1. (81) 

13 a* 
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Mit Tab. II, 5 ergibt sich daraus leicht die Beziehung von {} und M*, ~ usw. 
Po 

Fur eine Expansion gegen den Uhrzeigersinn hat{} das entgegengesetzte Vorzeichen. 
Weil die Stromungszustande auf Strahlen konstant sind, laBt sich die Prandtl

Meyer-Stromung G1. (SI) mit Uberschallparallelstromungen zu Stromungen um 

Abb. 110. Stock lung einer Prandtl -lI'Ieycr· Iromung 
mit Paralle!stromungcn _ trollliinien, _ l\[ach

Linien. 

Ecken oder in gekrummten Kanalen 
bestimmter Begrenzung (Abb. 110) 
stuckeln. Die Zustande konnen dabei 
auch im Sinne einer Kompression 
durchlaufen werden, wenngleich die 
praktisch groBere Bedeutung dieser 
Losung in der Wiedergabe der Ex
pansion um eine Ecke liegt. 1m Extrem
falle einer Expansion von kritischer 
Stromung (.111 = 1) auf den Druck 0 

(W = Wmax, M = 00) durchlauft die Stromung sogar einen Winkel von uber 90°. 
Da eine Stromung im allgemeinen in einem genligend kleinen Bereich als 

ebene Parallelstromung angesehen werden kann, hat Losung (SI) auch fur die 
unmittelbare Umgebung quer zur Stromungsrichtung verlaufender konvexer 
Wandknicke in raumlicher Uberschallstromung Bedeutung. 

12. Achsensymmetrisch-kegelige Stromung. 

Als kegelig im allgemeinsten Sinne wird eine Stromung bezeichnet, bei welcher 
die Zustande auf raumlich von einem Zentrum ausgehenden Strahlen konstant 
sind. Ein spezieller Fall hiervon ergibt sich, wenn auBerdem Achsensymmetrie 
gefordert wird, wenn also die Flachen konstanten Zustandes Kreiskegelflachen 
sind. Diese Stromung wird durch G1. (62) und (63) mit a/or = 0 einschlieBlich 
der beiden Glieder in der geschwungenen Klammer beschrieben. Das analoge 
instationare Problem stellt die Ausbreitung von Zylinderwellen dar, deren Zu
stand nur von x/t abhangt. 

Mit GJ. (62) gilt also wieder G1. (7S). Aus G1. (63) folgt mit GI. (7S) nun aber 
die kompliziertere Gleichung 

W = - W - WI + W 2 cot{3 = - W -F((3) 
2(3 I W 2 I , 

1 __ 2_ 

c2 

(S2) 

wobeiF((3) eine lediglich fur die folgende Ableitung eingefuhrte Abkurzung darstellt. 
G1. (78) und (82) stellen ein System gewohnlicher Differentialgleichungen dar, 

welches zuerst von TAYLOR und MACCOLL6 rechnerisch behandelt wurde. Hier sei das 
System auf eine vonA. BUSEMANN7 aufgestellte Gleichung fur den Krummungsradius 
R der lntegralkurvein der Geschwindigkeitsebene (Hodograph) zuruckgefuhrt. 

1st eine Kurve durch die Parameterdarstellung u ((3), v ((3) gegeben, so gilt 
bekanntlich fur den Krummungsradius 

R = [(~)2+ (~~rr 
du d 2v dv d 2u 
d{3 d{32 d{3 d{32 

Mit den G1. (53) ist u und v mittels WI und W 2 indirekt als Funktion von (3 
gegeben. Es ist mit Rucksicht auf die G1. (7S) und (82), mit deren Hilfe die Ab-

I . dW I d dW2 j. . . t d k·· mtungen d(J un ~ e Imlmer wer en onnen: 
du . dv 
dj3 = F sm(3; d(J = - F cos (3. 
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Die zweiten Ableitungen ergeben sich zu: 

d2u dF. d2v dF . 
d{J2 = dff sm p + F cos p; d{J2 = -dff cos P + F sm p. 

Bei der Bildung des Nenners von R falIt die Ableitung ~; fort, braueht also 

gar nieht erst gebildet zu werden, und es bleibt: 

R = F = WI + W 2 cot fJ 
W 2 1 _ __ 2_ 

c2 

(83) 

wobei c die durch den Energiesatz G1. (II, 29) gegebene Funktion des Geschwin
digkeitsbetrages Wist. 

Mit G1. (83) kann bei gegebenen Anfangswerten der Gesehwindigkeitsverlauf 
abhangig von p leieht im Hodographen (Gesehwindigkeitsebene) konstruiert 
werden (Abb. lII). Es sei fur 
eine bestimmte Anfangsrichtung 
p = p, Betrag W und Riehtung {j .
des Geschwindigkeitsvektors ge
geben. Dann la13t sieh W z und 
WI + Wz cot p unmittelbar aus 
dem Hodographen ablesen, also 
R leicht mit G1. (83) angeben 
(c wird am best en einer Tabelle 
entnommen). Mit Hilfe des 
Krummungsradius kann ein 
Kurvenstuck - genahert dureh 
seinen Krummungskreis - ge- U 

zeiehnet werden. Damit ist der 
Geschwindigkeitsvektor in einer 
neuen Riehtung ermittelt und der 
Konstruktionsvorgang wiederholt 
sich nun fur den in der neuen Ab\). 111. E rmittlnng des Ocschwindigkeits verlaufes einer 
Riehtung mit G1. (83) zu be- krei 'kegeli n t rolllung mittels 0 1. ( 3). 

stimmenden Krummungsradius. 
Es zeigt sieh, da13 Uberschallstramungen an Kreiskegeln, wie sie naherungs

weise an Gescho13spitzen beobachtet werden, stets in Verbindung mit Verdich
tungssta13en auftreten, weshalb die Auswertung des hier gewonnenen Ergebnisses 
erst im Anschlu13 an die Behandlung schiefer Sta13e erfolgen kann. 

13. Die Differentialgleichungen in der Geschwindigkeitsebene. 

Die Differentialgleichungen (9) und (lI) der ebenen stationaren Stramung 
7.eichnen sich dadurch aus, da13 die kartesischen Koordinaten x und y lediglich 
in den Ableitungen auftreten, und da13 diese in jedem Summanden in der erst en 
Ordnung und im erst en Grade vorkommen. Diese Eigenschaft besitzen aueh 
die entsprechenden Differentialgleichungen der instationaren Wellenausbreitung 
im Rohr, weshalb dort ganz entsprechende Transformationen vorgenommen 
werden kannen, wobei an Stelle der u, v-Ebene bei stationarer ebener Stramung 
die W, c-Ebene bei instationarer Rohrstromung zu treten hat. 

Werden in den Transformationsformeln (43) und (44) als neue Koordinaten 
einfach u = ; und v = 'YJ gewahlt, so konnen die kartesisehen Koordinaten x 
und y als abhangige Veranderliche der nun Unabhangigen u, v dargestellt werden. 
Ausnahmen ergeben sieh nur dort, wo die Abbildung nicht mehr eindeutig ist. 
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Die Jacobischen Determinanten in den Gl. (44) lassen sich in den Gleichungen 
kiirzen, und die Gl. (9) der Drehungsfreiheit lautet nun: 

(84) 

Die gasd. Gl. lautet: 

(c2 - u2)!JL + 1t V (~ + ~1L) + (c 2 - v2) ~ = O. 
av av au au 

(85) 

Es handelt ::;ich also beim Gleichungs::;ystem (84), (8i5) urn ein Paar lincarcr 
Differentialgleichungen, deren Koeffizienten allerdings noch von den Unab
hangigen u, v abhangen. 

Eine entsprechende Transformation bei achsensymmetrischen Problemen 
hatte keinen Erfolg, weil sich die Jacobische Determinante nicht wegkiirzen 
laBt, weshalb die Linearitat verlorenginge. Bei raumlicher Stromung wiirden 
die Transformationsgleichungen (44) im Zahler nicht line are Verbindungen der 
Ableitungen aufweisen, die Nennerdeterminante allerdings lieBe sieh wegkiirzen. 

AblJ. 112. Konstruktiotl der WirlJclq uelle nus Q.uelle 
utld Wirbel nuell AUER. 

Die folgenden AusfUhrungen miissen 
auf die ebcne, stationare Stromung be
sehrankt bleiben. 

Die Linearitat des Gleiehung'l
systems ermoglieht das Superponieren 
von Losungen, in welehen sieh der Ort 
x, Y als }1'unktion de" Strolllungszu
standes 1l, v oder TV, B darstellt. Sind 
al"o Xl (u, v), YI (u, v) und x 2 (u, v), 

Y2 (u, v) zwei Losungen des Gleichungssystems (84), (85), so konnen mit zwel 
beliebigen konstanten Koeffizienten }'l und A2 neue Losungen: 

X = }'l Xl + }'2 X 2, Y = }'l YI + )'2 Y2' (86) 

aufgebaut werden. Naeh R. SAUERs gewinnt man diese dureh eine einfaehe 
geometrisehe Konstruktion, die in Abb. 112 fUr die Superposition einer QueUe 
und eines Wirbels zu einer "Wirbelquelle" wiedergegeben ist. Zunaehst miissen 
bei den beiden bekannten AusgangslOsungen Xv YI und x 2' Y2 die Orte gleiehen 
Stromungszustandes (gleiehen Gesehwindigkeitsvektors) aufgesueht werden. Dann 
ergibt sieh der Ort eines bestimmten Zustandes cler neuen Losung am; dem 
durch Gl. (86) gegebenen Teilungsverhaltnis auf der Verbindungsgeraden der 
Orte desselben Zustandes der AusgangslOsungen. 

So lassen sieh mit Hilfe aller hier angefUhrten exakten Losungen neue Losungen 
aufbauen. 

14. Legendre-Potential und -Stromfunktion. 

Gl. (84) hat dieselbe Form wie Gl. (9), was das EinfUhren einer Potential

funktion W nahelegt. Es sei: 
X = Wu, Y = Wv , (87) 

womit die Forderung der Drehungsfreiheit erfUllt ist. Man kann sicht leicht 
dureh Differentiation davon iiberzeugen, daB das Potential if> folgendem Zu
sammenhang geniigt: 

W = u X + V Y - W, (88) 

eine Beziehung, die wegen ihrer geometrischen Bedeutung als Legcndrcsche 
Beruhrungstransformation bezeichnet wird. Beispielsweise findet man: 

- ax ay ax ay 
Wu = X +u au + v au -Wxau-WyTu = x. 
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Fur das Legendre-Potential ;p erhalt man nun die lineare Differentialgleichung 
zweiter Ordnung: 

(c2 - u2) (jJvv + 2 u v (jjuv + (c2 - v2) iiuu = 0, (89) 

oder abhangig von W und {}, den Polarkoordinaten des Hodographen: 

c2 W2 iiiww + W (c2 - W2) iiiw + (c2 - W2) iiii}i} = O. (90) 

Ganz analog kann auch eine Stromfunktion eingefuhrt werden, welche 
Gl. (85) identisch befriedigt. Zu diesem Zweck wird besser von der Kontinuitats
bedingung (10) ausgegangen. x und Y mussen nun abhangig von e u und e v 
als neue Koordinaten dargestellt werden*. Dabei ergeben sich aIle Nachteile 
wie bei Gl. (28) und (29) daraus, daB sich die Geschwindigkeit nicht explizit 
als Funktion der Stromfunktion darstellen laBt. Wahrend aber die Gl. (28) und 
(29) insofern gegenuber den Potentialfunktionsgleichungen (20) einen Fortschritt 
bedeuten, als auch Wirbel zugelassen sind, fant dieser V orteil mit der Voraus
setzung der Drehungsfreiheit hier weg. Deshalb durfte Gl. (89) und (90) in jedem 
Fane einer entsprechenden Stromfunktionsgleichung vorzuziehen sein. 

15. Molenbroek-Transformation. 
Es ist auch maglich, bei Beibehalten des gewahnlichen Potentials Gl. (17) 

und der gewohnlichen Stromfunktionen Gl. (22) line are Gleichungen mit Ge
schwindigkeitsrichtung und Betrag als unabhangigen Veranderlichen zu er
halten. Diese Transformation wurde zuerst von MOLENBRoEK9 durchgefUhrt. 

Wird in den Gl. (74), (75) mit Hilfe der Beziehungen Gl. (43) mit x = (jJ und 
y = lJI zu neuen Unabhangigen ~ _ W und 'YJ ={} ubergegangen, so talIt wieder 
die Jacobische Determinante fort und es bleibt die lineare Beziehung: 

1 e (I - M2) e w lJIi} + (jJw = 0; w (jJi} - lJIw = O. (91) 

M und e sind hierin Funktion von W, was bei der folgenden Ableitung zu be
achten ist. 

Nach A. BUSEMANNlO laBt sich das Gleichungssystem (91) auch auf eine 
symmetrische Form bringen. Wird in beiden Gl. (91) lJI isoliert auf eine Seite 
gebracht, die gemischte Ableitung PWi} gebildet und aus beiden Gleichungen 
eliminiert, so folgt schlieBlich die lineare Gleichung fUr das Potential (jJ: 

W2 (I - M2) (jJww + W (jJw (I + uM4) + (I - M2)2 (jJi}i} = o. (92) 

Auf demselben Weg erhalt man fur die Stromfunktion die erstmals von 
TSCHAPLIGINll abgeleitete Gleichung: 

W2 P ww + (I + M2) W P w + (I - .J{2) Pf}f} = O. (93) 

Aus Gl. (93) gewann RINGLEB12 durch Separationsansatz die Lasung: 

P = ~ sin{}, 

von deren Richtigkeit man sich durch Einsetzen leicht uberzeugt. Die Berech
nung von x und y macht allerdings einige Muhe. 

Mit Gl. (91) ist: 

P w = lJIx xw + lJfy Yw = - e v Xw + e u yw; 

1 
(jJw = - (I -11(2) (lTV Pf) = (jJx Xw + (jJy Yw = u Xw + v yw· 

-----

* Siehe etwa SAUER: Gasdynamik, S. 96 (1943). 
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Entsprechende Formeln findet man fiir Xo und Yo. Damit lassen sich die Ab
leitungen von x und y nach W und fJ bestimmen. Beispielsweise ergibt sich: 

xw = - e~ [PwsinfJ + (1-M2) ~ p&cosfJ} 

Hierin sind die Abbildungen der Lasung von G1. (93) einzusetzen und x durch 
Integration zu ermitteln. 

RINGLEBS Lasung stellt eine Verallgemeinerung der dichtebestandigen 8tra
mung um eine Kante dar und ist in Abb. 113 wiedergegeben. Die Kurven kon

stanten Zustandes sind Kreise. Inner
halb eines weiB gelassenen Gebietes 
gibt es keine Lasung. AuBerhalb der 
erst en durchgehenden Stromlinie gibt 
Abb. 113 die Umstramung einer ab
gestumpften Kante. Ein Fortschritt 
gegenuber den bisher gezeigten La
sungen besteht darin, daB die Teil
chen ein lokales Uberschallgebiet 
durchschreiten und bei stetiger Ver
dichtung wieder Unterschallgeschwin
digkeit annehmen. 

Abb . 113 .. Um IrBmll ng elner ~bgestllmpftcn Kantc nneh 
RINer.En. __ tromlinicn, _ _ I otn chen; • Punkte 

mit M = 1. 

RINGLEB hat in der genannten 
Arbeit auch ein allgemeines Integra
tionsverfahren fur die Geschwindig

keitsebene angegeben*. Fur ein solches ist M mit Hilfe des Energiesatzes durch 
W zu ersetzen, woraus folgende Gleichung zu gewinnen ist: 

(C02- x 21W2)W2Pww+(Co2+ 3 2 X_ W2 )W1PW+ 

+ (C02 _ % ~ 1 W2) p& {) = o. 
(94) 

Hierin wird die Geschwindigkeit W zweckmal3ig durch die Ruheschallgeschwin
digkeit Co dimensionslos gemacht, was darauf hinauslauft, daB in G1. (94) Co = 1 
zu setzen ist. 

16. Tschapligin.Transformation. 

Die Gleichungen des vorigen Abschnittes legen die Frage nahe, ob es maglich 
ist, durch EinfUhren einer neuen Veranderlichen g (W) etwa GJ. (94) auf jene 
Form zu bringen, welche sie bei dichtebestandiger Stramung (M = 0) annehmen 
wurde. Nach G1. (93) muBte die Gleichung mit g wie folgt lauten: 

(95) 

Zur Bestimmung der Funktion IJ (W) muG diese in G1. (94) eingefUhrt werden. 
Bei der Bildung der Ableitungen von P tritt die erste und zweite Ableitung 
von g nach dem Argument W auf. Da die Koeffizienten in G1. (94) und (95) 
bis auf eine beliebige multiplikative Funktion festgelegt sind, ergeben sich durch 
Koeffizientenvergleich zwei gewahnliche Differentialgleichungen fiir g (W), die 
im al1gemeinen nicht gleichzeitig erfiillt werden kannen. Es zeigt sich aber, daB 
es eine Lasung fur den Wert" = - 1 gibt. G1. (94) nimmt dann folgende Form an : 

(1 + ::) W2 P w W + (1 + 2 :22) W P w + p&& = 0 (96) 

* Siehe auch SAUER: Gasdynamik, S. 105f. (1943). 
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und wird mit der naeh TSCHAPLIGINll benannten Transformation: 

V-W2 

1- 1+-
C 2 

(J = 0 
W 

mit der Umkehrung: 

1 dg 1 

g dW = -W V" =l"-+--'=;W;;c;zc;-z 

Co 
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(97) 

in G1. (95) iibergefiihrt. Diese Gleiehung zeigt im iibrigen, daB diesel be Aufgabe 
von einer mit einer beliebigen Konstanten multiplizierten Funktion (J geleistet 
wird. 

Naeh Einfiihren entspreehender rechtwinkeliger kartesischer Koordinaten 
nimmt G1. (95) die Form der Laplace.Gleichung (32) an. Wegen des grundsatz
lieh versehiedenen Charakters von Unter- und 
tJbersehallstromung kann dies nur die Bedeutung 
haben, daB G1. (96) bereits von rein elliptisehem 
Typus ist. Dies erkennt man am Energiesatz, der 
fur ?{ = - 1 folgende Form annimmt: 

c2 - W2 = C02 = Cl 2 - W12, (98) , 

nach der bei reellem Co stets c > W sein muB. 
Ein Gas mit negativem Verhaltnis der spezi

fisehen Warmen ?{ ist allerdings kaum vorstellbar. () 1 

Es besaBe beispielsweise bei reellem Druck und Abb. lB. Nliherung der Isentrope 
reeller Dichte naeh G1. (II, 25) eine imaginare durch eine Tangente. 

Schallgeschwindigkeit. Doch gelangt man nach 
TSCHAPLIGINll und TSIEN13 zur Form des Energiesatzes (98) und damit VOn 

G1. (93) zu (96), wenn die Isentrope im .!., p.Diagramm in einem Punkte ~, PI 
e e1 

durch ihre Tangente genahert wird (Abb. 114). Dann ist: 

P - PI = - el2 ( :~ )Sl ( ~ - :J = el2 Cl2 (i-- ~). 
Fur die Sehallgesehwindigkeit in einem benachbarten Punkte ergibt sich: 

c2 = dp = C 2 (~.)2. 
de I e 

c faUt darnach mit wachsender Dichte und wachsendem Druck. Aus der Ber
noullischen G1. (II, 51) folgt schlieBlich G1. (98): 

W2_WI2=_2jd: =CI2[(~1r-l]= C2 -C12. 
1 

Eine line are Naherung der Isentrope im .!., p-Diagramm ergibt also G1. (96) 
e 

und mit der Tschapligin·Transformation (97) den Gleichungstypus der dichte-
bestandigen Stromung. 

Auf entsprechende Art erhalten die G1. (91) die Form der Cauchy
Riemannschen DiHerentialgleichungen. Es ist: 

ifJ{} - _1_ ~ (J P g = O. 
e1 c1 

(99) 
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. Mit In g und {} als unabhangigen Veranderlichen gewinnen die Gl. (99) die 
Form der Gl. (33). Ganz dassel be gilt bei Vertauschung von Abhangigen und 
Unabhangigen fur die Gl. (74) und (75). Es ist: 

(lOO) 

womit wieder der Stramungszustand als abhangige und ein Koordinatennetz 
der Stramungsebene als unabhangige Veranderliche gewonnen ist. Naturlich 
kann Gl. (100) auch direkt aus Gl. (99) mit Hilfe der Transformations
gleichungen (44) gewonnen werden. 

Es gibt auch eine Tschapligin-Transformation bei standig herrschender Uber
schallgeschwindigkeit. In Gl. (98) ist dann W l > c1 und folglich stets W > c. 
DaB Co unter dieser Voraussetzung imaginar wird, start nicht, da der Ruhe
zustand (W = 0) auBerhalb des Dberschallbereiches liegt. Wie sich zeigen wird, 
ist die Dberschallstromung aber weitgehend exakt berechenbar, weshalb fur sie 
eine Naherung durch Linearisierung der Isentropenbeziehung (Abb. 114) kaum 
Interesse besitzt. 

17. Randbedingungen. 

Ein wesentlicher Teil aller Rechnungen auf dem Gebiet der stationaren 
Stromungen ist dem Problem der Umstramung von Karpern gewidmet, welche 
im unendlichen Raum frei fliegen. Urn zeitlich unabhangige Randbedingungen 
zu erhalten, wird dabei stets der Karper als im Raume fest, von einer stationaren 
ParaIleIstromung des Zustandes 

u=uoo , v = O, w=O, C = Coo , 211 = Moo ( lOI) 

angestramt betrachtet. 
Eine Unterschallstromung wird dabei in ihrer ganzen Ausdehnung von einem 

irgendwo befindlichen Starkarper beeinfluI3t, wie schon im Abschnitt 5 uber die 
Typenunterscheidung ausgefUhrt wurde. Abb. 95 zeigt dies fUr die y-Richtung, 

oZ' 

Abb. 115. Ach enanordnuog im FlOgelprotil. 

ist aber fur die x-Richtung nicht maB
gebend, weil es sich urn eine unendlich 
lange wellige Wand handelt. Bei einer 
Unterschallstromung konnen die linter 

) Gl. (101) eingefUhrten Bedingungen also 
nur als Grenzwerte angesehen werden, 
welchen sich die Stromung mit zu-

nehmender Entfernung vom Karper (V x2 + y2 + Z2 -->- 00) in wachsendem MaBe 
nahert, ohne sie im Endlichen je zu erreichen. Es wird sich zeigen, daB die 
Formulierung fUr jeden Fall Moo < 1 gilt. Nur bei tragenden Korpern im Raume 
reichen stromabwarts Starungen in Form von Wirbeln bis ins Unendliche, da 
Auftrieb wich Gl. (IV, 33) stets mit Zirkulation verbunden ist, ein Wirbel aber 
nach HELMHOLTZ nicht im Endlichen endigen kann. 

Eine UberschallparallelstrOmung bleibt bis unmittelbar an den Karpel" UIl

gesti::irt. Deshalb gelten hier die Bedingungen Gl. (101) bis zur erst en vom Karpel" 
ausgehenden Starung, der Kopfwelle, oder, bei sehr schwachen Starungen, del' 
von der Korperspitze ausgehenden Machschen Linie (Abb.99). Wie das Ab
klingen stromabwarts erfoIgt, ist zunachst uninteressant, da es auf die Zustande 
am Korper keinen Einflu/3 hat. 

Damit waren die Anstrombedingungen fur Unter- und Dberschallstromung 
formuIiert. Bei der Behandlung der Bedingungen am Karper bedarf es keiner 
Unterscheidung der beiden Stromungstypen. Es sei mit der ebenen Stromung 
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begonnen. Das Profil werde von der x-Achse durchkreuzt und bei symmetrischen 
Profilen halbiert (Abb. U5). Der obere und untere Teil seines Umrisses sei durch 
die Funktionen: 

y > 0: y = ho (x) und y < 0: y = -h" (x) 

gegeben. Insbesondere gilt fur das symmetrische Profil: 

h" (x) = ho (x) = h (x). 

(102) 

(103) 

Die Neigung eines Profilelementes ist gleich der StromIinienneigung. Damit 
gilt ala Randbedingung am Profil: 

fur -y = h,,(x): 

~ = dho = h '(x), 
U dx 0 , 

_ ~ = dh" = h '(x). 
U dx " 

(104) 
fur y = ho (x): 

Bei einem symmetrischen, nicht angesteIlten Profil reduzieren sich beide Rand. 
bedingungen auf eine: 

fur y = h(x): ~ = h'(x). 
U 

(105) 

AuBerdem verschwindet vor und hinter dem Profil v auf der x-Achse aus 
Grunden der Symmetrie, oder anders formuIiert :es ist dort h (x) - O. 

Fur den Spezialfall schlanker Profile, also kleiner Dickenverhaltnisse (Ver
haltnis der groBten Dicke zur Lange) und drehungsfreier Stromung -lassen sich 
Geschwindigkeitsrichtung und -betrag mit Gl. (39) und (IV, 31) wie folgt nahern: 

U oo h' (x) = v (x, h) = v (x, 0) + ( ~v ) h + ...... , 
uy 1/=0 

W (x, h) - U oo = U (x, h) - U oo = U (x, 0) - U oo + (~u) h + 
uy 1/ = 0 

(106) 
.... , 

wobei fur asymmetrische Profile die Entwicklung an der Ober- und Unterseite 

zu unterscheiden ware. Fur eine Abschatzung von :~ konnen in der gasd. Gl. (U) 

wegen der Kleinheit der Storungen aIle Glieder, die v als Koeffizienten besitzen, 
gestrichen werden. 1st U m der Maximalwert von u und l die Profillange, so gilt 
naherungsweise: 

~'" (~_I) OU '" (M2_1) um-uoo • 
oy c2 ox 1 

Darnach klingt die v-Storung im allgemeinen in Abstanden ab, welche nicht 
mit der Profildicke, sondern mit der Profillange zu messen sind, ein Effekt, der 
sieh aueh an der exakten Losung der Umstromung einer sehlanken Ellipse stu
dieren laBt. Der letzte Summand der ersten Gl. (106) erweist sich hiermit als 
GIied zweiter Ordnung. In erster Naherung kann die v-Komponente an einem 
schlanken Profil hiermit gleich der v-Komponente unmittelbar an der x-Achse 
gesetzt werden. Dort muB die v-Komponente auf jene Werte springen, welehe 
sieh aus der anderen Profilseite ergeben. Je naehdem, ob sieh das Profil verdiekt 
oder verdunnt, quillt das Medium aus der x-Aehse bemus· oder verschwindet 
in dieser (Abb. 125). 

Bei hohen Maeh-Zahlen ist das Projizieren der v-Komponente auf die x-Achse 
allerdings nicht mehr moglich, wie die vorhergehende Abschatzung ergibt. Dies 
wird sieh noch in versehiedener Weise bestatigen und ist mit Rueksieht auf 
die EinfluB- und Abhangigkeitsverhaltnisse bei M> I nieht anders zu erwarten. 
In ScJuillniihe hingegen ist die Naherung besonders gut, was mit der geringen 
Veranderliehkeit der Stromdichte in diesem Bereich zusammenhangt. 
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Nach der Prandtlschen Regel [Abschnitt 20 oder Gl. (VII, 8) oder Gl. (VIII, 3)] 
steigen die Geschwindigkeitsunterschiede bei gleicher Profilform proportional zu 

I ~------
---V---=------ --=-=--=-'-, so daB im letzten Glied der Faktor VII - M50/ hinzutritt. In 

/I- M 501 
Schallnahe sind die VerhiiJtnisse insofern komplizierter, als man nicht mehr Profile 
gleichen Dickenverhaltnisses vergleichen kann. 

Auch ist der lokale Wert von M2 - 1 nicht mehr durch den Wert in der Anstromung 
zu ersetzen. 

Fur die Geschwindigkeitsstorung ergibt sich das letzte Glied aus del' Gleichung 
fur die Drehungsfreiheit: OU OV v 

ay=ax~T' 

Nach den letzten Uberlegungen kann die Anderung del' v-Komponenten in 
x-Richtung derjenigen am Profil gleichgesetzt werden. Daraus ergibt sich mit 
del' zweiten G1. (106) auch die Geschwindigkeit am Profil und auf der x-Achse 
als in erster Naherung gleich. Die Genauigkeit del' letzten Naherung hangt 

dabei nicht von del' Mach-Zahl abo 
Eine Ausnahme machen hier wieder 
die hohen Mach-Zahlen, weil bei 
ihnen - wie sich zeigen wird - im 
allgemeinen nicht mehr mit Dre
hungsfreiheit gerechnet werden darf. 
Die Ausnahmestellung del' hohen 

Abb.116. Achsenunordnung beim drehsyrnmctrischen Kiirper. Mach -Zahlen hat hier praktisch keine 
groBe Bedeutung, weil man in diesem 

Gebiet weniger mit analytischen Methoden (Charakteristikenmethoden~) arbeitet. 
Die Fehler, welche durch das im folgenden haufig geubte Projizieren del' 

Geschwindigkeits- und Neigungsverteilung auf die x-Achse entstehen, kompen
sieren sich im ubrigen zum Teil, denn mit den Neigungen vjuoo nehmen auch 

u-u 
die Geschwindigkeitsunterschiede 00 mit Annaherung an die x-Achse Zll. 

Uoo 
Auch entspricht das Vorschreiben einer v-Verteilung auf der x-Achse clem Auf
suchen einer exakten Losung bei etwas geanderten Randbedingungen. 

Bei Verwendung von Stromlinienkoordinaten nach Abschnitt 8 ist ab Rand
bedingung del' Stromungswinkel {} auf der Profilstromlinie (0/ = 0) vorzuschreiben. 
Wahrend er aber am Profil als Funktion der Bogenlange gegeben ist, muBte er 
fUr die Losung als Funktion des Potentials c[> gegeben sein, wenn das Profil exakt 
nachgebildet werden soIl. 

Bei einem achsensymmetrischen Korper ist die Form durch eine einzige Funk
tion y = h (x) festgelegt. Sie soIl den Korperradius an der Stelle x darstellen 
und entspricht im Achsenschnitt ganz dem Dickenverlauf eines symmetrischen, 
nicht angestellten Profils bei ebener Stromung. In der x, y-Ebene lautet elie 
Randbedingung ganz analog zu Gl. (105), auch dann, wenn der Korper schrag 
in x-Richtung angeblasen wird (Abb. 116). Bei Verwendung von Zylinelerkooreli
naten (Abschnitt 7) druckt sich die Neigung del' Stromungsrichtung gegen die 
Achsenrichtung lediglich durch die Axial- und Radialkomponente der Gefichwin
digkeit aus. Damit lautet die Randbedingung am achsensymmetrischfll Korper 
bei ganz beliebiger Anblasrichtung: 

fur r = h (x): WI = h' (x). 
u 

(107) 

Wie bei ebener Stromung, kann bei kleinen Storungen auch hier linearisiert 
werden. 1m Nenner von Gl. (107) ist dann u durch U oo zu ersetzen unel die 
Randbedingung lauft auf eine Vorschrift fur die Radialkomponente Wi heraus. 
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Sehr zum Unterschied von der ebenen Stromung, zeigen bei einer achsen
symmetrischen Stromung die Storungen nicht in Abstanden, welche mit der Korper
lange, sondern in Abstanden, welche mit dem Korperdurchmesser vergleichbar 
sind, wesentliche Anderungen. Das hangt damit zusammen, daB sich die Storungen 
nach zwei Dimensionen hin ausbreiten konnen. Diese Schwierigkeit macht sich 
sofort geltend, wenn in der an und fUr sich richtigen Entwicklung Gl. (lO6) die 

Ableitung ~~ mit der Kontinuitatsbedingung (16) eliminiert werden soIl, da nun 

neben einem Summanden mit der Ableitung ~u auch ein Summand ..!:'.. auf-
vX y 

tritt. Im letzteren verschwindet mit Annaherung an die x-Achse nicht nur der 
Nenner, sondern auch der Zahler wachst uber aIle Grenzen. Dieses wird sich im 
folgenden bestatigen, ist aber auch direkt einzusehen. Denn auf der Achse mit 
ihrer verschwindenden Oberflache muB es unendliche Austrittsgeschwindigkeiten 
geben, wenn endliche Mengen austreten sollen. Daraus folgt, daB vom Pro
dukt v y sehr wohl eine geringe Veranderlichkeit erwartet werden kann. Analog 
zu Gl. (106) ergibt sich fur dieses: 

(vy)y = (vY)y=o+ -~- y+ ..•• ( o(V Y») 
vy Y= 0 

(108) 

Nach Streich en derselben Glieder in der Kontinuitatsbedingung (16) wie bei 
der Abschatzung fur ebene Stromung ergibt sich nun: 

o(v y) (U2 ) OU (U2 ) um-uoo ----ay""" C2 - 1 ax y,...., C2 - 1 l y, 

d. h. das Produkt v y kann in Achsennahe als konstant angesehen werden, wobei 
fur die Abhangigkeit von der Mach-Zahl ganz Entsprechendes gilt wie bei ebener 
Stromung (die hochste Genauigkeit in Schallnahe, dann abnehmende Genauig
keit mit wachsender l)berschallgeschwindigkeit). Mit welcher Genauigkeit die 
Naherung: 

y = 0: _v_ y = h' h + .... = -21 F' (x) + .... 
U oo :n 

(109) 

- mit F (x) als Korperquerschnitt - gilt, kann erst gesagt werden, wenn die 
GroBenordnung der u-Schwankung bekannt ist. Aus Wirbelfreiheit und Gl. (109) 
folgt: 

_0 (~) =~(~_) =.!._1 F"(x) + '" 
oy U oo ox U oo y 2n 

und nach Integration: 

~-(~) = ~-1-(~- 1) = _1 F"(x) In (lL) + .... (110) 
U oo U oo h U oo U oo h 2 n h 

Schon hieraus ergibt sich eine Abschatzung fur die GroBe der u-Storung am 
Korper. Da sie im Abstand einer Korperlange l etwa verschwunden sein muB, 
folgt aus Gl. (110): 

(~ _ 1) ,...., - _1_ F" In.!:...,....., (_~)2ln!!.. 
U oo h 2 n h l l' 

was sich an den genaueren Rechnungen nur bestatigen wird. [Siehe etwa 
Gl. (VIII, 23). Die Abhangigkeit von der Mach-Zahl tritt dabei dann auch noch 
unter dem Logarithmus auf, was sich daraus erklart, daB das Abklingen in 
y.Richtung von der Mach-Zahl abhangt.] Da der Logarithmus kleiner Betrage 
folgende Eigenschaften besitzt: 

x ->- 0: In x ->- - 00, x In x ->- 0, 
Oswatltsch, Gasdynamik. 
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liegt die u-Schwankung zwischen de, ersten und zweiten Ordnung des Dicken
verh1iJtnisses. Sehr zum Unterschied von de, ebenen Stromung ist also die 
GroBenordnung de, u-Schwankung in Korpernahe bei Achsensymmetrie kleiner 
als jene der v-Schwankung. 

Aus G1. (108) und de, darauf foIgenden Gleichung ergibt sich ferner: 

ht-Y)O- h'h ~(U2_1)(~)21 (~) 
h' h c2 1 n 1 . 

Abgesehen vom Mach-Zahleffekt, ergibt sich also die Randbedingung G1. (109) 
mit de, Genauigkeit de, GroBenordnung de, u-Schwankung am Korper. Von 
derselben Genauigkeit ergibt sich spater auch der v-Wert selbst, womit sich die 
Randbedingung GJ. (109) fur achsensymmetrische Korper als genauer erweist, 
als das Projizieren der Randwerte auf die x-Achse bei ebener Stromung. Aller
dings lassen sich die Geschwindigkeiten selbst nicht mehr wie bei ebener Stromung 
an de, Achse rechnen, wo sie nach G1. (110) logarithmisch uber aIle Grenzen 
wachsen. Sie mussen bei Achsensymmetrie auf y = h berechnet werden. 

Wiihrend die Stromungsrichtung an de, Oberfliiche eines Korpers bei ebener 
und achsensymmetrischer Stromung vollig festliegt , ist das bei aIIgemein rdum
licher Stromung einschlieBlich de, schiefen Anblasung eines achsensymmetrischen 
Korpers nicht mehr de, Fall. Die Randbedingung, die Aussage, daB die NormaI
komponente de, Geschwindigkeit auf die Korperoberfliiche verschwindet, gibt 
im allgemeinen eine Beziehung zwischen allen drei Geschwindigkeitskompo
nenten. 1st die Korperoberfliiche durch eine Beziehung 

y = h (x, z) 

gegeben, so ist die Richtung de, Fliichennormalen durch den Gradienten de, 
Funktion h (x, z) - y festgelegt. Die Randbedingung am Korper kommt auf 
das Verschwinden des inneren Produktes von Flachennormalenvektor und 
Geschwindigkeitsvektor heraus: 

auf y=h(x,z): uhx-v + whz = O. (111) 

In diese, Randbedingung sind naturlich aIle besprochenen SpeziaIfiille ent 
halten. Bei kleinen Storungen einer Parallelstromung kann wieder u durch U oo 

ersetzt werden, es bleibt eine Beziehung zwischen v 
und w. Von besonderem Interesse sind Korper, 
welche nur wenig von einer Ebene (im folgenden 
stets die Ebene y = 0) abweichen. Sie erfahren eine 
ausgedehnte Behandlung in den Tragflugeltheorien. 

Abb.1l7. Wenig angestellter steil Bei dies en ,,/lachen Korpern" ist hx und hz im all-
abfallender Rand. gemeinen von gleicher GroBenordnung. Da abe, auch 

die Storgeschwindigkeitskomponente w hochstens die 
GroBenordnung von v und u - U oo erreichen wi,d, ist de, letzte Summand in 
G1. (HI) ein Glied hoherer Ordnung und kann folgIich bei Linearisierung ge
strichen werden. 

Die Entwicklungen (106) konnen auch hier verwendet werden, wenn nur 
beachtet wi,d, daB nun aIle GroBen von x und z abhiingen. Eine Abschiitzung 

von~ und au zeigt auch hier, daB die Geschwindigkeitskomponenten am Korper 
oy oy 

bei Linearisierung durch jene in de, Ebene y = 0 ersetzt werden konnen. Damit 
gilt beim flachen Korper wie bei ebener Stromung als Randbedingung bei Lineari-
sierung: 

(112) 
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Es ist eine Vorschrift fur die Normalkomponente der Geschwindigkeit auf 
y = O. Bei Schraganblasung oder bei Korpern, welche in y asymmetrisch sind, 
ist in Gl. (112) zwischen der Ober- und Unterseite der Ebene y = 0 zu unter
scheiden. Wie in Gl. (102), gibt es dann ein ho (x, z) und ein hu (x, z) und dem
entsprechend an Stelle von Gl. (112) je eine Bedingung fur die beiden Seiten der 
Ebene y = O. 

An steil abfallenden Korperrandern, die aber nur wenig gegen die Anstromung 
angestellt sind und somit den Voraussetzungen der Linearisierung genugen 
(Abb. 117), ist eine Reduktion der Randbedingung (Ill) auf eine Vorschrift fur v 
nach Gl. (Il2) nicht mehr moglich, weil hz groB gegen hex wird und der letzte 
Summand in Gl. (lll) nicht mehr gestrichen werden kann. Dieser Umstand 
verursacht aucn die Schwierigkeiten bei achsensymmetrischer Stromung. 

18. Abhangigkeit des Stromungszustandes vom Anstellwinkel. 
Den praktischen Erfordernissen entsprechend, werden die Luftkrafte fast 

stets nur unter der Annahme kleiner Anstellwinkel e des Korpers gegen die An
stromrichtung berechnet, was gleichzeitig eine Linearisierung der GJeichungen 
gestattet. Der Auftrieb ergibt sich dann als eine dem Anstell
winkel e proportionale GroBe. Der Koeffizient gibt dabei h' 

die Anderung des Auftriebes mit dem Anstellwinkel. Vielfach 
interessiert der Differentialquotient, welcher die Anderung 

(J 

mit dem Anstellwinkel ausdruckt, mehr als die GroBe selbst. 
Deshalb soIl hier von vornherein eine von dem bisher Dblichen 
abweichende, mathematisch saubere Darstellungsweise ge
wahlt werden. Bei den Dberlegungen wird dabei stets von der 
Annahme einer Anstellung der Anstromung ausgegangen 
(Abb. 116), womit der Vorteil verbunden ist, daB die Rand
bedingungen am Korper unverandert bleiben. AlJerdings 
andern sich die Randbedingungen der Anstromung Gl. (101). 

Abb. 11 . Abhiingigkeit 
des ortUchen Geschwin· 
digkeit 'betrages W vom 

ADstellwlnkel 8. 

Abhangig yom Anstellwinkel e mussen sich also in jedem Punkte der Stro
mung verschiedene Stromungszustande ergeben. 1m besonderen ergeben sich 
am Korper bei gleichbleibendem Stromungswinkel f} in jedem Punkte Druck p 
und Geschwindigkeitsbetrag W als Funktion von e (Abb.118). Dabei wird 
besonders die Anderung der GroBen bei verschwindendem Anstellwinkel 
e = 0 interessieren. Die Ableitungen nach e seien wieder durch Indizes gekenn
zeichnet: 

oW 
06 

02W op 02p 
WE; ~ = WEE; 7iS = PE ; 062 = P .. ; usw. (Il3) 

Die Ableitungen nach e bei e = 0 sind wie der Geschwindigkeitsbetrag und der 
Druck bei verschwindendem Anstellwinkel nur Funktionen des Ortes. Durch 
diese Ableitungen sind Neigung und Krummung der Funktion W(c:) der Abb. 118 
im Punkte c: = 0 festgelegt . Die Ableitungen fur c: = 0 sind im foJgenden von 
Interesse, und fur sie sollen die Differentialgleichungen und Randbedingungen 
aufgestellt werden. Die ersten Ableitungen nach c: im Zustand c: = 0 sind jene 
GroBen, welche Ietzten Endes bei den bisherigen Methoden unter der V oraus
setzung kleiner Anstellwinkel berechnet wurden. 

Die Anstellung solI in y-Richtung (Abb. 116) bei gleichbleibendem Betrag der 
Geschwindigkeit und bei gleichbleibender Mach-Zahl der Anstromung erfolgen. 
c: sei positiv bei positivem Auftrieb. Dann ist 

~'I1=Moo; W=Woo ; uoo ==WooC03e ; voo=Wcx:>sinc:; Woo =0. (114) 
14' 
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Daraus folgt fur die Ableitungen nach dem Anstellwinkel im Anstromgebiet 
fUr s = 0 als Randbedingung: 

U eoo =0, veoo =uoo, w. oo =0 (115) 

und fur die zweiten Ableitungen nach s bei s = 0: 

(116) 

Die Bedingung (116) ist der Bedingung (114) bei 8 = 0 analog. Die Bedin
gung (115) gibt ein Verschwinden der Differenz ve - U oo im Anstromgebiet, 
weshalb vielfach zweckmaBiger mit dieser Differenz als Unbekannter gearbeitet 
wird. 

Da die Neigungen der Korperoberflache unabhangig von der Anstellung sind 
[h(x, z) unabhangig von 8J, lautet die allgemeine Randbedingung raumlicher 
Stromung am Korper einfach: 

und 
fUr y = h (x, z): u. hx - v. + w. hz = 0 

fUr y = h (x, z): u .. hx - Vee + w .. hz = o. 
(117) 

(118) 

Handelt es sich urn kleine Storungen einer Parallelstromung, dann beschrankt 
sich die Randbedingung an flachen Profilen, bei ebener und raumlicher Stromung 
auf eine Vorschrift fUr die v-Komponente Gl. (112) auf y = o. An die Stelle der 
allgemeingiiltigen Gl. (117) tritt dann fur den gesamten KorpergrundrifJ einfach: 

fur y=O: ve=O (119) 

und an Stelle von Gl. (118): 

fur y = 0: Ve. = O. (120) 

Da hx und hy klein gegen die Einheit sind und die Storkomponenten u. und w. 
nicht von hoherer GroBenordnung sind als v., bleibt dieses in Gl. (117) als einziger 
Summand seiner GroBenordnung. Entsprechendes gilt fUr Gl. (118). 

In die Randbedingungen (119) und (120) geht demnach die Dicke des flachen 
Korpers, gegeben durch die Funktion y = h (x, z), gar nicht mehr ein: d. h. die 
Anderung der Stromung und der Luftkrafte an flachen Korpern mit dem Anstell
winkel 8 beim Herausdrehen aus der Lage 8 = 0 ist dieselbe wie bei unendlich 
diinnen ebenen Platten gleichen Grundrisses. Das Studium der Auftriebseigen
schaften flacher Korper oder - bei ebener Stromung - schlanker Profile kann 
also auf das Studium des Verhaltens unendlich dunner ebener Platten beschrankt 
bleiben. 

Die Randbedingung an der Oberflache achsensymmetrischer Korper reduziert 
sich nach Linearisierung nach Gl. (107) auf: 

fUr r = h(x): WI. = 0, WIse = o. (121) 

Hier geht die Korperform dadurch ein, daB vorgeschrieben wird, wo die Bedingung 
(auBerhalb der x-Achse) zu erfullen ist. 

Hoheren Ableitungen als jenen der zweiten nach dem AnsteBwinkel scheint 
keine praktische Bedeutung zuzukommen. 

Es sollen dem zur Verfugung stehenden Raume entsprechend nur drehungs
freie Stromungen behandelt werden, obwohl die Methode auf wirbelbehaftete 
Stromungen in gleicher Weise anwendbar ist und fur die Querkrafte sehr schnell 
fliegender Geschosse praktische Bedeutung besitzt. Die Gleichungen der Wirbel
freiheit (6) gelten voraussetzungsgemiW also fUr jeden Anstellwinkel 8. Sie 
gelten daher auch fur die Differenz von u, v und w an einer bestimmten Stelle 
bei zwei verschiedenen s-Werten. Da aBe Ableitungen nach den Ortskoordinaten 
bei festem s zu erfolgen haben, gelten die Gleichungen auch fur Differenzen-
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quotienten und nach Grenziibergang fiir die Differentialquotienten nach e, ins
besondere auch bei e = O. D. h. man kann in den Differentialgleichungen einfach 
nach dem Parameter e differenzieren und erhalt aus Gl. (6): 

OV. _ OU. = O' ow. _ 8v. = O' OU. _ ow. = 0 (122) 
ox oy 'oy OZ 'OZ ox 

und ganz entsprechende Gleichungen fiir die zweiten Ableitungen nach e. Es 
gibt also abgeleitete Geschwindigkeitspotentiale. Insbesondere gilt mit Gl. (17): 

UB = qJBX' VB = qJBY' wB = qJBZ; 

Uee === f!>eex' Vee = r.[Jeey, Wee = <J>esz; 
(123) 

wobei die Gl. (123) die Bedingungen der Wirbelfreiheit (122) erfiillen. Diese 
Bedingungen werden aber auch dann erfiillt, wenn zu den Komponenten U., 
VB' .••• weB oder auch zum abgeleiteten Potential beliebige Funktionen des 
Anstellwinkels addiert werden. 

Fiir eine beliebige raumliche Stromung hat man die gasd. Gl. (5) oder (20) 
entsprechend zur Ableitung VOn Gl. (122) nur nach e zu differenzieren und dann 
zu Werten e = 0 iiberzugehen, um die Differentialgleichung fiir die abgeleiteten 
GroBen zu erhalten. Aus der erst en Gl. (20) folgt beispielsweise nach voraus
gegangener Multiplikation mit c2 : 

(c2-u2)qJexx + (C2_V2)qJBYY + (C2_W2)qJBZZ-2uvqJBXy-2vwqJBYZ + 
-2 wuqJzx + 2 (ccB-uue)qJxx + ... -2 (uv. + u.v)qJXY-" . -2 (wuB + 

+ wBu) qJzx = 0, (124) 

und diese Gleichung gilt auch ebenso fiir e = O. 
Diese Gleichung ist zwar kompliziert, unterscheidet sich aber von der gasd. Gl. 

ganz wesentlich dadurch, daB sie in der Unbekannten qJ. linear ist. Mit Gl. (123) 
und dem Energiesatz HiBt sich neb en Ue, VB und w. auch c. ohne weiteres durch 
das abgeleitete Potential ausdriicken. Die Koeffizienten enthalten die Losung 
beim Anstellwinkel e = O. Diese muB also im allgemeinen Fall bekannt sein, 
wenn Anstellwinkelabhangigkeit berechnet werden solI. 

Ganz entsprechend wird die Gleichung fiir die zweiten Ableitungen nach e 
gewonnen. Diese hat mit Gl. (124) auBer der Linearitat in ifJ •• die Tatsache 
gemein, daB sie in den Koeffizienten der zweiten Ableitungen (c2 - u2), •••• w u, 
mit der Gl. (20) fiir qJ iibereinstimmt. Es wird spater gezeigt, daB diese Koeffi
zienten den Gleichungstypus bestimmen. Die Gleichungen fiir qJ. und qJBB 
haben also in den einzelnen Feldpunkten den Typus der Gleichung fiir das Poten
tial ohne Anstellung qJ. 

Es sei nun vorausgesetzt, daB es sich um einen in y-Richtung symmetrischen, 
belie big dicken, moglicherweise auch achsensymmetrischen Korper handelt. 
Dann ist auch die Stromung bei e = 0 in y symmetrisch, d. h. das Potential qJ, 
die thermischen Zustande, u und w sind in y gerade Funktionen, V ist eine in y 
ungerade Funktion. 

Samtliche Koeffizienten der gesuchten Variablen qJ., c., U B und w. erweisen 
sich nUn als gerade in y, nur die Koeffizienten von VB sind in y ungerade (Ent
sprechendes kann auch an allen anderen Gleichungen, wie etwa am Energiesatz, 
festgestellt werden). Es kann darnach qJ., ce , Ue und w. in y symmetrisch und v. 
in y antisymmetrisch sein, es kann aber auch das Umgekehrte der Fall sein. 
Das letztere ist tatsachlich auch physikalisch zu erwarten, denn mit wachsendem ('; 
nimmt die Geschwindigkeit unter dem Korper ab und iiber dem Korper zu, 
unter dem Korper streben die Teilchen von der Mitte zu den Randern, oben ist 
es umgekehrt. Hingegen besitzen die Teilchen in einiger Entfernung vom Korper 
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eine mit 8 wachsende v-Komponente. Die Randbedingungen fur die Unterseite 
eines symmetrischen Korpers unte,.scheiden sich von den Gl. (lll), (ll7) und 
(lIS) nach Gl. (102) und (103) nm durch eine Umdrehung des Vorzeichens fur hx 
und hz . Sie besagen also nur, daB v, v, und VEE die entgegengesetzten Symmetrie
eigenschaften am Korper besitzen muss en wie die entsprechenden u- und w- GroBen. 
Die Entscheidung ergibt sich aus der Randbedingung (ll5) im Anstromgebiet. 
Darnach ist bei einem beliebig dicken, in y symmetrischen Korper u., w" C, usw. 
eine in y ungerade, V, und damit auch (VE - uoo ) eine in y gerade Funktion. 
An der Korperoberflache selbst haben die U E und WE oben und unten entgegen
gesetzte Werte. Auf der Ebene y = 0 auBerhalb des Korpers konnen im aU
gemeinen wohl die Geschwindigkeitskomponenten einen Sprung machen, nicht 
aber der Druck. Da aber PE antisymmetrisch in y ist, gilt: 

auf y = 0 auBerhalb des Korpers: p, = O. (125) 

Daraus folgt nach der Bernoullischen Gl. (II, 51), indem W2 zweckmallig 
erst nach P abgeleitet wird, fur 8 = 0: 

o = p, = - (! (u u, + v v, + W WE) 

und wegen V = 0: 

fUr y = 0 auBerhalb des Korpers: U UE + W WE = O. (126) 

AuBerhalb y = 0 ist der zweite Summand von hoherer GroBenordnung 
als der erste. Es ist also u, = 0, woraus fur 8 = 0 mit der letzten Gl. (122) und 
mit (115) auch WE = 0 folgt. Bei Linearisierung gilt demnach bei 8 = 0: 

fUr y = 0 auBerhalb des Korpers: U E = 0, WE = O. (127) 

Damit sind zusammen mit Gl. (119) die Bedingungen auf der ganzen Ebene 
y = 0 festgelegt. 

Auf ganz analoge Weise wie fur die ersten Ableitungen konnen die Schlusse 
fUr die zweiten Ableitungen nach 8 gezogen werden. Dabei zeigt sich, daB nun 
wieder <PEE' U'E> WEE und CEE in y gerade, VEE dagegen in y ungerade sein 
muB. Da V auf y = 0 auBerhalb des Korpers immer stetig sein mull, gilt also 
fur jeden symmetrischen Korper neben V = 0 auch bei 8 = 0: 

auf y = 0 auf3erhalb des Korpers VEE = O. (128) 

Die Randbedingungen entsprechen damit genau jenen fur die Geschwindig
keitskomponenten fUr 8 = O. 

Besonders einfach werden die Gleichungen bei Linearisierung. Sie lauten 
fUr die Potentiale im Raume in kartesischen Koordinaten nach Gl. (20) 

(1- Mba) <Pxx + <pYY + <Pzz = O. (129) 

Daraus folgt fur die abgeleiteten Potentiale: 

(1 - Mba) <P,xx + <PEYY + <Pezz = 0, 

und eine ganz analoge Gleichung fur <PH' 

In Zylinderkoordinaten ergibt sich nach Gl. (69): 

(1 - Mba) <P xx + <Prr + --i <P{J{J + ~ <Pr = 0, r r 

und wieder eine analoge Gleichung fUr <PEE' 

(130) 

( 131) 

(132) 

Wahrend die Randwertaufgabe fur <PE auf die Berechnung der Stromung um 
eine unendlich dunne infinitesimal angestellte Platte herauslauft, ist die Losung 
fUr <PEE bei linearisierter Gleichung trivial. Mit 

<PeE = - Uoo X, U EE = <PEE X = - U oo , VEE = WEE = WiEE = W2EE = 0 (133) 
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sind Differentialgleichungen und Randbedingungen im Anstromgebiet Gl. (116), 
am flachen Korper (120) und am schlanken achsensymmetrischen Korper Gl. (121) 
erfiillt. 

Bei den nach e abgeleiteten GroBen ist Potential und Storpotential nicht mehr 
zu unterscheiden, da U oo bei der Differentiation nach e verschwindet. 

19. Die Luftkriifte. 

GroBes Interesse kommt in der Praxis den resultierenden Kraften zu, welche 
das umstromende Medium auf einen Korper ausiibt. Sie set zen sich aus Druck
und Reibungskraften zusammen. Die letzteren spielen beim Auftrieb eine unter
geordnete Rolle, stellen aber beim Widerstand insbesondere bei Unterschall
geschwindigkeiten einen ausschlaggebenden Anteil. In diesem Abschnitt sollen 
nur die Druckkrafte beriicksichtigt werden. Auch spater konnen die Reibungs
krafte nicht ausgedehnter behandelt werden, da auf dies em Gebiet noch der 
notige Einblick fehlt. Allerdings hangen die Vorgarige in den Reibungsschichten 
nicht in jener typischen Weise von der Kompressibilitat ab wie die Vorgange 
in der reibungslosen Stromung, weshalb bei Reibungsstromung Analogieschliisse 
aus der Kenntnis dichtebestandiger Vorgange eher moglich sind. 

Den Ausfiihrungen des letzten Abschnittes entsprechend, soIl ein Koordi
natensystem im angestromten Korper festgelegt werden. Die Achsenrichtung 
(x-Richtung) ist meist durch Symmetrieeigenschaften festgelegt. Die z-Achse 
weise in Fliigelrichtung. Bei achsensymmetrischen Korpern ist sie willkiirlich 
festzulegen. 1m ganzen waren drei Komponenten der resultierenden Kraft 
und drei Momente urn die drei Koordinatenachsen zu unterscheiden. Hier werde 
nur die Tangentialkraft (x-Richtung) und die Normalkraft (y-Richtung), nicht 
aber die Querkraft (z-Richtung) untersucht. Ferner wird noch das Langsmoment 
(urn die z-Achse) betrachtet. AIle Krafte werden in iibIicher Weise durch den 
"Staudruck" und die Projektionsflache f 11 des Korpers auf die Ebene y = 0 
dividiert, so daB dimensionslose Beiwerte entstehen. Entsprechend sei beim 
Ausdruck fiir den Momentenbeiwert x bereits durch eine geeignete Lange, etwa 
die maximale Fliigeltiefe, dividiert gedacht. 

Die Tangentialkraft ergibt sich aus der Integration der in x-Richtung auf das 
Oberflachenelement df weisenden Druckkraft p cos (n, x) df iiber die ganze 
Oberflache des Korpers: 

Ct (loo2Ubo f 11 = J J p cos (n, x) dt = J J [p (x, ho, z) ~~ + p (x, hu, z) a;; ] dxdz. 

OberfIache iiber 111 (134) 

Dabei ist iiber die ganze Oberflache zu integrieren. Beispielsweise ergeben 
sich beim letzten Integral fiir eine Stelle x, z fiir die Ober- und Unterseite je ein 
Integrand. Ganz entsprechend ergi bt sich fiir den Bei wert der N ormalkraft Cn : 

Cn (loo2Ubo f 11 = - J J p cos (n, y) dt = J J [p (x, hu, z) - p (x, ho z)] dx dz. (135) 

Oberfliiche iiber 111 

Zwischen Normal- und Tangentialkraft einerseits und Auftrieb und Wider
stand anderseits bestehen Beziehungen, welche sich ohne weiteres aus dem 
Krafteparallelogramm ergeben. Dasselbe gilt auch fiir die Koeffizienten Ct , cn> Cw 

(Widerstandsbeiwert) und Ca (Auftriebsbeiwert), die sich von den entsprechenden 
Kraften ja nur urn einen Faktor unterscheiden. Abb. 119 ist zu entnehmen: 

Cw = Ct cos e + Cn sin e; 

ca = - Ct sin e + cn cos e; 

Ct = Cw cos e - ca sin e; 

cn = Cw sin e + ca cos e. 
(136) 
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Die Berechnung des M omentes sei auf !lache, nur wenig von y = 0 abweichende 
Korper beschrankt. Fur das Moment urn die z-Achse ist dann der Hebelarm 
durch x und der Anteil eines Flachenelementes an der Kraft normal auf den Hebel
arm durch p dx dz gegeben. Wie bei der Normalkraft, wirkt der Druck an der 
Unterseite in positivem Sinne, woraus sich fur den Momentenbeiwert folgende 
Formel ergibt (mit der maximalen Flugeltie£e als Langeneinheit): 

12oou6c, ff cm 2 !p= x[p(x,hwz)-p(x,ho,z)]dxdz. (137) 

iiber !p 

Es sollen nun die Anderungen der Widerstands beiwerte mit dem Anstellwinkel E 

berechnet werden. 1m Integranden hangt dabei lediglich der Druck p von E abo 
Es wird zweckmaBig mittelbar uber die Geschwindigkeit nach E differenziert. 

Mit Rucksicht auf die Bernoullische Gl. (II, 51) 
ist dann £iir E = 0: 

f) en ~ 1200ubo! = -ff[( W W) dh'2- + ds 2 p e. Y~ho dx 
iiber Ip 

+ (e W W')Y~_h" ~~' ]dxdz. (138) 

Bei einem symmetrischen Karper ist e W oben 
Abb. 119. Zusammcnhang zwischen den . dh dh 

Kraftbeiwer ten. und unten glmch und d: = d:' We aber ent-

gegengesetzt, SO daB der Integrand und damit ~c: verschwindet. Dies muG 

erwartet werden, da sich bei einem in y symmetrischen Korper ct fUr + E und 
- E in gleicher Weise andern muG. 

Fur den Beiwert der Normalkraft ergibt sich bei E = 0: 

~: 12oo2u60 !p =-f f[(e W W')Y~-hu - (e W W')1I~h)dxdz. (139) 
iiber !'1J 

Hier addieren sich die beiden Effekte an der Ober- und Unterseite, und zwar 
liefert bei in y symmetrischen Karpern jede der beiden Seiten denselben Beitrag. 
Bei in y symmetrischen Karpern muss en ja cn und (auch das exakte) cm ungerade 
Funktionen von E sein. 

Wegen des Verschwindens der ersten Ableitung von Ct fUr ho = hu und 
e = 0 wird die zweite Ableitung besonders interessieren. Es ergibt sich ftir 
ho = h" = h bei E = 0: 

d2ct 1200 u60 ! ff M2 W 2 W W] dh d d de2 - -2- -- p = - [(1 - ) e • + e ee y~h ax x Z. (140) 

iiber/p 

In den Formeln (134), (135) und (137) kann fUr p stets auch p - poo gesetzt 
werden. Dies liegt bei den letzten beiden Formeln auf der Hand. Bei der Gleichung 
fUr Ct ist es deshalb moglich, weil das Integral tiber einen konstanten Druck 
verschwindet. Es ist von Interesse, anstatt des Druckes die Geschwindigkeit in 
die Formeln einzufuhren. Mit der Entwicklung der Bernoullischen Gleichung 
anschlieBend an (II,51) ergibt sich in zweiter Niiherung: 

Ct/p=-!!{[2 W - Woo -(l- M 60) (W- lVOO )2J _ dho_+ 
Woo Woo Y - ho dx 

iiber!'1J (141) 

+[2 W;: 00 _ (l-M~) (W w:oo rt=-hu ~~u }dxdz; 
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tiber f~ 

(141) 

tiber f~ 

[ W-W (W-W )2J } - 2 W 00 - (1- Mba) W 00 _ _ dxdz. 
00 00 y- hu 

Auch die letzte Formel gilt in zweiter Naherung, denn G1. (137) ist da
durch gewonnen, daB der Kosinus kleiner Winkel gleich 1 gesetzt wurde, 
was nicht nur in einer ersten, sondern auch noch in einer zweiten Naherung 
erlaubt ist. 

Die G1. (141) vereinfachen sich weiter in einer ersten N aherung. Das quadratische 
Glied in der Geschwindigkeitsabweichung faUt dann weg. Ferner ist W - Woo 
durch u - U oo zu ersetzen und einfach an der Ober- oder Unterseite von y = 0 
zu nehmen: 

f - 2JJ[(U-Uoo ) dha + (U-Uoo ) dhuJd d (142) ct ~ - - Uoo +y~O dx Uoo -y~O dx • x z. 

Entsprechendes gilt fur Cn und Cm. In allen Formeln kann wieder u - Uoo 
durch u ersetzt werden. 

In erster Niiherung ergibt sich ferner fur e = 0: 

~~n f'P = u~ 1 1 [(u.)+IJ-+ 0 - (u')-1I-+o] dx dz; 
(143) 

d;~ f'P= :001IX[(U.)+IJ-+O-(U.)-1I-+o]dXdz. 

Eine Berechnung der zweiten Ableitung von ct nach dem Anstellwinkel e 
mit G1. (140) mit der linearisierten gasd. G1. ist nicht ohne weiteres gerecht
fertigt. Es zeigt sich namlich mit der Losung (133) und mit einer Abschatzung 
von W., daB be ide Summanden in G1. (140) dieselbe GroBenordnung, namlich 
(loo Uba erreichen. Auf die Entwicklung fur den Druck zuruckgehend, ist 
das gleichbedeutend mit einer quadratischen Naherung von p- poo durch 
W- Woo. 

Aus den Ableitungen von Ct und cn nach e k6nnen jene von Cw und Ca nach e 
mittels G1. (136) auf element are Weise gewonnen werden. Es ergibt sich fur: 

e = 0: (144) 

20. Prandtlsche Regel. 
In den letzten Abschnitten wurde ofter von einer Linearisierung der 

gasd. G1. Gebrauch gemacht, deren Voraussetzung zunachst naher untersucht 
werden solI. 

Die Berechtigung einer Vernachlassigung ergibt sich im allgemeinen daraus, 
daB sich von zwei Gliedern gleicher Dimensionen das eine als sehr klein gegen das 
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andere herausstellt und daher gestrichen werden kann. Daher sei die gasd. Gl. (5) 
zunachst in einer entsprechenden, Vergleiche zulassenden Form geschrieben: 

c2 (~+ ov + ~W)' = 
ox oy OZ 

uo vo wo = - - (u2 + v2 + w2) + - -,- (u2 + v2 + w2) + - - (u2 + v2 + w2). 2 ox 2 oy 2 8z 

Unter der Annahme einer wenig gestorten Parallelstromung kann hierin 
wegen v2 <{ u2, w2 <{ u2 einfach u2 + v2 + w2 durch seinen ersten Summanden 
ersetzt werden. Unter der Voraussetzung von Wirbelfreiheit folgt dann weiter: 

c2 (~ + ~ + ~) = u2 ~ + u v _~'U_ + u w 8u + ox oy oz ox oy oz 

_ u 0 (2 2 + .2) _ 2 OU --2 -~- u + v u: + ... - u - + ... , 
uX 8x 

wo die Punkte die naherungsweise zu vernachlassigenden Glieder andeuten 
sollen. 

Die gasd. Gl. einer wenig gestorten Parallelstromung reprasentiert sich damit 
approximativ in folgender Form: 

( 1-~) ~u + ~ + ~w_ = O. (145) 
c2 ox oy OZ 

Fur u <{ c folgt daraus wieder die bekannte Kontinuitatsbedingung dichte
bestandiger Stromung. 

2 

Bei ausreichend kleinen Storungen kann nun der Koeffizient 1 - ~ in 
c" 

Gl. (145) durch die entsprechenden Werte im Anstromgebiet ersetzt werden, 
womit sich eine lineare Kontinuitatsbedingung ergibt ("Prandtl-Linearisierung"): 

iJ(u - u) ~ ~ 
(I-M" )--~+~+~=O. (146) 

00 ox 8y OZ 

Die Kontinuitatsbedingung stellt stets eine Aussage uber die Stromdichten 
dar. 1hre Linearisierung in den Geschwindigkeitskomponenten entspricht einer 

Linearisierung der Beziehung (II, 49) 
zwischen Stromdichte e W und Ge
schwindigkeit W (wozu noch zusatz
lich die V oraussetzungen kleiner 
Storungen treten). Die Stromdichte
kurve (Abb. 120) wird also durch 
ihre Tangente in jenem Punkte er
setzt, in welch em Gl. (146) exakt 
wird, d. i. bei W = uoo ' M = Moo' 
Daraus ergibt sich eine Aussage uber 

-"----Mf;_~~---,!"---------'---')Jr-f,. die zulassige GroBe der Geschwindig
keitsschwankungen. Diese mussen 
mit Annaherung an die Schallge
schwindigkeit verschwindend klein 

Abb. 120. Niiherung der Sl.rorndichl.ekurve durch eine 
Tangent.e. 

werden. Die Linearisierung stimmt am best en in den Wendepunkten von 
e w, d. i. bei M = 0 und bei einer bestimmten Uberschallgeschwindigkeit. 

Einer Linearisierung der Stromdichtebeziehung liiBt sich eine Linearisierung 
der Druck-Geschwindigkeit-Beziehung - der Bernoullischen Gleichung - gegen
u berstellen. Stets kommt es auf die Vernachlassigung cler Glieder hoherer Ordnung 
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in den Entwicklungen von G1. (II, 53) und (II, 52) an. Das macht folgende 
Voraussetzungen erforderlich: 

bei der Stromdichte: 

beim Druck: 

~ M~ 1 3 - 1(~:~M~ 1 (w: - 1) <{ 1; 

-} 11 - M~I (w: -1) <{ l. 

(147) 

Wahrend die Linearisierung der Stromdichte bei kleiner Mach-Zahl M(X) stets 
sehr gut ist, setzt eine Linearisierung der Bernoulli-Gleichung dort kleine 
Storungen voraus. Die Bernoulli-Gleichung hat ja da die bekannte quadratische 
Form. Bei gleichbleibender Geschwindigkeitsstorung wird die Linearisierung 
der Stromdichte in Schallnahe (IMoo -II <{ 1) sehr schlecht, wogegen die 
Linearisierung der Druckgleichung nun gut wird. In der Umgebung von 

M~ = -2 3 wird nochmals die Prandtl-Linearisierung sehr gut, wogegen 
-u 

beide Linearisierungen gegen hohe Mach-Zahlen (Hyperschall) hin versagen. 
AuBer dieser letzten Eigenschaft haben beide Linearisierungen also nur das 
gemein, daB sie mit abnehmender Geschwindigkeitsstorung besser werden. Doch 
hat dies in den erforderlichen Korperdicken seine Grenzen. Das System von 
G1. (146) und den Gleichungen der Wirbelfreiheit laBt sich nun in neuen Ver
anderlichen in die Form der Gleichungen fur dichtebestandige Stromung um
schreiben. Zu diesem Zweck sei fiir M (X) < 1 der Prandtl-Faktor (3 und fiir M (X) > I 
der Machsche Winkel <X der Anstromung eingefiihrt (Indizes konnen dabei weg
bleiben, da Verwechslungen hier ausgeschlossen sind): 

M(X) < 1; (3 = VI-M~; M(X) > 1: cot <X = VM~-l. (148) 

Mit folgenden Bezeichnungen: 

{ 
Y = (3 y; Z = (3 z; 

.• 11, (x, y, Z.) = A (3 [u (x, y, z) - u(X)J ; 
fur M(X)< 1: _ -_ 

v (x, y, z) = A v (x, y, z); 

W (x, y, z) = A w (x, y, z); 

{ 
Y = y cot <x; Z = z cot <x; 

•• 11, (x, y, z) = A [u(x, y, z) -uooJ cot <X; 
fur M (X) > 1: _ __ 

v (x, y, z) = A v(x, y, z); 

W (x, y, z) = Aw(x, y, z); 

(149) 

ergibt sich dann das Gleichungssystem (das untere Vorzeichen fiir M (X) > 1): 

± ou+ov+ow=o 
ox oy OZ ' 

ov ou_ O ow ov_O ax - oy - , oy - OZ - , 
OU_OW=o 
OZ ox . 

(150) 

Die Beziehungen (149) bedeuten etwa, daB die Stromungsrichtung v, w III 

einem Punkte xl> Y1' Z1 die ~ -fache Neigung der Stromungsrichtung V, W III 

einem Punkte Xl' Yl> Zl hat, oder daB dieStorung 11, in einem Punkte x2, Y2' Z2 
den (A tJ)-fachen Wert der Storung u-u(X) in einem Punkte x2, Y2' Z2 annimmt. 
Man vergleicht also nach G1. (149) die Zustande in Punkten, deren Entfernung 
von der x-Achse sich urn einen Faktor (3 unterscheiden. Solche Vergleichspunkte 
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seien "entsprechende Punkte" genannt (Abb. 121). Lediglich die Punkte der 
x-Achse und der unendlich ferne Punkt entsprechen sich selbst. Mit dem 
Verschwinden der Storungen in groBem Korperabstand in einem Fall ist diese 
Randbedingung auch bereits im Vergleichsfall gesichert. Bei ebener Stromung, 
wo aIle GroBen unabhangig von z sind, entsprechen sich naturlich in der x, z
Ebene aIle Punkte gleichen x -Wertes. 

Die GroBen x, y, Z, 11" V, w konnen fur Moo < 1 als die Koordinaten und als 
die Storungen der Geschwindigkeitskomponenten einer dichtebestandigen Ver

f 
gleichsstromung, oder fUr Moo > 1 einer 
Vergleichsstromung bei Moo = V2 ge
deutet werden. In beiden Fallen nimmt 
die Kontinuitatsbedingung (146) die Form 
(150) an. 

______ _ _ :./~ .if DaB eine Konstante A in den Gl. (149) 
dabei frei wahlbar bleibt, folgt einfach 

: ,;,; J: 
---------'"" .... 

Abb. 121. Pnnkt P und Bild-Punkt P der dichte
bestandigen Vergleicilsstromung nach der PrandtI

schen Regel. 

daraus, daB die Differentialgleichungen 
in den Storungen der Geschwindigkeits
komponenten linear sind. Ein ent-
sprechender Faktor konnte auch bei den 

Koordinaten eingefuhrt werden. Doch ergabe sich daraus nur eine ahnliche Ver
groBerung der Raumdimensionen, also kein V orteil. 

Eine bestimmte Losung in den GroBen x, y, Z, 11" V, w kann also nach Gl. (149) 
je nach dem Werte von Moo - also je nach dem Werte von f3 oder cot ex - und 
je nach der Wahl von A sehr verschiedene Werte von u - U oo, v und w ergeben. 
Damit ist es im Gebiete kleiner Storungen moglich, Stromungen unterschiedlicher 
Moo-Werte miteinander zu vergleichen. Wegen der Kleinheit der Storungen 
kann die Stromungsrichtung stets mit den Werten von v und w gleichgesetzt 

werden. Hingegen ist die Geschwindig
keitsstorung nur bei flachen Korpern 
(insbesondere bei der eben en Stromung) 
der Storung der u-Komponente gleich. 
Bei Achsensymmetrie hingegen ist diese 
Naherung schlecht, weil u - U oo von der 

GroBenordnung (~ r In ( ~ ), v2 [in der 

Entwicklung Gl. (IV, 31)J aber von der 
Abb. 122. Anderung eines Korpergrundrisses nach G B d ( h )2 d d h b . der PrandtIschen Regel. ro enor nung T un a er nur e1 

sehr schlanken Rotationskorpern wesent
lich kleiner ist. FUr die Druckunterschiede und Druckkoeffizienten gilt in erster 
Naherung das gleiche wie fUr die Geschwindigkeitsstorungen. Bei den Luftkraften 
ist etwas Vorsicht geboten, weil die Korperform bei den im folgenden aus
gesprochenen Satzen im allgemeinen affin verzerrt wird (Dehnung urn unterschied
lichen Faktor in den drei Koordinatenrichtungen) und es darauf ankommt, auf 
welche Flachen die Luftkraftkoeffizienten bezogen werden. 

AIle folgenden Satze werden als Prandtlsche Regel (Pr. Regel) oder Prandtl
Glauertsche Analogie14 bezeichnet. PRANDTL brachte sie zuerst in seinen Vor
lesungen. Abgesehen von der Mach-Zahl Moo, sei der Anstromzustand (eoo, uoo , 

~ eoo U60, Pool in den Vergleichsfallen als gleich angenommen. 

Unabhangig vom Wert des Faktors A ergibt sich aus der Koordinatenver
zerrung eine Verzerrung des Korpergrundrisses in der x, z-Ebene (Abb. 122). 



VI, 20. Prandtlsche Regel. 221 

Darnach mussen Vergleichskorper mit Moo-Werten, welche naher an der Schall
geschwindigkeit liegen, das groBere Seitenverhaltnis und die geringere Pfeilung 
haben. Fur Uberschallgeschwindigkeit ist diese Bedingung vollig einleuchtend, 
weil von den Machschen Linien alle Abhangigkeits- und EinfluBverhii1tnisse 
abhangen. Insbesondere muB erwartet werden, daB der von der KorpersItitze 
ausgehende Mach-Kegel in Vergleichsfiillen denselben Korperanteil uberstreicht. 
Damit muG aber auch mit abnehmendem Mach-Winkel der Pfeilwinkel zunehmen. 

Zuniichst seien Korper gleicher Dickenverteilung in der x, y-Ebene (Mittel
schnitt) verglichen. Fur ebene Stromung oder flache Korper bedeutet dies 
gleiche v-Verteilung auf der x-Achse oder A = 1. Dann stimmt auch die v-Ver
teilung in entsprechenden Punkten der x, z-Ebene uberein, die Vergleichskorper 

gehen durch eine Affinverzerrung in z-Richtung proportional zu ~ ineinander 

uber. Keineswegs gehen dabei aber Stromlinien ineinander uber, denn wenn 
ein Punkt auf dem Korper liegt, so tut es sicher nicht der entsprechende Punkt. 
Dies ist fur die Form eines flachen Korpers deshalb bedeutungslos, weil die 
v-Verteilung sich in Korperniihe kaum andert und mit der Verteilung auf der 
x, z-Ebene gleichgesetzt werden kann. Hat das Anstromgebiet eine v-Komponente, 
so werden mit A = 1 auch gleichflache Korper bei gleicher Anstellung betrachtet. 
Aus Gl. (141) ergibt sich hiermit gleich eine erste Form der Pr. Regel: 

1. Bei flachen Korpern gleichen Mittelschnittes oder bei Profilen in ebener 
Stromung wiichst die Storung der u-Komponente und der Geschwindigkeit und 
damit der Druckkoeffizient in entsprechenden Punkten wie 1!{3 oder tg <X. Das 
gilt bei ebener Stromung auch fur die Beiwerte des Auftriebes und des Wider
standes (bei Moo> 1). 

Die Auftragung in Abb. 95 stellt bereits eine Anwendung der Pro Regel dar. 
Bei der Anderung der Luftkraftbeiwerte tragender Fliichen mit Moo sind die 

unterschiedlichen Seitenverhaltnisse In den Vergleichsfallen zu beachten (Ab
schnitt X, 2). 

Achsensymmetrische Korper gleicher Form mussen dieselben Werte des 
Produktes v y in Achsennahe aufweisen: 

O h h I 1 F' v Y { v Y ) - -y- : vy= =-- =-- =---~=vy 
2 n A f3 A cot IX J (151) 

(der Uberschallwert ist in Klammern beigefugt). Daraus folgt {3 A = 1, bzw. 
A cot <X = 1. Damit sind die Storungen der u-Komponenten in entsprechenden 
Punkten einander gleich. Ein Punkt der Oberfliiche y = h liegt im Vergleichsfall 
nun an der Stelle y = {3 h oder y = h cot <X. Die Storgeschwindigkeit muB also 
mit Gl. (llO) yom entsprechenden Punkt auf die Oberfliiche umgerechnet werden. 
Damit gilt fur Moo < 1: 

~ - 1 = u + _1_ F" In ~ = u + -1-F"In {3. 
U oo 2 n y 2 n 

Da bei gieicher Korperdicke auch die Stromungsrichtungen an Oberflachen
punkten gleicher x-Werte ubereinstimmen, ergeben sich nach Gl. (IV, 31) die 
Geschwindigkeitsschwankungen direkt aus den Schwankungen der u-Werte. 
Mit den Mach-Zahlen als Indizes ergibt sich also foigende Umrechnungsformel 
fur Geschwindigkeiten an Rotationskorpern15 , 16, 17: 

(~-I) = (~-l) + _1-F"lnVI-M"&:, (152) 
U oo Moo U oo 0 2n 

und entsprechend fiir Moo > 1: 

(~ -1) = (~-1) _ + _1_ F" In V M"60 - 1. (153) 
U oo Moo U oo V2 2 n 
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Die Indizes 0 und V'2 geben dabei die Machzahlen an, bei welchen die 
Klammerausdrucke zu nehmen sind. Zum Unterschied von del' entsprechenden 
Pl'. Regel fUr ebene Stramung oder nache Karper geht bei achsensymmetrischer 
Stramung mit F" die Karperform in die Umrechnung ein. Bei Berechnung des 
Mantelwiderstandes, eines mit Moo> I fliegenden Rotationskarpers zeigt es 
sich im ubrigen, daB dieser unabhangig von der Mach-Zahl der Anstramung 
ist, wenn del' Karpel' spitz oder zylindrisch endigP5, 16. In letzterem Fall spielt 
allerdings del' GeschoBbodendruck (Abschnitt VIII, 33) fUr den Druckwiderstand 
eine erhebliche Rolle. 

Wenn die Stromlinien bei der Transformation in sich ubergehen sollen, so 
muss en sich die Stromlinienneigungen, d. i. v und to, in gleicher Weise wie die ent
sprechenden Koordinaten transformieren. Fur diese Form der Pro Regel, welche 
auch als Stromlinienanalogie bezeichnet wird, muB nach GJ. (149) der Faktor A 
die Werte annehmen: 

Moo < I: A = f3; Moo> 1: A = cot iX. 

Die Stromlinienanalogie hat den Vorteil, daB sie auf belie big geformte Korper 
(also auch auf Rotationskarper) angewendet werden kann, weil Punkte der 

Oberflache in sich ubergehen, Yoraus
gesetzt, daB es sich urn kleine StOrungen 
handelt. Sie kann fiir .11100 < I nach 
G1. (149) wie folgt ausgesprochen werden 
(die Regel fur Moo > 1 ergibt sich ohne 

Abb. 123. Anderung eines Kiirperschnittcs in wei teres, wenn die Vergleichsstramung 
z ~ Z ~ 0 nach der Stromlinienanaiogic. bei 11100 = 0 durch jene bei 11100 = V2 

ersetzt wird): 
2. Die Geschwindigkeitsstarungen oder Druckstarungen an einem beliebig ge

formten, schlanken Karper bei einer Mach-Zahl Moo < 1 ergeben sich als der 1/f32 -

fache Wert der Starungen in entsprechenden Punkten eines in y- und z-Richtllng {J-
fach verdunnten Karpers in dichtebestandiger Stramung (bei Moo = 0, Abb. 123). 

Besonders bemerkenswert sind hier zwei Tatsachen. N ach GI. (IV, 31) gilt 

die Regel bis einschlieBlich der Gliede;> (u:' r und (u: f, wei I Hich diese flir 

A = f3 in gleicher \Veise transformieren wie ~ - 1, namlich immer mit dem 
U oo 

Faktor liP. Dies ist fUr die Anwendung bei Achsensymmetrie wichtig. Aus 
der Naherung fUr die Bernoullische Gleichung anschlieBend an (II, 52) folgt 
bei Moo < 1: 

f32 2 (p - :00) = f32 cTJ = - 2 f32 (~ -1) _ f34 (~_1)2 + ... 
~Uoo Uoo Uoo 

(154) 

Wahrend die Bernoullische Gleichung im'allgemeinen bei Pr. Regeln nur in 
erster Ordnung der Starungen gilt, gilt sie bei der Stromlinienanalogie bis zu 
Gliedern der zweiten Ordnung einschlieBlich. Eine Genauigkeit uber erste Ord
nung hinaus kommt nach G1. (147) sonst nur bei Schallnahe in Frage, wo abel' die 
Linearisierung del' gasd. GI. anfechtbar wird. 

Sollen die Potentiallinien ineinander ubergehen (" PrAentiallinienanalogie"), 
so muss en die u-StOrungen wie die x-Richtung unverandert bleiben, weil daraus 
unveranderterpa; = u- U oo und damit unveranderterp-Werte folgen. Fiir 11100 < 1 
folgt dann A f3 = 1 und es ergibt sich der Satz: 

3. Bei ebener Stramung oder bei flachen Karpern ergibt sich die Geschwindig
keitsstarung gleich der Starung an einem I/f3-fach verdickten Karper von f3-fachern 
Seitenverhaltnis in dichtebestandiger Stramung. 
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Eben diese Potentiallinienanalogie war es, welche zu unveranderten Dicken 
bei Rotationskorpem und zu den Gl. (152), (153) fuhrte. 

Von den zahlreichen Moglichkeiten in der Wahl von A wird sich eine noch 
fur Schallnahe als besonders wichtig erweisen, namlich im wesentlichen A = IlfJ3 
(Abschnitt IX, 3 und IX, 6). Unter Umstanden erhalt man besonders gute 
Resultate, wenn man auf Grund zusatzlicher Dberlegungen die Drucke in 
besonderer Weise aus den Geschwindigkeiten errechnet (Abschnitt VII, 5). 

21. Pfeileffekt. 

Ein langer, zur Stromungsrichtung angestellter Flugelteil konstanter Tiefe 
und gleichbleibender Profilform (Abb. 124) mul3 in Richtung seiner Vorder
kante annahemd gleichbleibende Geschwindigkeitsverteilungen aufweisen. Damit 
mul3 sich senkrecht zur Vorderkante eine Geschwindigkeitsverteilung ergeben, 
welche man erhalt, wenn das entsprechende 
Profil mit der Normalkomponente der Anstrom
geschwindigkeit U oo auf die Vorderkante ange
stromt wird. 

Der durch die Anstellung in der x, z-Ebene 
sich ergebende "Pfeileffekt" sei an einem Teil 
eines unendlich lang gedachten Flugels studiert, ~',B , 

~ Woo 
indem die Geschwindigkeit in der x, z-Ebene in 
eine Normalkomponente u' und eine Tangential-
komponente w' zerlegt wird, wahrend die Kom-
ponente in y-Richtung untransformiert bleibt 
(v' = v). Der Pfeileffekt als solcher ist natiirlich 
keineswegs an Stromungen kleiner Storungen ge-

It.., 

• blJ . 124. Pieileffekt. 

.r 

bunden, ebensowenig an eine Unter- oder Dberschallstromung, jedoch lassen sich 
gerade im Anwendungsbereich der Pr. Regel besonders leicht Aussagen machen. 

Mit A als Pfeil winkel (Winkel von Vorderkante und z-Richtung) ergeben sich 
folgende Beziehungen: 

u' = n cos A - w sin A; 
w' = n sin A + w cos A ; 

u = u' cos A + w' sinA; 

w = - n' sin A + w' cos A. 

1m Anstromgebiet ist nun wegen Woo = 0: 

1100 = U oo cos A; w~ = U oo sin A = w', 

(156) 

(157) 

wobei der Wert von w' im ganzen Raum gilt, weil die Stromung aus einer An
stromung in u'-Richtung und einer Translation in w'-Richtung zusammensetzbar 
ist. Aus Gl. (156) ergeben sich dann die Geschwindigkeitskomponenten sehr 
einfach aus del' Losung fur die e bene Stromung in u' -Richtung : 

u=n'cosA+uoosin2 A; v=v'; w=-u'sinA+uoosinAcosA. (158) 

Aus Gl. (157) ergibt sich der Geschwindigkeitsbetrag exakt: 

W2 = U'2 + V'2 + W'2 = U'2 + v2 + u~ sin2 A (159) 

und bei kleinen Storungen in erster Naherung: 

'nW -1 = VI~~, u~ ;~J2~OS2A + si~~~- 1 = u' --: u~ C032 A. (160) 
00 _ U oo U oo 

Das Dickenverhaltnis, senkrecht zur Vorderseite gemessen, hat den l/cosA
fa chen Wert des in Stromungsrichtung gemessenen Dickenverhaltnisses. Sollen 
nun die Geschwindigkeitsverteilungen in Langsschnitten (Schnitten in Haupt-
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stromungsrichtung) abhangig yom Pfeilwinkel betrachtet werden, so mussen 
Umrechnungen auf die Dickenverhaltnisse vorgenommen werden, welchen die 
Theorie kleiner Storungen bei linearisierten Gleichungen, also auch die Pr. Regel, 
zugrunde gelegt werden soIl. In den Gl. (149) kann bei gleichbleibendem fJ oder 
cot lX, d. h. bei gleichbleibender Mach-Zahl Moo, der Faktor A geandert werden. 
Dies fuhrt zu einer proportionalen Anderung u - uoo , v und w und besagt, 
daB die Geschwindigkeitsstorungen an flachen Korpern und insbesondere bei 
ebener Stromung bei gleichem Moo und gleichem GrundriB proportional dem 
Dickenverhaltnis zunehmen. Die Machzahl in u'-Richtung M:x, hangt mit Moo 
wie folgt zusammen: 

u' u' 
M~ = -f2'- = -'="""-- = Moo cos .11. 

Coo Coo 
(161) 

Mit Riicksicht auf das geanderte Dickenverhaltnis und die Pr. Regel kann 
die Geschwindigkeitsverteilung in Schnitten normal auf die Vorderkante durch 
die Geschwindigkeitsverteilung in einem Langsschnitt bei ungepfeiltem Fliigel 

(~ -1) ,fUr Moo < 1 wie folgt ausgedruckt werden: 
U oo A = 0 

W' (W) 1 f1= Mb:, u' 
U oo - 1 = U oo - 1 "1 = 0 cos A ""VI=~ = u~ - 1. 

Mit Gl. (160) folgt dann: 

~ -1 = (~-1) V I-M~2 cosA. (162) 
U oo uoo.li = 0 1 - Mb:, cos A 

Daraus ergibt sich bei dichtebestandiger Stromung (Moo ~ 1) eine Abnahme 
der Geschwindigkeitsstorung proportional zu cosA gegenuber einem Profil gleichen 
Langsschnittes bei ungepfeiltem Fliigel. Fur die Beurteilung des Stromungs
charakters kommt es hier nicht darauf an, wie sich die Geschwindigkeiten, sondern 
wie sich die Normalkomponenten auf die Vorderkante zur Schallgeschwindigkeit 
verhalten. Wenn also nach Gl. (162) Schallgeschwindigkeit am Profil erreicht 
oder etwas uberschritten wird, so hat dies bei genugender Pfeilung noch keinerlei 
Bedeutung. Fur Moo > 1 und hinreichende Pfeilung ist Moo cos .11 < 1. In diesem 
Bereich kann Gl. (162) nicht benutzt werden. Trotz Uberschallstromung kann das 
Geschwindigkeitsprofil hier reine Unterschalleigenschaften haben, weshalb es 
unmoglich ist, eine Beziehung zur Stromung beiA = 0 im Langsschnitt herzu
stellen. Fur die Umrechnung muB dann von Gl. (160) selbst ausgegangen werden. 
Bei genugender Uberschreitung der Schallgeschwindigkeit wird schlieBlich 
M= cos .11 > 1, worauf man in ein zweites Anwendungsbereich von Gl. (162) 
kommt. 

Der Pfeileffekt spielt bei hohen Geschwindigkeiten eine groBe Rolle, worauf 
zuerst A. BUSEMANN18 und A. BETZ19 hinwiesen. Die einfachen Uberlegungen 
dieses Abschnittes zeigen im ubrigen deutlich die Problematik der Typen
unterscheidung im Raume (siehe auch den SchluB von Abschnitt 5). 
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VII. Stationare, reibungsfreie, 
ebene und achsensymmetrische Unterschallstromung. 

1. Quellartige Singularitliten. 
Die Losung der - der Pr. Regel zugrunde liegenden -linearisierten gasd. Gl., 

welche hier zuerst behandelt werden solI, kommt auf die Losung der Laplaceschen 
Gleichung hinaus. Dabei interessiert allerdings nur die Umstromung schlanker 
Korper, weil eine Linearisierung im allgemeinen nur unter der Voraussetzung 
kleiner Storungen sinnvoll ist. Es soIl dabei nur die Umstromung von Korpern 
in einer unendlich ausgedehnten Parallelstromung behandelt werden. Wegen der 
Linearitat der Gleichung kann die Losung durch Superpositionen aufgebaut 
werden. Dafur bietet sich als Grundlosung fur das Storpotential [Gl. (VI, 21)] 
die Funktion: 

q 
cp = - -:---;c==--==c=:;===c==~~====-==:==::c:=:=.==;:::-

411: V(x- ~)2 + (I-M~) (y_'r})2 + (i -M~) (z - C)2 
(1) 

Oswatitsch, Gasdynamik. 15 
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mit den Storgeschwindigkeiten: 

q(x -~) 
u-uoo=---;-::-;-----;:=--,---77""--;;-;c~-':-----'-'7::-.,......,,..,,__-_;;""7::__:___;_-__;:_:;;_:;_:;_,._ 

4 n [(x - ~)2 + (1- Mba) (y - rJ)2 + (1 - Mba) (z - ~)2]3/2 ' 

q(l-Mba) (y - rj) 
~~-:-::-~ ---~-- ~- --- -

4 n [(x - ~)2 + (l-M~)(y _rJ)2 + (I-Mba) (z- ()2]'!, ' 
v= (2) 

q (I-Mba) (z - 0 
w = 

an. DaB es sich wirklich urn eine Losung der Gl. (VI, 42) oder des GIeichungs
systems (VI, 146), (VI, 6) handelt, ergibt sich allein schon aus der Anwendung 
der Pro Regel auf die dichtebestandige Quellstromung mit dem Potential: 

A 
cp =- . 

~/('y -- ~)2 + CfJ - 'ij)2 + (z - C)2 

Die Storungen wachs en im Punkte. x =~, Y = 1], Z = , libel' aIle Grenzen. 
Natiirlich ist die Losung, wie auch aIle folgenden, nur dort sinnvoll, wo die 
Storungen klein im Vergleich zu den Wert en der Hauptstromung bleiben. Die 
exakte Quellstromung (Abb. 103) reicht gar nicht bis in das Zentrum. Losung 
Gl. (1) gibt darnach dort das Verhalten der Stromung keineswegs richtig wieder. 
Zunachst kommt es aber nur darauf an, eine Losung von Gl. (VI, 42) zu 
besitzen. 

Physikalisch bedeutet q die durch eoo dividierte Quellstarke. Dies lal3t sich 
durch eine Integration zeigen, die sich durchaus nur liber Gebiete kleiner Storungen 
erstreckt. Urn eine im Ursprung befindliche Quellsingularitat werde namlich 
ein Kreiszylinder mit der Langsachse als x-Achse gelegt, dessen Radius r groB 
genug ist, urn die Radialkomponente der Geschwindigkeit WI auf seinem Mantel 
als klein gegen U oo ansehen zu konnen. Aus v und w nach Gl. (2) ergibt sich 

mit dem Prandtl-Faktor {J (= VI - Mba) leicht: 

1 (:::2-- q f32 r 
WI = V v2 + w2 = 4 n [X2 + f32 r2]>/, • 

Die Quellstarke Q ergibt sich aus der Kontinuitatsbedingung nach Linearisierung 
wie folgt: 

+ 00 00 

Q =ffeWndl R:; 2rnfeoo WIdx =qeoor2{J2( [2 d;22]3/ = q(!=, 
• . • . x + r .2 

ZyIinder - 00 0 

womit die Behauptung bewiesen ist. 
Derjenige Abstand vom Zentrum, bei welchem noch von kleinen Storungen 

gesprochen werden kann, ist ausschliel3lich eine Funktion der Quellstarke. 
Losung (1) kann direkt zum Aufbau achsensymmetrischer Stromungen ver

wendet werden. Zur Erzeugung ebener Stromungen sind Quellstarken anzunehmen, 
welche unabhangig von z sind. W ollte man allerdings das Potential der ebenen 
Quellstromung einfach durch eine Integration von (1) mit q = q (~,Y)) liber , er
halten, so kame man im allgemeinen nicht zum Ziel. Das Geschwindigkeits
potential besitzt ja eine willklirliche Konstante, welche von Quellpunkt ~, 1], !; 
zu Quellpunkt verschieden sein kann. Die Summation solcher willklirlicher 
Konstanten unendlich vieler Quellpunkte ergibt fUr sich unendlich groBe Werte, 
wenn nicht besondere Vorkehrungen getroffen werden. 

Da die ebene Stromung in allen Ebenen z = konst. gleich ist, wird sie am 
einfachsten in z = 0 berechnet. Wird die verfligbare Konstante im Punkte 
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~, 'fj, , so gewahlt, daB das Potential im Koordinatenursprung x = Y = z = 0 
den Wert rp = 0 annimmt: 

rp = - 4
q
n [ V(x - ~)2 + {J2 (y -~ 1))2+ {J2 (z - ,)2 - II ~2 + {J2 ~2 + {J2 '2} 

80 ergibt auch ein Integral uber solche Potentiale einen verschwindenden Wert 
im Koordinatenursprung, also endliche Werte im Endlichen. Damit erhalt 
man als Quellpotential der ebenen Stri::imung (Integraltafel, 2): 

+00 

rp = - 4
q
n J [ V(x-- ~;-+ p~--;;~#-+pti - V ~2 + {J2 ~2 + {J2 C2 J d, 
-00 

= - -q - [In ({3' + V(x- ~)2 + {32(Y_'fj)2 + (32 '2) -
4n{J 

- In ({3 , + V ~2 + {32 'fj2 + {32 '2)]~: 
und nach Grenzubergang das logarithmische Potential: 

rp = + -2! {J [In V(x-~)2 + {32(Y_'fj)2 -In V~2 + {32'fj2]. (3) 

q (loo hat nun die Bedeutung einer Quellstarke pro Breiteneinheit der ebenen 
Stri::imung. Der zweite Logarithmus in Gl. (3) stellt eine additive Konstante dar, 
welche im allgemeinen bedeutungslos ist und nur das Potential auf den Wert 
rp = 0 im Ursprung normiert. Fur die Geschwindigkeitskomponenten ergibt 
sich aus Gl. (3): 

u u - q x - ~ __ . v - _q_ {J (y - 1)) (4) 
- 00- 2n{J (X_~)2+{J2(y_1))2' - 2n (X_~)2+{J2(y_1))2' 

Fur zahlreiche Anwendungen interessiert das Verhalten der Stri::imung in 
groBer Entfernung vom Storzentrum, also hier vom Quellpunkt. Ein isolierter 
Quellpunkt in einer Parallelstromung stellt dabei in der Ebene wie im Raume 
einen Halbkorper dar. Gl. (2) und (4) zeigen, daB die Geschwindigkeitsstorungen 
im Raume umgekehrt wie das Quadrat des Abstandes, in der Ebene umgekehrt 
wie der Abstand selbst vom Storzentrum abklingen. Da die Stromung in groBem 
Ki::irperabstand nur wenig gesti::irt ist, kann sie dort stets mit der linearisierten 
Gl. (VI, 42) genahert werden. D. h. das Abklingen in groBer Entfernung vom 
Sti::irzentrum erfolgt bei kompressibler Stromung mit derselben Potenz des Ab
standes wie bei dichtebestandiger Stri::imung. Der Unterschied besteht lediglich 
im Faktor vor der Potenz. Er ist bei kompressibler Stromung auch noch von 
der Richtung abhangig, da wohl die y- und z-Koordinate, nicht aber die x-Koordi
nate mit dem Prandtl-Faktor {3 multipliziert ist. 

2. Wirbelartige Singularitiiten. 
Bei ebener Stri::imung spielt neben der Losung (3), (4) noch eine zweite Li::isung 

von Gl. (VI, 35) eine wichtige Rolle: 

rp = ~ arctg {J (y -1)) . (5) 
2n x-~ 

Es ist das Storpotential eines urn den Punkt ~, 'fj kreisenden Wirbels der 
Zirkulation r. Die Komponenten sind: 

u-uoo =-_!'..... (J(Y-1)) _. v=~ (J(x-~) (6) 
2 n (x - ~)2 + {J2 (y _1))2 , 2 n (x - ~)2 + {J2 (y - 1))2 . 

15· 
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Man beachte die wechselseitige Ahnlichkeit del' GroBen in Gl. (4) und (6). 
Es gilt also fiir das Abklingen des Wirbels in groBem Abstand vom Wirbelkern 
dasselbe wie fiir den Halbkorper. 

In unmittelbarer Umgebung des Storzentrums kann natiirlich keine der 
genannten Losungen als brauch bare Naherung einer kompressiblen Stromung 
angesehen werden, da dort die Storungen groB sind, was den Voraussetzungen, 
welche zur Linearisierung der gasd. Gl. fiihrten, widerspricht. Entsprechendes 
gilt auch fiir aIle spateren Losungen, ob sie nun aus den genannten Losungen 
aufgebaut sind oder nicht. Sie konnen nur dort als richtig angesehen werden, 
wo sie die Vereinfachungsannahmen erfiiIlen. 

Es sei erwahnt, daB diese Forderung vom mathematischen Standpunkt nicht 
hinreichend, in del' Regel abel' notwendig ist. Die bisher bekannten mit Lineal'isierung 
gewonnenen Losungen von Problemen del' Gasdynamik erwiesen sich aHerdings stets 
im Giiltigkeitsgebiet del' Vernachlassigungen auch als richtig. 1m l'lbrigen sind aHe 
mathematischen Losungen physikalischer Probleme durch Vernachlassigungen und 
Abstraktionen gewonnen. Deshalb sind sie auch fast stets in zeitlich odeI' ortlich 
engbegrenzten Gebieten del' Losung falsch. 

3. Ebene Stromung, linearisierte Gleichung. 
Die Linearisierung der gasd. Gl. ist nur sinnvoIl, wenn flache Profile bei 

kleinem Anstellwinkel angenommen werden, so daB die Storungen klein bleiben. 

Q~==~:~;:=?~ 
Dann kann der Stromungszustand am Profil dem auf der 
Profilsehne (x-Achse) gleichgesetzt werden, wie in Ab
schnitt VI, 17 gezeigt wurde_ 

pI I I ! Ein symmetrisches Profil kann nun sehr einfach durch 
'" t + t f t eine" Quellbelegung" der x-Achse dargestellt werden, wobei 

Profilanfang und -ende bei x = 0 und x = 1 Iiegen moge. 
Die Quellbelegung verursacht ein Ausstromen aus del' 
x-Achse nach oben und unten (Abb. 125), dessen " Quell
starke" dq auf der Lange d~ mit Vo (x) als v-Verteilung un
mittelbar an der x-Achse bei positivem y (und mit -vo (x) 

Abb. 125. Darstellung 
eines symmetrischen 
Profiles durch Quell-

Senken-Verteilungen. 

als v-Verteilung an der x-Achse bei negativem y) offenbar gegeben ist durch: 

dq = 2 Vo dr 

Durch Integration iiber aIle Quellenteile ergeben sich dann Potential und 
Storgeschwindigkeiten: 

1 

cp = - /n IVo (~) In V(x- ~}2 + fP y2 d~; 
o 

1 1 

1 I VoW(x-~) t. 
U - U oo = fl n (x __ ~)2 + fl2 y2 de;, 

V = ~ r v() (~) fl y d~ . 
n. (x ~ ~)2 + fl2 y2 

o o 

(7) 

Es interessiert vor aHem die Storgeschwindigkeit am Profil, welche der 
(u - uoo}-Verteilung unmittelbar an der x-Achse gleichzusetzen ist. Fiir y = 0 
wachst der Integrand von u - U oo an del' Stelle x = ~ iiber aIle Grenzen. Diese 
Stelle ist durch einen sogenannten "Cauchyschen Hauptweri" auszuschlieBen, 
weil nur der Grenzwert von u - U oo fur y ~ 0 gesucht wird. Damit ist an der 
x-Achse: 

1 _ _ -1-f' VoW d~ u U oo - fl t n. x- <; 

o 

= _1_ lim lXr-~o (~) d~ + rl 1'~ (~) d~1. 
fln 6-+0' x-~ • x-~ 

o x + 6 _ 

(8) 
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Gl. (8) enthalt naturlich die Pro Regel in allen Spielarten fur ebene Stromung. 
Zunachst zeigt sich fur dichtebestandige Stromung ({3 = 1), daB die Geschwindig
keitsstorung bei affin verdickten Profilen proportional zum Dickenverhaltnis 
wachst. Ferner ist die Geschwindigkeitsstorung und damit auch die Druckstorung 
umgekehrt proportional zum Prandtl-Faktor, womit sich die Moglichkeit ergibt, 
Profile unterschiedlichen Dickenverhalt
nisses und unterschiedlicher Mach-Zahlen 
der Anstromung zu vergleichen, soweit 
die Voraussetzung kleiner Storung er
fUIlt ist. 

0,2 

Abb. (126) gibt die Geschwindigkeits- _,,*,.c~----;'+----;;';:----+-;-;;---~.z v,.. {(o. ~s verteilung, we1che in der angewandten 
Naherung der u-Storung gleichzusetzen 
ist, an einem Kreisbogenzweieck. Sie wird 
mit Versuchen von W. FROSSEL1 ver- ~~ 
glichen, welche an einem an der Kanal
wand befindlichen Kreisbogensegment ge
macht wurden. Die Dickenverteilung kann 
bei kleinem Dickenverhaltnis 2 hm (mit 

Abb. 126. Geschwindigkeitsverteilung an einem 
Kreisbogenzweieck (Parabelbogen) VOn 16% Dicke 
nneh GJ. ( ) und nneh Versuchcn von FROSSEL nn 

cinem HalbmodeU. 

hm als maximaler halber Profilhohe) mit ausreichender Genauigkeit dar
gestellt werden durch (sie entspricht demnach einer Parabel): 

fur 0 < x < 1: h = 4 hm (x - X2), v = 4 Uoo hm (1- 2 x); 

fur x < 0 und 1 < x: h = 0, v = o. 
Mit Gl. (8) ergibt sich dann, ohne daB sich durch die Bildung des Hauptwertes 

zusatzliche Glieder ergeben, symmetrisch zur Profilmitte: 

W-uoo ;::::" u-uoo =i. 2hm [I_(~_x)lnll-X I]. 
U OO U oo n f3 2 x 

Bei der sonst einfachen Integration ist darau.f zu achten, daB das Argument 
des Logarithmus stets positiv zu nehmen ist. Die Verteilung ist natiirlich sym
metrisch, wobei die Werte an den Profilenden als Folge der Vereinfachungen 
uber aIle Grenzen wachsen. Darnach ist die tJbereinstimmung von Theorie und 
Versuch auch in der unmittelbaren Staupunktsumgebung sehr zufriedenstellend. 
Die Versuchsergebnisse werden dort durch die anstromende Reibungsschicht 

naturlich etwas beeinfluBt. Die auftretenden Werte von _V_ und U - U oo 
U oo U oo 

sind - die Staupunkte ausgenommen - von gleicher GroBenordnung. 
In Abschnitt VI, 18 wurde gezeigt, daB die Anderung der Geschwindigkeits

verteilung mit dem Anstellwinkel e bei e = 0 fur ein symmetrisches Profil die 
gleiche ist wie fUr eine unendlich dunne Platte. Nach Gl. (VI, 115) und (VI, 119) 
gelten im Anstromgebiet und an der Platte, also auf der x-Achse zwischen x = 0 
und x = 1, die Randbedingungen 

fur: V x2 + y2 - 00; u. = 0, v. = + U oo ; 

fur: y = 0 und 0 < x < I : v. = O. 

Dem Umstand, daB die abgeleitete v-Komponente wohl an der Platte ver
schwindet, nicht aber im Anstromgebiet, wie die Losungen der letzten beiden 
Abschnitte, wird leicht dadurch Rechnung getragen, daB zu dem Potential eine 
lineare Funktion addiert wird. 

Da es sich gleichzeitig urn die Anderung der Stromung mit dem Anstell
winkel e einer unendlich dunnen Platte handelt, Verdrangungen der Stromung 
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also nicht auftreten, liegt es auf der Hand, nicht mit Quellen-, sondern mit 
Wirbelbelegungen zu arbeiten. Es sei also das nach E abgeleitete Potential wie 
folgt angesetzt: 

I 

1 r fJ y cps = ~. f (~) arctg x _ ~ d~ + U oo y. 
o 

Wahrend es sich beim Potential in G1. (7) urn einen in y symmetrischen 
Ausdruck handelt und auch die Geschwindigkeitsstorung U - U oo in y symmetrisch, 
die v-Verteilung hingegen in y antisymmetrisch ist, ist es bei der Wirbellosung 
gerade umgekehrt. Eine Anstellung eines symmetrischen Korpers hat bei 
positivem und negativem y gerade entgegengesetzte Geschwindigkeitsanderungen, 
aber gleiche Richtungsanderungen zur Folge. Auf der x-Achse auBerhalb des 
Profils muB daher U-Uoo verschwinden, weil es sich urn eine antisymmetrische 
Funktion von y handelt, welche keinen Sprung macht. Am Profil springt sie auf 

1J,c._~~ _ entgegengesetzte Werte. Alles das sind Eigenschaften, welchen 
_ _ +---- ~ ~ Wirbelbelegungen entsprechen. 

In der Gleichung fur cps ist t (~) d~ eine Zirkulations-
Abb.127. Dieabgeleite- d h . lb . V 1 h 
te Geschwindigkeit an an erung mit E, was sic unmItte ar aus elnem erg eic mit 

einer Platte. GJ. (5) ergibt. f (~) ist also eine nach 8 abgeleitete Zirkulation 
pro Langeneinheit des Profils. Diese kann aber leicht 

durch Us am Profil ausgedruckt werden. Durch Ableiten nach 8 folgt aus der 
Zirkulationsdefinition G1. (IV, 23) derselbe Zusammenhang fur die abgeleiteten 
GroBen wie fur die nicht abgeleiteten, was fur aIle linearen Beziehungen gilt. 
Aus Abb. 127 ergibt sich unmittelbar mit uso (~) als abgeleiteter Geschwindig
keit am oberen Plattenrand: 

- f(~) = 2 uso(~)' 

Damit sind also die abgeleiteten GroBen fUr das Potential und die Kompo
nenten: 

I 

({Js = - - uso (~) arctg ~ d~ + uCXl y; 1 J" fJ 
n x-;; 

o 
I IJ fJy . Us = --;;,- Uso (~) (x- ~)2 + fJ2 y2 d~, (9) 

o 
I 

fJ J X- ~ vs =---;;'- uso(~) (X-,;)2+fJ2 y2 d~+uoo. 
o 

Fur die vs-Verteilung auf der x-Achse ergibt sich ganz analog zu GJ. (8): 
I 

v - +u _LJuSOW __ d~ (10) so - 00 n x- ~ , 
o 

wobei wieder der entsprechende Cauchysclle Hauptwert zu nehmen ist. 
In Gl. (10) ist nun u so (~) so zu bestimmen, daB die Randbedingung vso = 0 

im Profilbereich auf der x-Achse erfullt ist: 
I 

fUr y = 0 und 0 < x < 1: U oo = + L f Us o (~~ dr 
n. x-;; 

o 
Es handelt sich hier urn einen Spezialfall der bekannten, von A. BETZ erstmalig 

gel osten Integralgleichung cler singularen Wirbelschicht. Auch bei clef kegeligen 
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Stromung spielt sie eine Rolle, wie wir spater sehen werden. Wie bei der Berechnung 
von Integralen, interessiert hier nur die Losung, nicht aber der Weg, welcher zur 
Losung fuhrt. In der Betzschen Umkehrformel (Integraltafel, 22) ist die Funktion 

nu 
in g (x) fur den hier besprochenen Fall einfach konstant g (x) = f. Die 

Bestimmung von ueo (x) ist damit auf folgende Integration zuruckgefiihrt: 
. 1 

_ C + 1 U oo f dt 
ueo(x) - Vx(l-x) f3n Vx(l-x) Vt(l-t) t-x' 

o 
Der Wert ergibt sich aus dem in der Integraltafel aufgefuhrten unbestimmten 

Integral zu: 

DaB die Geschwindigkeitsverteilung nur bis auf eine Konstante festliegt, kann 
nicht uberraschen. Das entspricht dem Umstand, daB 
die Gesamtzirkulation um das Profil noch frei ver
fugbar bleibt. Sie wird bekanntlich so festgelegt, daB 
die Hinterkante nicht umstromt wird, sondern daB 
dort ein Staupunkt bleibt. D. h . an der Hinterkante 
bleibt u unabhangig von e, es ist: 

auf y = 0, x = 1 : U e = O. , 

Aus dieser Abstrombedingung ergibt sich dann un
mittelbar an der Flugeloberseite (Abb. 128): 

(ll) 
Abb. 128. Anderung der Ge
schwindigkelt mit dem Anstell

winkel nach 01. (11). 

Die Geschwindigkeitsstorungen und der Auftrieb wachsen also umgekehrt 
proportional wie der Prandtl-Faktor, was von der Pro Regel her bereits bekannt ist. 

Ob die durch G1. (ll) gegebene Ueo-Verteilung in der unmittelbaren Umgebung 
der Fliigelnase als richtig angesehen werden kann, ist zweifelhaft. Sicher sind un
endliche Geschwindigkeiten unmoglich und wiirden au13erdem der V oraussetzung 
kleiner Storungen entschieden widersprechen. Immerhin k6nnten aber unendliche 
Geschwindigkeitsanderungen mit dem Anstellwinkel 13 zulassig sein. 

Die Anderung des Auftriebs- und Momentenbeiwertes mit dem Anstellwinkel 
ergibt sich aus den auf ebene Stromung angewandten Gl. (VI, 143) nach G1. (ll) 
und der Integraltafel fur e = 0 zu: 

1 1 

dCa = dCn = 4f Ueo dx = ~f V 1 - x dx = 2 n ; 
de de U oo f3 x f3 

o 0 
1 1 

(12) 

dCm =4fx~dx= ~fVX(I-X) =~. 
de U oo f3 2 f3 

o 0 

1st l der Abstand des Druckpunktes von der Vorderkante 
der Lange 1, so ergibt sich fur e = 0: 

bei einem Profil 

l _ dCm I dCa _ 1 
- ([f / de"-"4' ( 13) 

Die Druckpunktlage ist also unabhangig von der Mach-Zahl gleich jener 
in dichtebestandiger Stromung. Naturlich gilt das nur im Gultigkeitsbereich 
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del' Prandtlschen Linearisierung. Die Resultate sind kiirzer direkt mit del' 
Pro Regel aus den bekannten Eigenschaften dichtebestandiger Stromung abzuleiten. 

Fur asymmetrische Profile ist del' Rechengang derselbe, seine Durchfuhrung 
mit Rucksicht auf die erforderlichen Integrationen abel' komplizierter. Es sei 
das schlanke, aber sonst beliebig geformte Profil durch eine v-Verteilung am 
oberen und unteren Rand del' x-Achse innerhalb 0 < x < 1 gegeben [oben: 
Vo (x), unten: Vu (x)]. Dann lassen sich diese beiden Verteilungen wie folgt m 
einen in y antisymmetrischen und einen in y symmetrischen Anteil auflosen: 

1 1 1 1 
Vo ~ T (va-vu) +T (Va + Vu); Vu = T (Va -Vu) - T (Vo + Vu)· 

Dementsprechend gibt es einen in y symmetrischen und einen in y anti
symmetrischen Anteil fUr das Storpotential: 

1 

cp =- /n I~ [Vo(~)-Vu(~)]lnV(x-~i2-+fi2y2d~+ 
o 

1 II ~ fJy. + 2n f(~)a"ctgx_~ d~, (14) 

o 
wobei die Funktion t (~) so zu bestimmen ist, daB die Randbedingung erfullt ist. 
Es ist am oberen und am unteren x-Achsenrand: 

1 

Va" 1 fJ I d~ 
/=±T(Vo-Vu)+ 2n t(~) x-"J' 

Vu 0 

Das gibt mit del' Betzschen Umkehrformel: 
1 n C 
-t(x)=---==+ 
2 fJ Vx(I-x) 

1 

+ -2 [vo(t) +vu(t)]! t(l-t) -_.- fiIr O~ x~ l. 1 JI (---- dt 
nfJVx(I-x) t-x 

o 
Ganz entsprechend zu den Resultaten der ebenen Platte, ist t (~) der negatiye 

antisymmetrische Anteil del' u-Verteilung, die sich ganz analog zur v-Verteilung 
aufspalten laJ3t. Damit ist die Storgeschwindigkeit am Profil: 

1 

1 f 1 d~ 1 
u-v= =7T~. T[Vo(~)-Vu(~)]x_~ -Tt(x) = 

o 
1 

1 f 1 d~ =~ --[v (~)-v (~)]-- + fJn. 2 0 U x-~ 
(15) 

o 
1 

1 1 f 1 ; dl; n C 
+ fJn VX(l· x). T[Vo(~)+t'u(~)]'V~(l-~)X-I;-7rVX(1 =-xT· 

o 
Die Berechnung del' Geschwindigkeitsverteilung an flachen Profilen ist damit 

auf zwei Integrationen zuruckgefuhrt, und es ist nur noch die Zirkulationskon
stante C durch die "Abstrombedingung" zu bestimmen. Hier tritt zunachst 
eine kleine Schwierigkeit auf. In der hier wiedergegebenen Theorie kleiner 
Storungen ergibt sich bei Gl. (7) die Geschwindigkeit im Staupunkt als negativ 
unendlich. Die Geschwindigkeitsverteilung in del' unmittelbaren Staupunkts
umgebung wird ubrigens dadurch durchaus zufriedenstellend wiedergegeben. 
Aber auch die Kantenumstromung, welche an del' Hinterkante entsprechend 
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der Abstrombedingung vermieden werden soIl, gibt unendliche Geschwindig
keitswerte, naturlich auch im Rahmen exakter Potentialtheorie. Der Unterschied 
in beiden Unendlichkeitswerten besteht darin, daB die Geschwindigkeit am Stau
punkt bei der hier angewandten Naherung symmetrisch, bei einer Kanten
umstromung hingegen antisymmetrisch in y uber aIle Grenzen wiichst. Die 
Konstante C in Gl. (15) ist also so zu bestimmen, daB sich bei x = 1 zusammen 
mit dem zweiten Integral der Wert Null ergibt. 

Gl. (15) enthiilt naturlich auch die Umstromung einer ebenen, wenig an
gestellten, verschwindend dunn en Platte. Mit Vo = - E U oo und der Abstrom
bedingung ergibt sich im wesentlichen Gl. (11). 

Es ist nutzlich, die Berechnungen auch mit der Stromfunktion durchzufiihren. 
Fur diese liiBt sich die gasd. Gl. wie jene der Potentialfunktion linearisieren. 
Fur die Storstromfunktion Gl. (VI, 31) '1/) gilt dann: 

~2 "Pxx + "Pvv = O. (16) 

Die in "P frei verfugbare Konstante sei so gewiihlt, daB "P in groBer Ent
fernung vom Profil verschwindet, womit gleichzeitig die Randbedingung weit 
drauBen gegeben ist. Mit h (x) als halber ProfilhOhe eines symmetrisch zur x-Achse 
angenommenen Profils muB mit der Kontinuitiitsbedingung gelten: 

00 

h (loo U oo = J ((l U - (loo u oo ) dy, (17) 
h 

d. h. die an einer Stelle x vom Profil verdrangte anstromende Menge muB der 
Erhohung des Massenflusses uber dem Profil gleich sein. Wegen der Schlankheit 
des Profils gilt nun unter Vernachliissigung von Gliedern hoherer Ordnung: 

00 

h (x) (loo U oo = J ((l U - (loo uoo ) dy + ... = - "P (x, 0) + . . .. (18) 
o 

Diese Niiherung verbessert sich ubrigens mit der Anniiherung Moo -- l. 
Die Randbedingungen von "P stimmen daher mit den Randbedingungen von v 
in G1. (7) formal vollig uberein, womit die Losung fur ein schlankes, unangestelltes, 
symmetrisches Profil gegeben ist durch: 

1 

eoouoof h(~)/3y 
"P = - --n-- (x _ ~)2 + /32 y2 (19) 

o 
Daraus errechnet sich mit Gl. (VI, 31): 

1 (20) 

e v . 2/3y! x-~ 
eoo u oo =----n- h(~) [(X_~)2+/32y2]2 dr 

o 
Die Pro Regel (Abschnitt VI, 20, Abb. 120) entspricht einer Niiherung der 

Stromdichtekurve durch eine Gerade. Bei Annahme kleiner Stromungswinkel 
[Entwicklung von Gl. (II, 53)] ist daher 

~--1=~2(~-1)+ ... , 
e oo u oo U oo 

woraus sich zusammen mit G1. (20) ergibt: 
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Diese Gleichung kann mittels partieller Integration direkt in die entsprechende 
Gl. (7) uberfuhrt werden, womit der Zusammenhang mit der Potentialfunktion 
hergestellt ist. 

In Entfernungen, welche groB gegen die Profillange sind, kann wegen der 
Kleinheit von ~ gegenuber x oder fJ y im Integral naherungsweise gesetzt werden: 

(X_~)2-f32y2 x 2 _f32 y2 2x(x2-3f32 y2) 
[(X_~)2+f32y2J2 = [X2 + f32 y2J2 + [X2+f32y2J3--~+ ... , 

x-~ _ X 3x2-f32 y2 
[(x - ~)2 + f32 y2J2 - [X2 + f32 y2J2 + [X2 + f32 y2J3 ~ + .... 

~ kann den Wert 1 nicht uberschreiten, weshalb bereits das erste Glied eine gute 
Naherung darstellt. Bei den Abschatzungen ist es nicht erforderlich, auf kleine 
fJ-Werte Rucksicht zu nehmen, da sich fur solche die Linearisierung der Diffe
rentialgleichung als untauglich erweisen wird. 

Damit ist die Storgeschwindigkeit in grofJerem Korperabstand: 

~_1= __ 1_ 
Uoo f3 n 

1 

x 2_ f32 y2 J 
[X2 + f32 y2J2 h(~) d~ + ... , 

o 
1 

u:' = e~:oo + ... =-! [X22:;2~2J2 Jh(~)d~. 
o 

(21 ) 

Wahrend die Wirkung in den Staugebieten stromaufwarts und stromabwarts 
vom Korper (y = 0) bei kompressibler Stromung urn den Faktor fJ-1 erhoht ist, 
ist sie es in den Ubergeschwindigkeitsgebieten seitlich vom Korper (x = 0) um 
den Faktor fJ-3• Die Berechnung solcher Fernwirkungen spielt fur Korrekturen 
in der Windkanaltechnik eine groBe Rolle. 

Das Integral in Gl. (21) stellt einfach die halbe Fldche des Profilquerschnittes 
dar. In groBer Entfernung wirkt sich also bei flachen Profilen nur deren Platz
bedarf in der Stromungsebene aus. Gl. (21) gilt, wie aIle vorausgegangenen 
Formeln, auch fur dichtebestandige Stromung (fJ = I). Bei dieser erweist sich 
die Fernwirkung eines Kreiszylinders gleicher Flache gerade doppelt so groB 
wie diejenige eines schlanken Profils, was naturlich auf seine groBe Dicke zuruck
zufiihren ist. 

Bei angestellten oder asymmetrischen Korpern kommen noch weitere Fern
wirkungen hinzu. 

4. Achsensymmetrische Korper, linearisierte Gleichung. 

Wahrend ein angestellter ebener Korper stets eine ebene Stromung ergibt, 
ist beim achsensymmetrischen Korper (Rotationskorper) die Stromung nur bei 
axialer Anstromung achsensymmetrisch. Dennoch laBt sich auch der Fall 
angestellter Korper einfach und in ahnlicher Weise wie die achsensymmetrische 
Stromung behandeln, was auch anschlieBend gemacht werden solI. 

Die Storung der Geschwindigkeit ist bei schlanken Rotationskorpern natur
gemaB viel kleiner als bei schlanken Profilen. AnschlieBend an Gl. (VI, llO) 
ergab sich mit h als halbem Dickenverhaltnis die Abschatzung: 

~ -1 ,..."h2Jnh, 
U oo 

ein Ausdruck, der sich auch als erstes Glied der spater folgenden Entwicklungen 
ergeben wird. Meist interessieren Dickenverhaltnisse von wenigstens 5 bis 10%, 
was h-Werten von 0,025 bis 0,05 entspricht. Dabei ist das Dickenverhaltnis nach 
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oben vor aHem durch die Streichung des Gliedes :: (:; + ~~) bei der Lineari

sierung der gasd. Gl. beschrankt. Fur die erwahnten h-Werte ergibt sich In h,......, 3,7 
bis 3. Die u-Storung liegt also der GroBenordnung nach zwischen h und h2, wahrend v 

. am Korpernaturlich von der GroBenordnung h ist. Bei der Entwicklung der 
Geschwindigkeit nach den Storungen der Komponenten Gl. (IV, 31) ist also das 
Glied v2 mitzunehmen, wenn es sich nicht urn auBerordentlich schlanke Korper 
handelt. Entsprechendes gilt fur die Druckstorung. In groBerem Korperabstand 
sind hingegen die Storungen aIler Geschwindigkeitskomponenten von derselben 
GroBenordnung, wenn vom Prandtl-Faktor abgesehen wird. 

Fur die x, y-Ebene einer achsensymmetrischen Stromung ergibt sich nach 
Gl. (VI, 131): 

fJ2 OU + ~ + ~ = O. 
oX oy y 

(22) 

Nun andert sich die Stromung am Korper wegen der Energie- und Impuls

zerstreuung in y-Richtung urn eine GroBenordnung (also urn !) starker als in 

x-Richtung, was an Hand der Resultate bestatigt werden 
kann. (Bei ebener Stromung war dagegen die Anderung 
vom ,8-Faktor abgesehen in x- und y-Richtung dieselbe.) 
In Gl. (22) ist der erste Summand in Korpernahe daher 
urn einen Faktor ,82 h2 In h kleiner als die beiden letzten 
Summanden und spielt also an schlanken Korpern Abb. 129. Bestimmnng der 

keine Rolle. In groBem Korperabstand erweisen sich Quellstiirke an der Achse cines 
schlanken Rotationskijrpers. 

hingegen aIle drei Summanden als gleichberechtigt. 
Eine achsensymmetrische Stromung erhalt man durch eine Quellbelegung 

der x-Achse. Ais QueIlstarke pro Lange dx ergibt sich die durch einen die x-Achse 
umgebenden schlanken Zylinder (Abb. 129) stromende Menge. Der Durch
fluB durch die Endflachen des Zylinders kann wegen deren Kleinheit als Glied 
hoherer Ordnung vernachlassigt werden. 1m Rahmen der Linearisierung kann 
daher mit Gl. (VI, 108), welche einer Streichung des ersten Summanden in 
Gl. (22) gleichkommt, und mit F (x) = h2 (x) 11: als Querschnittsjliiche des Korpers 
fur die QueHstarke (200 dq auf dx gesetzt werden: 

dF 
(200 dq = 2 11: Y (200 V (x, y) dx = 211: h v (x, h) (200 dx = (200 U oo ax dx. 

Eine Integration der Quellwirkungen uber die Korperachse gibt unmittelbar 
das Storpotential und die Geschwindigkeitskomponenten der achsensymmetrischen 
Stramung urn den schlanken Korper der Lange 1. Es ist mit Gl. (1) und (2) in 
der x, y-Ebene: 

1 

U oo J dF d~ 
cp = - 4 n df V (~ - X)2 + {J2 y2 

o 

1 

V _ {J2 Y J dF ----=-:-c,--_:7d-:~~~:=-;-
U oo - Tn- df [(~ - X)2 + {J2 y2]"/ •. 

o 

(23) 

Der EinfluB der einzelnen Teile des Korpers aufeinander ist entsprechend 
dem rascheren Abklingen der Storungen bedeutend geringer als bei ebener Stro
mung Gl. (7). Auch der Mach-EinfluB ist offenbar geringer, denn es fehlt in 
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Gl. (23) ein Faktor fJ gegenuber Gl. (7). Allerdings ist es hier nicht moglich, wie 
etwa in Gl. (7), (8), in der Gleichung fur u - U oo einfach y = 0 zu setzen, denn 
die Werte steigen mit Annaherung an die Achse uber alle Grenzen. Nur unend
liche Wirkungen bei verschwindendem Querschnitt an der Achse konnen namlich 
in endlichem Abstand endliche Wirkungen hervorrufen. Zur Untersuchung des 
Verhaltens an der Achse sei der als glatt angenommene Querschnittsverlauf F (.;) 
an der Stelle .; = x entwickelt: 

( dF) = ( dF) + ( d2F) (.; _ x) + ~ ( d3~ ) (.; _ xV ~ 
dx ~ dx ~ = X dx2 ~ = x 2 dx ~ = x 

+ 61 (dd4 ~) (.; _ X)3 + .... 
x ,;= x 

Damit konnen nun die Integrationen durchgefUhrt werden. Man findet mit 
Hilfe der Integraltafel folgendes Resultat: 

4 n u u~oo = ( ~~ ) x [ V (1 _ x)~ + ~2 y" - V XL;~ J + 
( d

2F) r V X2 + ~9 - x . 1 - x x·1 
+ dx2 xlln V(1_X)2+~2y2+1-~-+ V(1-x)2+~2y2 +~+-;py;_ + 

+~(d3F) [~~_ (1-x)2+2~2y21+ 
2 dx3 x V x2 + ~2 y2 V (1- X)2 + Jl2 y2 J 

Damit ergibt sich fur kleine y-Werte2 : 

1 

u - U oo 1 (d2F) I 1 f ( dF ) 2 - x-+-( d2F) . u--;;;;--- = 2n dx2 x n y - 2 n \ (]X x x0- x) , dx2 x (24) 

. [ln 2 Vx (l-x)-I-lnfJl+ ~(~3:t(~ -x) + ... }+y2{}+ 
Nach LAITONE 2 ist die Dbereinstimmung der Entwicklung Gl. (24) mit del' 

exakten Formel (23) bei einem Rotationsellipsoid und einem Spindelkorper mit 
einem Kreisbogenzweieck als Langsschnitt sehr gut. 

Es ist: 1 dF _ h dh 
2n dx - dx· 

Bei den ublichen Rotationskorpern mit hochstens einem Dickenmaximum 
haben die Ableitungen von F (x) die GroBenordnung von h2, wenn die Korper
lange gleich 1 gesetzt wird. 

Auf y = h stimmt das erste Glied der Entwicklung mit dem am Anfang des 
Abschnittes wiedergegebenenAusdruck uberein. Dieses Glied enthalt denPrandtl
Faktor nicht, weshalb bei au(3erordentlich schlanken Korpern und nicht zu groBer 
Schallnahe (fJ f"'oo.J I) gesagt werden kann, daB die Geschwindigkeitsverteilung 
unabhangig von der Machschen Zahl ist. 

1m allgemeinen muB aber bei der Entwicklung der Geschwindigkeit am 
Korper das v2-Glied [Gl. (IV, 31)] mitgenommen werden, woraus sich fUr die 
Geschwindigkeitsstorung auf y = h folgendes ergibt: 
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Eine Berucksichtigung hoherer Glieder in y am Profil ist wegen der voraus
gegangenen VernachIass~gungen sinnIos. Nach Gl. (25) ist der Kompressibilitats
einfluB am Korper wieder durch folgende additive GroBe gegeben [siehe Gl. 
(VI, 152)]: 

(' W - U oo ) ( W - U oo ) 1 (d2F) = + - - -2 In (3. 
U oo Moo U oo Moo = 0 2 n dx x 

(26) 

Am Dickenmaximum ist ~2~ < 0, weshalb sich dort erwartungsgemaB 

wegen In (3 < 0 eine Steigerung der Geschwindigkeit aus dem Kompressibilitats
einfluB ergibt. 

Abb.130 gibt die Geschwindigkeitsverteilung an einem Spindelkorper. Mit 
derselben Dickenverteilung wie beim Kreisbogenzweieck (Abb. 126) ergibt 
sich nun mittels G1. (23) folgende Geschwindigkeitsverteilung am Korper: 

W-u I 
00 = 8 hin I[ - 1 + G x (l - x) + 48 kin x2 (1 - X)2 ~2] . 

U oo 

[1 + II I + 16 h~ x2{fii] • [1 + VI+16 h.;n (1- xli (j2] + In -. ---.--- --- ---- -----.. --------- .. --.. --- .- - --
16 hin x(1 - x) {j2 

- [6 - 9 (1- x)] (1- x) Vl+i6-hrit X2(32 + 
- [6 - 9 x] x VB 16 hin (1- 4·-~2 + (1- 2 X)2}. 

Hierin ergibt sich das Ietzte Glied aus der Berucksichtigung der v-Kompo
nente. Auf der x-Achse auBerhalb 

JY-u 
des Korpers ist unabhangig von der /too 

Mach-Zahl: 0,7'; 

W - uoo_ = 8 krit {3 (1- 2 x) + 
U oo 

\ o,!Q 

[-1 + 6X(I-X)]ln(- 1 x~)f' 

Wie beim entsprechenden ebenen tJ,Q,; 

Problem gibt es also in den Stau
punkten eine logarithmische Singu
laritat. 

Formel (26) gibt den Mach
EinfluB nach Abb. 130 ganz aus
gezeichnet wieder, sie gilt auch auf 

Q 

der Achse auBerhalb des K6rpers. -tJ,QS 

l,Q 

Aus Abb. 130 k6nnen die Ge
schwindigkeitsverteilungen fur Kreis-
b Abb. 130. Geschwindigkeitsverteilnng an einer 16% dicken 

ogenspindeln anderer Dickenver- Parabelbogenspindcl nach Gl. (23) (_ ) und GI.(26) (- -- -) . 
haltnisse mit Hilfe der Stromlinien-
analogie entnommen werden. Darnach ist die Geschwindigkeit beispielsweise 
bei Moo = 0,80, ~ = 0,60, 1/(32 = 2,8mal so groB wie die Geschwindigkeits
verteilung bei Moo = 0 und einer Spindel (3 = 0,60fachen Dickenverhaltnisses. 
Die letzte Verteilung kann fur eine Spindel von 9,6% Dicke also Ieicht er
mittelt werden. 

Zit ate uber weitere Arbeiten nebst Versuchen an Halbkorpern findet man 
bei E. R. VAN DRIEST 3. (Siehe auch LAITONE33.) 
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Um ein MaB fur die Genauigkeit zu erhalten, mit welcher das Produkt v. y 
am Korper und an der Achse gleichgesetzt werden kann - eine Naherung, welche 
dem Ansatz fur dq zugrunde liegt - sei v entsprechend wie u - U oo in Gl. (24) 
entwickelt. Dabei ergibt sich nach Durchfuhrung der Integration aus Gl. (23): 

v 1 ( dF ) {J2 Y (d3 F ) fJ2 Y { } - = -2-- -d - -4- -d 3 In ((3 y) + -4- + .... 
U oo n y x x n x' x ' n 

(27) 

Der erste Summand der Entwicklung entspricht dem Ansatz fur die Quell

starke. Der Fehler in ~ am Profil ist also von der GroBenordnung (32 y2ln (3 y 
U oo 

und daher um so geringer, je hoher die Machsche Zahl ist. 
Die Gleichung fur das Storpotential (23) kann partiell integriert werden 

und gibt 
1 

-_ U oo [F 1 J1- U oo fF (~-x)d~ . 
f[! - 4n V(~_X)2 + fJ2 y2 0 4n. [(~_X)2 + fJ2 y2J3/2 ' 

o 

unter der V oraussetzung, daB der Korperquerschnitt an den Korperenden auf 
den Wert Null absinkt, wird bei groBem Korperabstand, d. h. 

1 

fur V x2 + (32 y2 ~ 1: f[! = :~ [X2 + ~2 y2J'/2 J F d~ + 
o 

Daraus findet man fur die Komponenten in groBem Abstand: 
1 

---- U 1 J fJ2 y2 - 2 x2 V x 2 + (32 y2 ~ I: -uoo - 1 = 4 n F d~ [fJ2 y2 + x 2J%; 
o 

1 

v 1 J 3fJ2 xy 
U oo = - 4 n F d~ [fJ2 y2 + X2J5/2 • 

o 

(28} 

Das Integral in Gl. (28) ist das Korpervolumen. Dieses allein ist bei schlanken 
Korpern in groBer Entfernung fur die GroBe der Storungen der Geschwindigkeits
komponenten maBgebend. Diese erweisen sich von gleicher GroBenordnung. 
Bei dichtebestandiger Stromung ((3 = I) ist die Storung einer Kugel wegen ihrer 
groBeren Dicke 3/2mal so groB wie diejenige eines schlanken Korpers gleichen 
Volumens. 

Fur die Anderung der Stromung mit dem Anstellwinkel c; ergab sich nach 
Linearisierung Gl. (VI, 132): 

mit y = r cos X, z = r sin X. 

Die Extremwerte der Storungen in der Geschwindigkeit und im Potential 
sind in der x, y-Ebene zu erwarten, wahrend dort gleichzeitig die perifere Um
stromung des Korpers verschwinden muB. Es liegt daher folgender Separations
ansatz auf der Hand: 

if>. (x, r, X) = f[!. (x, r) cos X· (29) 
Er erfullt die Differentialgleichung, wenn f[!. folgender Gleichung gehorcht: 

R2 + +1 1_0 
t' f[!.x", f[!err -;:f[!er - 7 f[!. - , (30) 

wobei in der x, y-Ebene r = V y2 + Z2 durch y ersetzt werden konnte. 
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Diese Differentialgleichung ergibt sich sofort durch Differentiation von 
Gl. (22) nach y, wobei an Stelle der Komponenten deren Ableitungen nach y 
treten. Damit ist aber auch bereits eine Lasung von Gl. (30) gegeben, indem 
der einmal nach y abgeleitete Ansatz fUr cP in Gl. (23) genommen wird. D. h. es 
ist fur cps in Gl. (30) einfach der Ansatz fur v in Gl. (23) zu nehmen, wobei y 
durch r zu ersetzen ist. 

Allerdings hat dabei ~~ = f (~) nun nicht mehr die fruhere Bedeutung. f(~) 
ist einfach eine so zu wahlende Funktion, daB die Randbedingungen erfullt 
werden. Nach Gl. (VI, 115) und (VI, 121) gilt: 

fur V x2 + y2 + Z2 ~ 00 : U. = 0, v. = uoo , w. = 0; 

fur r = h(x): WI. = W.r = o. 
Nun ist: 

Wer = CP.r cos X = v. cos X + w. sin X, 

woraus sich folgende Randbedingungen fur cps ergeben: 

fur V x 2 + r2 - 00: cp.z = 0, cper = uoo, fur r = h (x): CP.r = o. (31) 

Formal stimmt dies mit den Randbedingungen fur die Anderung der Stramung 
mit dem Anstellwinkel beim symmetrischen Profil vallig uberein. Wie dort in 
Gl. (9), muG auch hier ein Glied U oo r zur Erfiillung der Bedingung im Unendlichen 
hinzugefugt werden. Damit ist: . 

1 

f32 r f d; 
cpo = uoor +~ f(~) [(;-X)2 + ,82 r2]'1. , 

o 
wobei f (,;) so zu bestimmen ist, daB CPer = 0 auf r = h (x) ist. 

Man uberzeugt sich leicht, daB dieser Ansatz Lasung von Gl. (30) ist. Zur 
Bestimmung von t (~) werden die Werte in Achsennahe gebraucht. Hier kann 
fiir das Integral in der Gleichung von cpo einfach die Entwicklung von vjuoo 

gemaB Gl. (27) genommen werden, wobei ~~ durch t (x) und y durch r zu 

ersetzen ist: 
1 ,82 r d 2f 

cpc= U oo r + -2-- f(x) --4- -d 2 In (p r) + .... 
nr n x 

Daraus foIgt: 
1 df ,82 r d3f 

cp.z = -2---d --4- -d 3 In (pr) + ... , nr x n x 

1 ,82 d 2t 
CP'r = U OO --2--2 f(x)--4--d 2 In(pr) + ... 

nr n x 

Mit derselben Genauigkeit wie bei der achsensymmetrischen Stramung kann 
daher auf r = h (x) zur Erfullung der Randbedingung 

1 
0= CPer = U oo - 2nh2 t(x) 

gesetzt werden, so daB sich das gesuchte t (x) wie folgt ergibt: 

f (x) = 2:rr; h2 Uoo = 2 U oo F (x). 

Wieder mit derselben Genauigkeit wird dann: 

1 dt dh 
cps z = 2 n h --;IX = 2 U oo --;IX. 
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Damit erhalt man fur die Anderung der Stramung mit dem Anstellwinkel 
am Karper im Rahmen der Naherung Formeln, welche diejenigen fur achsen
symmetrische Stromung Gl. (24) und (25) an Einfachheit und Genauigkeit uber
treffen4 ,5; es ist namlich fur r = h (x) bei Verwendung von Zylinder-Koordinaten 
und -Komponenten: 

u. dh 
-- = 2-C03X' 
U OO dx ' 

(32) w2 • _ 1 1 flo _ rpd x , h) . _ _ 2 " 
-u-- - r -U- 'Pex - - --u--h:- Slll X - - 8lll X· 

00 00 00 

An einer beliebigen Stelle des Raumes ist wegen y = r cos X das Potential: 
1 

f32 Uoo Y J dl; 
$. = Uoo Y + 2 n F (~) m =X)2 +p2(.Y2+-Z2)]3/,' (33) 

o 
woraus die Geschwindigkeitskomponenten leicht abzuleiten sind. 

Eine Integration uber einen kleinen Anstellwinkelbereich c, bei welcher $e 
als angenahert konstant angesehen werden kann, kommt einer Multiplikation 
mit c gleich. Zur besseren Einsicht sei Gl. (33) daher wie folgt geschrieben: 

_ , I J~ h2 ( 1;) d : I 
$ - U oo Ii -I y + y -2- -[-(T--X)-2' ,'j3/2' f' 

o -p- + (y 2 + Z2) 

Ein Vergleich mit dem Potential einer umstromten Kugel zeigt, daB es 
sich bei der obigen Gleichung urn die Anstromung auf der x-Achse aufge-

" reihter, in x-Richtung affin ver-
~ zerrter Kugeln handelt, die in y

t t i i 
Abb. 131. Stromung in einer Querschnittsebene. 

Richtung mit der Geschwindigkeit 
c U oo angestromt werden. Bei gleich 
groBen Kugeln hande1t es sich also 
urn eine Zylinderstromung in y
Richtung. Aber auch eine kleine 
Querschnittsanderung des Korpers 
gibt in einer y, z-Ebene noch immer 
angenahert eine dichtebestandige 
Zylinderstromung, wie GI. (32) zeigt. 
Darnach erreicht die v-Komponente 
am Korper auf y = 0 gerade den 
doppelten Betrag ihres Wertes im 

Unendlichen. Die Dichtebestandigkeit erklart sich dabei ohne weiteres daraus, 
daB die Mach-Zahl der Anstromung in y-Richtung mit e beliebig klein ist. 

Es kann erwartet werden, daB sich ein solch einfaches Resultat, wie es 
G1. (32) ausdruckt, auch einfach ermitteln laBt. Entsprechende Impulsuber
legungen wurden fur inkompressible Stromung schon seinerzeit von M. MUNK32 

und neuerdings fUr kompressible Stromung von J. ACKERET6 durchgefUhrt. 
Hier sei noch ein anderer Weg beschritten. Bei einem schlanken Rotations
korper kann das erste Glied in Gl. (30) insbesondere in Schallnahe gestrichen 
werden, weil die Zustandsanderungen in Achsenrichtung klein gegenuber jenen 
in radialer Richtung sindvIIl, 50. Damit ergibt sich, wie schon erwahnt, in 
einem Schnitt x = konst. eine ebene Zylinderstromung (Abb 131), namlich: 

$. = ee cos X = U oo (r + ~2) cos X, (34) 
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wobei h (x) mit x variiert. Daraus folgt nun sofort am Korper das Ergebnis 
von G1. (32): 

r = h: 
2h dh dh 

u. = U oo -r- dx cos X = 2 u oo dx cos X· 

Fur Schallanstromung gilt G1 (34) innerhalb del' Linearisierung {3 = 0 
sogar exakt, sie gilt abel' aueh als eine erste Naherung fur Moo < I und fur 
nicht zu groBe Moo > I. 

Die Anderung der Normalkraft mit dem Anstellwinkel £ kann mit Gl. (VI, 139) 
aus G1. (32) berechnet werden. Dabei ist zu beachten, daB folgendes gilt: 

W2 = u2 + WI2 + WZ2; W W. = u u. + WI WI' + Wz Wz., 

also mit Gl. (32) fur £ = 0 in erster Naherung: W. = U e . 

Ferner ist am Korper dz = h cos X dX, also: 
1 2n 1 

( dCn ) eooubo 2 Jj' dh 2 2 JdF 
de e = 0 2 F k = + 1200 Uoo 2 h dx cos X dX dx = 1200 Uoo dx dx. 

000 

Als Auftrieb und Auftriebsbeitrag del' Lange dx ergibt sich damit 

( dC.!!..) _ 2~ d (dCn ) = 2_1 __ d!'_dx = 2 dF, (35) 
de • = 0 - F k ' de. = 0 F k dx F k 

woraus sich die Anderung des Momentes (urn die Karperspitze) mit dem Anstell
winkel wie folgt berechnet: 

1 1 

( dCm ) = __ 2 Jx~dx= __ 2 JXdF. 
dE e= 0 Fk dx Fk 

(36) 

o 0 

Fur einen Spindelkarper, etwa einen Flugzeugrumpf mit verschwindendem 
Endquersehnitt, ergibt sieh also bei kleinem £ wohl ein Moment, aber keine 
Normalkraft, d. h. der Luftangriffspunkt ruckt ins Unendliche. Bei Korpern, 
welehe - wie die meisten Geschosse - am Ende in einen Zylinder ubergehen, 
ergibt eine Verlangerung des Karpers bei gleiehbleibendem Quersehnitt keine 
Erhohung der Normalkraft. Aueh die Entfernung des Druckpunktes von der 
Karperspitze bleibt durch die Verlangerung unbeeinfluBt. 

Besonders bemerkenswert ist, daB die Anderungen mit dem Anstellwinkel 
nach G1. (32), (34), (35) und (36) vollig unabhangig von der Maehschen Zahl 
sind. Die genannten Formeln enthalten {3 nicht! Die praktische Bedeutung der 
genannten Gleichungen ist im allgemeinen graBer als jene der Gleichungen fUr 
den nicht angestellten Korper. Die Widerstande lassen sich ohne Kenntnis der 
Reibungsvorgange (und ohne Kenntnis des Bodendrllckes eines flaeh ab
geschnittenen Karpers) nur ungenau angeben. Hingegen haben die genannten 
Einflusse fur die Auftriebsverhaltnisse nur untergeordnete Bedeutung. 

AIle Aussagen dieses Abschnittes verlieren mit wachsendem Dickenverhaltnis 
wegen der vorausgegangenen Naherungen an Bedeutung. Einen eingehenden 
Vergleieh von Versuch und Theorie geben ACKERET, DEGEN und ROTT29. Dabei 
zeigt sieh f olgendes interessante Resultat, auf welches fruher schon LIGHT
HILL VIII, 64 hingewiesen hatte. Die A uftriebsverteilung erweist sieh in einem 
weiten Anstellwinkelbereich als richtig. Wird der Anstellwinkel von der GroBen
ordnung des Dickenverhaltnisses, was bei sehlanken Korpern sehr leieht auf
treten kann, so muB fUr die Druckverteilung ein Summand mitgenommen 
werden, del' quadratiseh in £ ist, bei der Integration uber den Umfang aber 
versch windet. 

Oswatitsch, Gasdynamik. 16 
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5. Verschiedene Fassungen der Prandtlschen Regel bei ebener Stromung. 

In Abschnitt 3 fiihrte die Linearisierung der Potentialgleichung zu Formeln 
[etwa G1. (8) und (15)], in welch en sich die Storung der u-Komponente bei Moo 
als das IJ{1-fache der Storung bei dichtebestandiger Stromung darstellt. Wegen 
der Flachheit der Profile wurde dieses Ergebnis auch gleich flir die Ge
schwindigkeits- und Druckunterschiede ubernommen. 

Mit demselben Recht kann aber auch die Gleichung flir die Stromfunktion 
(VI, 28) linearisiert werden und ergibt fiir die gestorten Gro13en mit: 

1fJx = - v I}, 1fJy = u I} - Uoo I}oo 

die Gleichung 
(1- M~) 1fJxx + 1fJyy = 0. 

Bei dichtebestandiger Stromung ist die relative Starung der Stromdichte 
und der Geschwindigkeit identisch, woraus man ganz entsprechend zur Pro Regel 
fiir die Geschwindigkeiten folgende Form fiir die Stromdichte erhalt : 

-~~-l ={1(~.-1) (:{g) 
(!oo U oo U OO M~ 0 

Dieses Resultat ergibt sich sofort aus GJ. (37), die zu dies em Zweck wie folgt 
zu schreiben ist: 

8((!v) 8 U(!-Uoo(!oo. (!U-uCX)(!oo ax+ 8(f3y) --p--=O, mlt: 1fJx=-VI}, 1fJfJY=--f3~-----~' 

womit die Laplacesche Gleichung dasteht. Indem wieder die u I}-Storungen mil 
den W e-Storungen gleichgesetzt werden, folgt G1. (38). G1. (38) kann aber auch 
direkt aus der Pro Regel fiir die Geschwindigkeiten mittels der Prandtlschen 
Naherung der Stromdichtekurve durch eine Tangente (Abb. 120) gewonnen 
werden. 

Schlie13lich konnen auch die auf Stromlinienkoordinaten transformierten 
G1. (VI, 74 und 75) linearisiert werden, woraus sich ganz allgemein ergibt, daB 
Pro Regeln auch fiir belie big gekriimmte Stromungen aufgestellt werden konnen, 
wobei sich die Verzerrungen auf die Richtung quer zur Stromung und auf die 
Geschwindigkeitsstorungen oder Stromdichtestorungen beziehen. 

Nach Linearisierung der Stromdichte geht GJ. (38) ohne weiteres in die Pl'. 
Regel fiir die Geschwindigkeiten und nach Linearisierung der Bernoullischell 
Gleichung in die Regel fiir die Drucke iiber. Werden nun aber die exakten Bezie
hungen zwischen W, e W und p benutzt, so ergeben sich verschiedene Resultate 
je nach der Formulierung der Pro Regel und nach dem Rechengang. Die Resultate 
unterscheiden sich bei flachen Profilen geringer Anstellung dabei nur sehr wenig. 

Naturgema13 besteht auch bei dickeren Profilen Interesse fiir eine einfache 
angenaherte Berechnung der Druckverteilung. Eine gewisse Berechtigung fur 
eine Prandtlsche Linearisierung besteht dabei insofern, als die Anstromgeschwin
digkeit stets auch eine mittlere Geschwindigkeit im Storgebiet des Korpers dar
stellt. Nach G1. (IV, 25) und Abb. 74 verschwindet das Integral der Tan
gentialkomponente der Geschwindigkeit uber eine geschlossene Kurve einer 
wirbelfreien Stromung, wenn die Kurve nirgends das Profil umschlieBt. Wird 
die Kurve nun langs einer Stromlinie in Korpernahe, sonst aber in gro13em Korper
abstand gezogen, so ergeben sich nur am Korper Beitrage. Die Geschwindigkeiten 
klingen namlich weit drauBen umgekehrt wie das Quadrat des Korperabstandes 
ab [G1. (21)], wahrend die Kurvenlange nur mit der ersten Potenz des Korper
abstandes zunimmt, was bei genugend groBen Kurven stets belie big kleine Bei
trage ergibt. Dabei darf in groBem Korperabstand stets die Pro Regel benutzt 
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werden, weil dort die Storungen stets gering sind. Starke Storungen wirken sich 
dort nur auf den Faktor, nicht aber auf die Potenz des Abklingens aus. Hiermit 
gilt fur jede drehungsfreie Stromung Abb. 126. 

+00 

fUr Moo < 1: .r (W - U oo cos{}) ds = O. (39) 
-00 

Es kommt fUr eine Linearisierung der gasd. GL (VI, 11) auch nicht darauf 
an, daB die Stromlinienneigungen klein sind, sondern vielmehr, daB die v-Kom
ponente klein gegen c ist. Je dicker das Profil ist, des to kleiner ist jene Machsche 
Zahl der Anstromung Moo, bis zu welcher die Linearisierung noch gute Resultate 
liefert. 1m folgenden wird es sich immer wieder zeigen, daB jede Linearisierung 
Bowie jede von einer UnterschaIlverteilung ausgehende, sich auf die exakten 
Gleichungen stiitzende Iterationsmethode unbrauchbar wird, sobald die Schall
geschwindigkeit wesentlich uberschritten wird. Damit sind aIle im Teil VII 
behandelten Methoden auf Stromungen beschrankt, in welchen uberall Unter
schallgeschwindigkeit herrscht (M ~ I: unterkritische Stromungen), d. h. aber 
gleichzeitig, daB bei starken Stromlinienneigungen Moo klein bleiben muB. 

Die Geschwindigkeit am Dickenmaximum einer axial angestromten Ellipse 
ergibt sich mit T als Dickenverhaltnis aus der Potentialtheorie: 

W 
---1 =T. 
Uoo 

Nach E. KRAHN7 sind nun in Tab. VII, I die Geschwindigkeiten verglichen, 
welche wie folgt aus der Pro Regel fur das Dickenmaximum einer 10% dicken 
Ellipse zu errechnen sind: 

1. Aus der Pro Regel fUr die Geschwindigkeit: 

. W 1 auf y = hmax . -- = I + T _. 
U oo fJ 

(40) 

Bei dieser erstgenannten Form der Pro Regel bleibt die GL (39) fur die Wirbel
freiheit exakt erfullt, weil die Geschwindigkeitsunterschiede sich von den Unter
schieden bei dichtebestandiger Stromung nur urn einen konstanten Faktor unter
scheiden. 

Da die Vbergeschwindigkeit am Dickenmaximum bei der Ellipse einfach 
proportional dem Dickenverhaltnis T ist, entspricht hier die Formel auch gleich
zeitig jener Pro Regel, bei welcher die Stromlinien ineinander ubergehen. N ach 
dieser Regel ist die Geschwindigkeit der I/p2-fache Wert der Storung an einem 
p-fach schlankeren Korper in dichtebestandiger Stromung. 

2. Die Geschwindigkeit, gerechnet mit den exakten FormeIn (Tab. II, 5) 
aus del' Pro Regel fUr die Stromdichte: 

W fl = I + TP. 
Uoofloo 

(41) 

Hierin kann sich bei hohen Mach-Zahlen ein Wert We > c* e* ergeben, 
dem wedel' eine wirkliche Stromdichte noch eine Geschwindigkeit entsprechen 
kann. 

3. Die Pro Regel auf die Druckstorung angewendet, ergibt den I/P-fachen 
Wert der GroBe bei Dichtebestandigkeit: 

p - Poo 1 [( W )2] 1 2 cp =----=-- - -1 =--[(l+T)-lJ. 
1 • f3 U oo f3 

TflooUoo 

(42) 

]6* 
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In der dritten Spalte steht die daraus exakt berechnete Geschwindigkeit. 
Dabei ergibt sich wie in vielen anderen Fassungen der Nachteil, daB am Ort eines 
Staupunktes weder der Ruhedruck Po noch die Geschwindigkeit W = 0 auf
tritt. 

4. Nach E. KRAHN7 kann der "Staudruck" ~ (loo u~ durch den tatsach

lichen isentropen Staudruck Po - Poo ersetzt werden. Aus 

P-Poo =-~[(1 +r)2-1] 
PO-Poo f3 

(4H) 

errechnen sieh mit den exakten Gleichungen die in Spalte 4 angegebenen 
Werte. 

5. Die Druckerhohung ist auch der Druckerhohung urn ein IjtJ-fach verdicktes 
Profil bei dichtebestandiger Stromung gleichzusetzen. Dabei solI wie in der 
letzten Formel der isentrope Staudruck genom men werden, was dann auch die 
richtige Staupunktsgeschwindigkeit ergibt. 

P - Pc,:",~ = 1- (1 + r ~)2. 
PO-Poo f3 

(44) 

Die aus den letzten beiden Formelnerrechneten Geschwindigkeiten scheinen 
besonders gut zu sein. Sie erzwingen nicht nur im Staupunkt die richtige Ge
schwindigkeit, sondern ergeben auch hohere Werte fur die Geschwindigkeit am 
Dickenmaximum als die Pr. Regel in der erst en Fassung. Die letzteren Ge
schwindigkeiten sind sicher stets etwas zu klein (im Staupunkt sogar negativ), 
weil die Stromdiehte nach Abb. 120 uberall - auBer bei W = U oo - zu 
groB angenommen ist, was bei gleichen Korpern zu kleine W-Werte ergeben 
muB. 

In einer sechs"ten Spalte sind noch von HANTZSCHE und WENDT - nach einer 
in Abschnitt 7 skizzierten Methode - berechnete Werte angefuhrt, welche einer 
zweiten Naherung entsprechen. In der siebenten Spalte stehen die von HANTZSCHE 
berechneten Werte der dritten Naherung nach der Methode. Ein MaB fur die 
Genauigkeit dieser Methode ergibt sich aus den Unterschieden in den letzten 
beiden Spalten. 

Tabelle VII, 1. Gcschwindigkciten am Dickenmaximum einer ldngs angcstromten, 10% 
dicken Ellipse nach verschiedenen Formen der Pro Regel und nach HANTZSCHE und 

WENDT (nach E. KRAHN). 

M(£ Gl. (40) (41) (42) (43) (44) H.ll.W. H. (1) (2) (3) (4) (5) 

0,50 1,115 1,13 1,12 1,12 1,125 1,118 1,118 
0,60 1,125 1,14 1,13 1,14 1,139 1,131 1,131 
0,70 1,140 1,18 1,14 1,16 1,163 1,151 1,151 
0,75 1,151 1,28 1,15 1,17 1,181 1,166 1,172 
0,80 1,167 1,17 1,20 1,201 1,189 1,198 

Die hier diskutierten funf verschiedenen Formen der Pr. Regel seien nun 
noch auf die Geschwindigkeitsverteilung an einem Kreiszylinder angewandt, 
urn die Brauchbarkeit an extrem dicken Korpern zu prufen. In der ersten Spalte 
der Tab. VII, 2 stehen die Werte fUr Moo = 0 abhangig von der in Graden 
angegebenen Bogenlange. An letzter Stelle stehen die von LAMLA berechneten, 
als sehr genau anzusehenden Werte (Abschnitt 7). 
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Tabelle VII, 2. Geschwindigkeitsverteilung an einem Kreiszylinder bei 
Moo = 0,40 nach verschiedenen Formen der Pr. Regel und nach Rechnungen 
von LAMLA mit der Methode von JANZEN-RAYLEIGH (nach E. KRAHN). 

Moc;=O 

o 
0,347 
0,684 
1,000 
1,286 
1,532 
1,732 
1,879 
1,970 
2,000 

(1) 

1-0,091 
, 0,288 

0,655 
1,000 
1,312 
1,582 
1,798 
1,959 
2,058 
2,091 

(2) 

0,07 
0,38 
0,68 
1,000 
1,35 
1,79 

(3) 

0,28 
0,66 
1,00 
1,32 
1,60 
1,85 
2,04 
2,16 
2,20 

(4) 

0,20 I 

0,64 
1,00 
1,33 
1,62 
1,88 
2,07 
2,20 
2,24 

(5) 

o 
0,326 
0,654 
0,977 
1,292 
1,589 
1,857 
2,081 
2,219 
2,270 

L 

o 
0,323 
0,644 
0,959 
1,266 
1,562 
1,836 
2,067 
2,224 
2,280 
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Regel (1) liefert am Staupunkt und am Dickenmaximum zu kleine Werte. 
Hingegen liefert Regel (2) zu hohe Stromdichten und damit am Staupunkt zu 
hohe und am Dickenmaximum uberhaupt keine Geschwindigkeiten mehr. Dem 
Staupunktfehler kann allerdings abgeholfen werden, indem die Pr. Regel fur die 
Geschwindigkeit auf ein Ijp-fach verdicktes (fur die Stromdichte auf ein p-fach 
verdunntes) Profil bei Moo = 0 bezogen wird. Dann ergeben sich dieselben 
Geschwindigkeiten (Stromdichten) in kompressibler Stramung wie am verzerrten 
Profil bei Moo = 0, d. h. am Staupunkt W = 0 (mit e W = 0 exakt auch 
W = 0). Die Werte am Dickenmaximum bleiben aber unverandert. Gerade 
diese Werte sind aber schlecht. 

Uberhaupt sind die Staupunktsfehler nicht so maBgeblich. Das gilt auch 
fur G1. (23) mit negativ unendlichem Wert im Staupunkt. In dessen Umgebung 
ergeben sich besonders bei schlanken Karpern auBerordentlich starke Geschwin
digkeitsunterschiede. Die Geschwindigkeit W = 0 tritt in unmittelbarer Nahe 
des vorgesehenen Staupunktes auf, die Berechnung erfolgt also fur einen am Stau
punkt nur unbedeutend abgeanderten Karper. Deshalb sind die Fehlwerte im 
Staupunkt fur die Form (3) und (4) der Pr. Regel nicht ausschlaggebend. 

Immerhin gibt die Form (5) im Staupunkt wie am Dickenmaximum die beste 
Ubereinstimmung mit den Werten von LAMLA. Sie wird deshalb allen anderen 
Formulierungen der Pr. Regel vorzuziehen sein. Bei schlanken Profilen hingegen 
sind die verschiedenen Formen der Pr. Regel nach Tab. VII, 1 etwagleichwertig, 
nur Form (2) wird bei haheren Moo-Werten unbrauchbar. Auch jene Formen 
der Pr. Regel, bei welchen die Stromlinien ineinander ubergefuhrt werden, zeigen 
keine hahere Genauigkeit, weil die Ungenauigkeit nicht erst durch die Trans
formation, sondern bereits durch die Linearisierung entsteht. 

Eine Verbesserung der Pr. Regel scheint sich im allgemeinen auch dadurclJ. 
zu ergeben, daB der .Faktor p nicht auf Moo, sondern auf die lokale Mach
Zahl bezogen wird28 ' 34. Dadurch ergeben sich besonders hei dicken Karpern 
oder bei Schallnahe merklich hohere Storgeschwindigkeiten. 

6. Die Krahnsche Methode. 
Eine vallig von der Pl'. Regel abweichende Methode stammt von E. KRAHN8 

und wurde von A. BETZ und E. KRAHN8 , 10 weiter entwickelt. Sie soll hier nur 
in ihrer erst en, einfachsten Form wiedergegeben werden. 

Es faUt bei den Vergleichen des letzten Abschnittes' auf, daB sich aus der 
Anwendung der Pr. Regel auf die Geschwindigkeit im allgemeinen zu kleine, 
hei der Anwendung auf die Stromdichte im allgemeinen zu groBe Werte ergeben. 
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Dies erklart sich ohne weiteres aus einem Vergleich der exakten Gleichungen mit 
den linearisierten. Zum besseren Verstandnis dieser Erscheinungen seien die Ver
haltnisse zunachst vom Standpunkt der dichte bestandigen Strom ung aus untersucht. 

Wird die gasd. Gl. fUr das Potential (VI, 20) einfach durch die Laplace
Gleichung Ll<1> = 0 ersetzt, so bedeutet dies eine Verletzung der Kontinuitats
bedingung, welche die gasd. Gl. fur das Potential darstellt. Die Gleichung fur 
die Wirbelfreiheit hingegen ist durch die Annahme eines Geschwindigkeits
potentials automatisch erfullt. Die Naherung Ll<1> = 0 bedeutet, daB die kom
pres sible Geschwindigkeitsverteilung der inkompressiblen gleichgesetzt wird, 
d. h. daB das Potentiallinienbild - und damit auch das Bild der Stromlinien 
als der Orthogonaltrajektorien der Potentiallinien - beider Stramungen uberein
stimmt (Abb. 132). Da die Stromdichte durch den KompressibilitatseinfluB 
abnimmt, ist sie zu hoch, also falsch angenommen. Tatsachlich nehmen die 

Stromdichtenunterschiede mit wachsendem M 
ab, die Stromlinien pass en sich den Karper
form en viel mehr an als bei M = O. Die Folgen 
sind erhOhte Zentrifugalkrafte und folglich er
hohte Geschwindigkeiten bei Kompressibilitat. 

Die gasd. Gl. fUr die Stromfunktion (VI, 28) 
ist eine Wirbelgleichung, die Kontinuitat ist 
durch Annahme einer Stromfunktion auto
matisch erfUIlt. Fur konstante Entropie (8 = 

Abb.132. Orthogonaltrajektorienblld <ler = konst.) ergibt sich die Gleichung der Wirbel-
Strom- nnd PotentiallinleD. freiheit, die verletzt wird, wenn die gasd. Gl. 

fur 'P einfach durch Ll'P = 0 ersetzt wird. In 
Strom- und Potentiallinien (Abb. 132) fur M = 0 wird nun die Stromdichte
schwankung bei Kompressibilitat jener bei M = 0 gleichgesetzt. Da die relative 
Geschwindigkeits- und Stromdichteschwankung bei M = 0 einander gleich sind, 
bedeutet dies: 

Naherung: Ll'P = 0; 

1m Gegensatz zur 

Naherung: L1 <1> = 0; 

r! W - r!oo U oo _ ( W - U oo ) _._ --- - -

r!oo U oo U oo M = 0 

W-u (W-U) _____ ,~_ == ~ _ _ c:?_ 
U oo U OO JI = 0 

(45) 

(46) 

Die Geschwindigkeiten ergeben sich nach Gl. (45), wegen der hoheren Empfind
lichkeit der Geschwindigkeit gegenuber Stromdichteschwankungen bei Kom
pressibilitat, also graBer als bei M = O. Damit sind aber die Zentrifugalkrafte, 
welche an die Stromlinienkrummung geknupft sind, falsch angenommen und die 
Voraussetzung der Wirbelfreiheit ist nicht mehr erfullt. Tatsachlich werden sich 
die Stromlinien bei Kompressibilitat weniger verengen und erweitern als bei 
M = 0, d. h. die Geschwindigkeit wird kleiner sein, als sich aus der Naherung (45) 
ergibt. Mit der Annahme geringerer Schwankungen in den Stromlinienabstanden 
als bei M = 0 erhahen sich die aus der Wirbelfreiheit gerechneten und erniedrigen 
sich die aus der Kontinuitat berechneten Geschwindigkeiten und nahern sich 
einer gemeinsamen richtigen Lasung. 

Da die Geschwindigkeitsschwankungen nach (45) zu groB, nach (46) zu klein 
sind, muB die richtige Lasung als zwischen den beiden Werten liegend angenom-

men werden: W r! j; (~) j; ~ (47) 
r!oo U oo U oo M = 0 U oo 

Das obere Ungleichheitszeichen gilt dabei im wesentlichen im Ubergeschwin
digkeitsgebiet, da eine zu groBe Schwankung dort einen zu groBen Wert, das 
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untere Zeichen gilt im Untergeschwindigkeitsgebiete, da eine zu groJ3e Schwan· 
kung dort einen zu kleinen Wert ergibt. 

Auch die Abweichungen, welche die Pro Regel gegeniiber genauen Losungen 
zeigt, lassen sich ganz entsprechend erkHiren, soweit nur mit Geschwindigkeiten 
und Stromdichten gearbeitet wird. Die Linearisierung der Stromdichtekurve 
(Abb. 132) ergibt zu hohe Stromdichtewerte. Daraus errechnen sich aus der 
Stromdichte bei M = 0 am selben Profil zu hohe Stromdichtewerte und mit der 
exakten Beziehung dann zu hohe Geschwindigkeiten. Unter Umstanden uber-
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Abb. 13:3. Druckverteilung am NACA-Profil 00012 - 1,130 (Amcrik. );A A 0012) nahe der kritischen Ge
scl!windigkeit nach Vcrsuehen von GOTHERT lind nach verschiedcnen Naherungstheoricn. (Die Werre fUr 
Jfoo ~ 0 sind dem Bueh: J. AnOTT li nd A. v. DOENIIOFt·, Theory 01 Wind 'cction&, Me Graw·HiU, New York-

London (19!O) cntnommen. ) 

steigen die errechneten Stromdichten die zulassigen Hochstwerte [Tab. VII, 1 
und 2, Formulierung (2)]. Die Annahme zu hoher Stromdichten in der Konti
nuitatsbedingung hingegen liefert zu kleine Geschwindigkeiten, weil die Stromung 
weniger Platz braucht [Formulierung (1) in Tab. VII, 1 und 2]. 

1m Ubergangsgebiet von Unter- zu Ubergeschwindigkeiten verlieren diese 
iiberschlagigen Uberlegungen an Wert. 

KRAHN8 setzt nun die Verteilung bei M = 0 gleich dem geometrischen Mittel 
von Stromdichten und Geschwindigkeitsverteilung bei kompressibler Stromung: 

e W W (W)2 
eoo U oo U oo = U oo M = 0 

Mit Tab. II, 5 kann eleoo leicht durch W/uoo und Moo ausgedriickt werden, 
indem zunachst eleo und eoo/eo gebildet wird. Nach elementarer Rechnung 
ergibt sich schlieBlich die Krahnsche Beziehung: 

" -1 
2 

(48) 
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Mit ihr ist die Geschwindigkeitsverteilung bei M= auf die Geschwindigkeits
verteilung bei M = 0 zuruckgefUhrt. Die Berechnung der letzteren kann nicht 
Gegenstand dieses Buches sein, weil ihre allgemeine Behandlung fUr sich ein 
Buch fullt. Fur den praktischen Gebrauch sei etwa auf einen Aufsatz VOn 
F. RIEGELS verwiesenll. (Eine neuere theoretische Behandlung gibt beispiels
weise LIGHTHILL30.) Es ist sehr bemerkenswert, daB die auf vollig anderem 
Wege gewonnene Naherung Gl. (48) fur kleine M=-Werte und Geschwindig
keitsstorungen in die Pr. Regel ubergeht, wie leicht durch Entwicklung zu be
statigen ist. 

Nach Angaben von E. KRAHN ergibt sich aus Gl. (48) die Ubergeschwindigkeit 
bei kleinen Schwankungen als zu klein, bei groBen Ubergeschwindigkeiten als 

W·-u 
zu groG, wobei die Grenze bei __ t -~ = 0,4 bis 0,5 liegt. 

u= 

Zur Auswertung von Gl. (48) ist in einem Diagramm ~ abhangig von 
Uoo 

(~) und VOn M = aufzutragen. Ein entsprechendes Diagramm kann auch 
u= M=O 

fUr die Druckschwankungen hergesteUt werden, womit die Berechnung dann leicht 
und schnell erfolgen kann. 1m Staupunkt ergeben sich die richtigen Werte. In 
Abb. 133 ist ein Vergleich gerechneter Werte mit gemessenen Werten fUr das 
Profil NACA 000 12 - 1,130 wiedergegeben. Bei E = 0,1, Moo = 0,70 macht 
sich die Schallnahe in einem sehr hohen Wert eines MeBpunktes bemerkbar. 
Hier faUt das Resultat nahezu mit den Werten von KARMAN-TsIEN zusammen 
(Abschnitt 9), wahrend es bei Moo = 0,60, E = 3,1 etwas hoher liegt. AIle 
wiedergegebenen Naherungen geben das Geschwindigkeitsmaximum zu £ruh. 

7. Das Verfahren von JANZEN und RULEIGII. 

Werden in den verschiedenen Formen der gasd. Gl., abgesehen von den 
Gliedern, welche im Laplaceschen Operator stehen, aIle Glieder auf die rechte 
Gleichungsseite geschafft, so ergibt sich der Typus einer Poissonschen Gleichung. 
Es sei dies durchgefuhrt an der Gl. (VI, 20), welche zunachst fUr ein auf u= be
zogenes Potential umgeschrieben sei, nachdem c mit dem Energiesatz (II, 2H) 
auf Coo und Geschwindigkeitskomponenten zuruckgefUhrt ist. Mit 

rti. U. rti. _ V . 2 _ 2 x-I (2 2 2 ) 
'l-' x = --, 'l-' Y - --, c - Coo - --2- u + v - U oo 

U oo U oo 

kann geschrieben werden: 

(/)xx + (/)11'11 = Mba { x 2 1 ((/)x2 + (/)'11 2 -1) ((/)xx + (/)'1111) + (/)x2 (/)xx + 
+ 2 (/)x (/)11 (/)XY + (/)y2 (/)'11'11}' 

(49) 

Die rechte Seite verschwindet mit Mba, was zur Laplace-Gleichung fur das 
Potential bei inkompressibler Stromung, d. h. bei Geschwindigkeiten, die klein 
gegen die Schallgeschwindigkeit sind, fUhrt. Die Bedeutung der rechten Seite 
ist diejenige von Quellen, wie aus der Potentialtheorie bekannt ist. 

Der in der Potentialtheorie Ungeubte iiberzeugt sich davon kurz wie folgt: Bei 
Quellen ist in stationarer Stromung ffe W" df > 0 [siehe Gl. (IV, 2)]. Nach DOOr

t 
gang zu den Differentialgleichungen mittels des GauBschen Integralsatzes (IV, 6) 
bleibt rechts cine positive GroBe. 

Physikalisch ergeben sich die QueUen daraus, daG die Stromdichte mit 
wachsendem M nicht in dem MaGe zunimmt wie bei e = konst. Im Vergleich 



VII, 7. Das Verfahren von JANZEN und RAYLEIGH. 249 

zur inkompressiblen Stromung wachst der Platzbedarf mit der Geschwindigkeit. 
Die kompressible Stromung ist exakt deutbar als inkompressible Stromung mit 
Quellen an Stellen von Beschleunigung und Senken an Stellen von Verzogerung. 
Die Schwierigkeit liegt nur darin, daG die Quellstarke unbekannt ist, weil sie 
sich aus der gesuchten Geschwindigkeitsverteilung ergibt. 

Bei kleinem M'60 allerdings ist die Korrektur, welche sich aus der Quell
verteilung ergibt, klein und es bedarf zu ihrer Berechnung keiner sehr genauen 
Kenntnis der Stromung. Gl. (49) kann dann iteriert werden, indem, ausgehend 
von der dichtebestandigen Stromung, auf der rechten Seite stets die errechnete 
Stromung eingesetzt wird, urn eine nachste Naherung zu finden. Bei jeder neuen 
Losung der Poissonschen Gl. (49) sind die Randbedingungen zu erfullen (Ver
schwinden der Normalkomponente der Geschwindigkeit auf der Profilkontur), 
worin ein Hauptteil der Arbeit steckt. Dieses Integrationsverfahren wurde zuerst 
von JANZEN 12 auf die Umstromung des Kreiszylinders und einige Jahre spater 
von RAYLEIGH 13 auf die Umstromung des Kreiszylinders und - unter Uber
tragung der Methode auf Achsensymmetrie - auf die Umstromung der Kugel 
angewendet. Es wird nach beiden Autoren benannt. 

Die Zusatze, welche sich bei jedem neuen Schritt ergeben, werden im Kon
vergenzgebiet des Verfahrens immer kleiner, und zwar sind sie proportional 
M'/x" Mbo, M~ usw. ZweckmaGig setzt man daher an: 

cP = CPo + M~ CPl + Mbo CP2 + .... (50) 

Fur jede einzelne der Potentialfunktionen CPi muG die Normalkomponente auf 
dem Profilrand verschwinden. Die Gleichungen ergeben sich durch Einsetzen 
des Ansatzes in Gl. (49) und Nullsetzen der Koeffizienten bei den einzelnen 
Potenzen von Mcx:J" Denn CPo ergibt sich aus M~ = 0 mit i > 0, CPl ergibt sich 
aus ~ 00 = 0 mit i > 2 usw. Fur CPo und CPl gilt beispielsweise: 

CPoxx + CP01J1J = 0; CPIXX + CPIY1J = CP~xCPoxx + 2 CPo X CPOY CPOXY + cp~yCPOYY· (51) 

Da die Berechnung der dichtebestandigen Stromung urn ein beliebig geformtes 
Profil schon einigen Aufwand erfordert, gilt dies urn so mehr fur die Losung 
einer allgemeinen Randwertaufgabe bei einer Poissonschen Differentialgleichung, 
zumal deren rechte Gleichungsseite alles eher als einfach ist. Die Methode von 
JANZEN-RAYLEIGH (und ihre verschiedenen, noch zu schildernden Abarten) kommt 
daher weniger als allgemeine Berechnungsmethode in Frage. Sie stellt aber einen 
Weg dar zur moglichst genauen Berechnung einfacher Beispiele, welche dann 
fUr die Priifung der Genauigkeit einfacher Methoden verwendet werden konnen. 
Deshalb soIl hier nur uber einige Ergebnisse und verschiedene Abwandlllngen 
des Verfahrens berichtet werden. 

Die Anwendung kann wie schon erwahnt auch im Raume erfolgen. Bei ebener 
und achsensymmetrischer Stromung kann dabei ebenso von den Gleichungen 
fur die Stromfunktion ausgegangen werden. Wieder kommt es auf die Losungen 
Poissonscher Gleichungen, nun aber fur die Stromfunktion, hinaus. Wenn deren 
rechte Gleichungsseite vielfach als "Quellverteilung" bezeichnet wird, so ent
spricht das einem mathematischen Sprachgebrauch, der physikalisch nicht 
gerechtfertigt ist. Denn die gasd. Gl. fur die Stromfunktion (VI, 28 und 29) 
ist eine Wirbelgleichung. Es handelt sich also bei einer Poisson-Gleichung fUr die 
Stromfunktion um eine Wirbel belegung. 

Anstatt von der dichtebestandigen Stromung als erster Naherung, kann auch 
von der Prandtl-Losung ausgegangen werden. Dieses als Prandtlsche Iterations
methode bezeichnete Verfahren kann naturlich im ebenen und achsensymme
trischen Fall auch auf P angewendet werden und kommt, als iterative Verbesse-
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rung der Prandtl-Naherung, vor allem bei schlankeren Profilen und haheren 
Moo-Werten in Frage. Fur die Potentialfunktion ware also folgende Gleichung 

zu iterieren, die nun besser fUr ein Storpotential (rpx = U~l- -1, rp" = ~-) 
geschrieben wird: 00 U oo 

(I-M:'x,)rpxx + rpyy = Mba [(u + l)rpxrpxx + 2rpyrpx.y + (u-l)rpxrpyy] + 
+ M~{[ ~ ~ 1_rpx2 + --"-2 1 rpy2]rpxx + 2 rpxrpyrpXy + (52) 

+ [~ 2 lrpx2 + --"--t~rpy2] rpyy}. 

Fur genugend kleine Starungen und nicht zu hohe ~Moo-Werte steht links 
em Glied erster Ordnung, rechts in der ersten Zeile ein Glied zweiter Ordnung 

tJ,i!i! 11'.., 
lJoo 

(das allein beim ersten Iterations
schritt zu berucksichtigen ist) und 

\ in der zweiten Zeile ein Glied 

IJ,i!Q 

II, I! 

(1,15 

41q 

(l,1i! 

dritter Ordnung (vgl. H. GORT
LER14). 

Eine Abwandlung zur nume
rischen Berechnung, welche auf 
alle bisher genannten Varianten 
anwendbarist, erfuhr die Methode 
durch GaTHERT 15, der die konti
nuierliche Quellverteilung durch 
eine Quellverteilung in einer An
zahl diskreter Punkte konzen
triert. Der wesentliche Vorteil 
liegt darin, daD der Aufwand mit 
der Anzahl der Iterationsschritte 

IpKPmplwsllt/ nicht mehr ansteigt und das Ver-
al~+o.-'tJ--.L--'---a"',,,-'tJ-------(l,""&-'Il--H.-· ",,- fahren weitgehend schematisiert 

Abb . 134. Muximalge chwindigke it am elliptischcn Zylindcr 
\'on 10% Dicke. 1 bis 4: GOTIIERT-RAYT.EIGH-JAoSZEN 1 bis 

4te Niiherung (" = 1,40) . 

werden kann. E. KRAHN 16, 17 

zeigt, daD zur DurchfUhrung des 
zweiten Schrittes, d. h. zur Be
rechnung von <PI aus der Pois

sons chen Gl. (51), nur die Kenntnis der Geschwindigkeitsverteilung am Profil
rand erforderlich ist. Vielfach 18, 19 wird auch zu komplexen Varia bIen : 

~ = x + i Y VI - Mba, 17 = x - i Y VI - Mba ubergegangen, was zu Differen
tialgleichungen vom Typus derWellengleichung fuhrt, Im einfachsten Fall - der 
Laplace-Gleichung - wurde ja auch die Lasung (VI, 37) an der welligen Wand 
auf dies em Wege gefunden. 

Es ist ublich, als erste Naherung die Laplace-Gleichung zu bezeichnen. Die 
erste Naherung des Verfahrens von JANZEN und RAYLEIGH ist also die dichte
bestandige Lasung (Mba = 0), bei der Prandtl-Iteration die Prandtl-Naherung. 

In Abb. 134 sind die nach GOTHERT berechneten Maximalgeschwindig
keiten an der Ellipse von 10% Dicke aufgetragen und mit der Berechnung von 
HANTZSCHE verglichen 19, dessen dritte Naherung mit GOTHERTS dritter Naherung 
praktisch zusammenfallt. Die erste Naherung entspricht der Pro Regel fUr die 
Geschwindigkeiten. Der Wert fur .1W 00 = 0 fallt mit der Abszisse zusammen. 
GOTHERT verwendet in jedem Quadranten zwalf Quellpunkte. Die Uberein
stimmung ist sehr zufriedenstellend und zeigt gleichzeitig den Wert der Methoden 
als Kriterien vereinfachter Formeln. Der Gultigkeitsbereich der Formeln ist in 
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den Bildern durch die Linie, an welcher der Wert M = 1 erreicht ist, begrenzt. Bei 
solch schlanken Profilen wird der wesentliche Effekt bereits durch die Pro Regel 
erfaBt. 

Fur einen Vergleich verschiedener Profilformen untereinander bezieht man 
besser nicht auf das Dickenverhaltnis, denn fur die loka1e Ubergeschwindigkeit 
am Maximum ist die Profilform am Staupunkt und damit die genaue Profillange 
von untergeordnetem EinfluB. Zur Abschatzung der Ubergeschwindigkeiten ist 
eine andere dimensionslose Zahl: das Verhaltnis von Profildicke und Krummungs
radius an der betrachteten Stelle, vorzuziehen 20. 

In Abb. 135 sind die Maximalgeschwindigkeiten an Rotationsellipsoiden 
angegeben, welche von C. SOHMIEDEN und K. H. KAwALKI21 mit Hilfe der Prandtl
Iteration fUr die Storungsstromfunktion berechnet wurden. Es ist nur der zweite 
Schritt gerechnet, womit 'bei nicht zu dicken Rotationskorpern wegen der Klein-

7,Ttl h'(Nooj 
11'(11) 

'-lid 

1,116' 

J,II~ 

1,IlZ 
/ 

/ 

/ 

/ /\ 
/ ~i 

I ~ I 

1/ 'Y' 
I ' 

;' / 'l'· ~11 
I ' 

ul fZI/ ,f 
/ I 

/ ~' 

/ # 

\ 
Mil 

Abb, 1.35, Maximalgeschwindigkeit am Rotationsellipsoid bezogen anf die cot prcchende dichtebestiindige Ge· 
schwindigkcit oach C. 'CIUIJEDEN nnd K. H. KAW ilKI und nach Gl. (26), 

heit der verursachten Storungen bereits eine ausreichende Genauigkeit erzielt 
wird, Fur das Dickenverhaltnis T = 1 ist der Unterschied zur genaueren Rech
nung von LAMLA22 (dritte Naherung) merklich, im Verhaltnis zur absoluten 

GroBe der Storung aber (W max - 1) = 0,50 immer noch geringfugig. 
U oo MOCJ=O 

In Abb. 135 sind auBerdem die Kompressibilitatskorrekturen fur schlanke 
Korper nach G1. (26) eingetragen. Sie geben bis zu einem Dickenverhaltnis von 
T = 0,3 sehr zufriedenstellende Resultate. Fur groBere Dickenverhaltnisse sind 
die Abweichungen bereits fUr kleine Moo-Werte merklich, weil die Korperform 
durch die Quellbelegung auf der Achse nicht mehr gut genug wiedergegeben 
wird und von der linearisierten gasd. G1. ausgegangen wurde. 

In allen Bildern dieses Teiles wurden die Ergebnisse nur bis zu jener Mach
Zahl Moo der Anstromung wiedergegeben, bei welcher die Maximalgeschwindig
keit gleich der Schallgeschwindigkeit ist. Man nennt diesen Moo-Wert die 
kritische Machsche Zahl. Ihre praktische Bedeutung liegt darin, daB sie eine obere 
Grenze fUr Stromungen von reinem Unterschalltypus darstellt. Auch wird sich 
zeigen, daB der Widerstand bei "uberkritischer Stromung" mit wachsendem Moo 
sehr bald anzusteigen beginnt. (Die Bezeichnung uber- und unterkritische 
Stromung in der Gasdynamik hat mit derselben Bezeichnung bei der Stromungs-
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typenunterscheidung, abhangig von del' Reynolds-Zahl, natiirlich keinerlei 
Zusammenhang.) Abb. 136 gibt eine Zusammenstellung von HANTZSCHE 19 

del' nach verschiedenen Methoden bel'echneten kritischen Mach-Zahlen an eHip
tischen Zylindern, abhangig yom Dickenvel'haltnis. Die zweite Naherung des 
gewohnlichen Janzen-Rayleigh-Verfahrens23 ist fiir kleine Dickenverhaltnisse 
natiirlich ziemlich schlecht, da es sich dabei urn eine Entwicklung nach Moo 
handelt, des sen kritischer Wert bei kleinem Dickenverhaltnis nahe an 1 liegt. 
FUr das Dickenverhaltnis 1 diirfte der Wert von HANTZSCHE, del' mit einer Ent
wicklung nach dem Dickenverhaltnis gewonnen ist, nieht mehr sehr gut sein. 
Nach HANTZSCHE lage die kritisehe Mach-Zahl fiir den Kreiszylinder bei Moo = 
= 0,40, wahrend sich naeh LAMLAS (Tab. VII, 2) viertel' Naherung bei Moo = 

tl 

= 0,40 noeh untel'kritische Stromung ergibt. Es ist bei: 
/-100 ~l, tl Moo = 0,40 ; M~ = 0,43 ; M~ax = 2,280.0,43 = 0,98; 

P,J Mmax = 0,975. 
Bei geniigend hohen Moo-Werten kann man sowohl 

M mit del' PI'. Regel als auch mit versehiedenen Abarten des 
d,7 Janzen-Rayleigh-Verfahrens lokale Ubel'schallgebiete be
M kommen. Del' Wert soleher Ergebnisse ist abel' sehr 
IJ,f zweifelhaft, nicht weil del' Kompressibilitatseffekt einer 

fl, 5 l,tl 
PicK~ny~/'!JJlfni.f 

.Abb. 136. Kritlsclle Mach· 
Zahl elliptischer Zylinder 
abhiingig vom Dickenver -

Quell-Senken-Verteilung in einer diehtebestandigen Stro
mung gleichgesetzt wurde, sondern weil die Konvergenz 
del' Iteration auBerst fraglich ist, wie kurz skizziert 
werden solI. Zu diesem Zweck sei die gasd. GJ. fUr das 
Potential wie folgt geschrieben: 

u 2 u v v2 

([J xx + ([Jyy = -2 ([J xx + 2-2-(/) x" + -2 (/)yy 
C c · c 

hiiltnis. 

und die Umgebung des Diekenmaximums eines Profils betrachtet. Dort ist nul' 
das erste Glied del' rechten Gleichungsseite von Bedeutung. Dieses ist abel' im 

2 

Uberschallgebiet graBer als (/)xx. In dieses groBere Glied ..;- (/) xx wird nun im 
c 

Verlauf del' Iteration stets del' ungenauere Wert eingesetzt, um eine bessere 
Genauigkeit fUr (/)xx + ([Jyy zu el'halten. Eine Steigerung del' Genauigkeit kann 
sich nur daraus ergeben, daB sich die in die reehte Gleichungsseite getragene 
Ungenauigkeit auf die beiden Glieder del' linken Seite gleichmaBig verteilt. Die 
Ausgangsgleichung Llw = ° ist jedenfalls in einem Uberschallgebiet als eUip
tische Gleichung nicht einmal qualitativ richtig, weshalb man allgemein nul' im 
unterkritischen Gebiet mit zuverlassigen Resultaten reehnet. Endgiiltig geklart 
ist die Frage nach den Grenzen fiir die Konvergenz del' Methode allerdings noch 
nicht. 

FUr die Prandtl-Iteration gilt im iibl'igen dasselbe. An Stell en kleiner 
v-Werte kann man schreiben: 

(1- M60) (/) x x + ([Jyy = (M2 - M60) (/)xx + .... 
Wieder ist im Uberschallgebiet del' Koeffizient von Wxx reehts groBer als links. 

8. Die Relaxationsmethode*. 
Wie bei gewahnlichen, kann auch bei partiellen Differentialgleichungen zu 

Differenzengleichungen iibergegangen werden. ZweckmiWig sei dies fUr die 
Stl'omfunktion durchgefiihrt, urn die Randbedingungen einfacher erfiillen zu 

* R. V. SOUTHWELL: Relaxation Methods in Theoretical Physics. Oxford, Clarendon 
Press (1946). Dieses Buch behandelt das gasdynamische Problem nur als eines unter 
vielen anderen. 
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konnen. Diese driicken sich bei P durch Vorgabe der Funktionswerte auf den 
Randern der Stromungsebene aus, wahrend die Randbedingung fiir die Potential
funktion durch Verschwinden der Normalableitung auf der Korperoberflache 
gegeben ist. 

Zunachst sei die Laplace-Gleichung fiir Pals Differenzengleichung ge
schrieben. Der Wert im Mittelpunkt eines auf der Spitze stehenden Quadrates 
sei ohne Index, die Werte in den vier Eckpunkten mit den 
Indizes 1 bis 4 bezeichnet (Abb. 137). Mit l als halber 
Quadratdiagonale ergibt sich die Ableitung P., in den 
Zwischenpunkten I und III Ills folgender Differenzen
quotient: 

1 1 
(P",lr = T (P1 - P); (P.,)nr = T (P - P 3 )· 

Fiir die zweite Ableitung im Mittelpunkt folgt also: 

P.,,,, =+ [+ (PI -P)-+(P-P3 )] = Z! [PI + P 3 -2P]. 

Abb. 137. Gitterpunkte 
bei der Rela.xationsme· 

thode. 

Ganz Entsprechendes gilt in y-Richtung, womit sich die Laplace-Gleichung 
unabhangig von l wie folgt als Differenzengleichung schreiben laBt: 

PI + P 2 + P 3 + P 4 - 4 P = O. (53) 

Bei dichtebestandiger Stromung ist die Stromfunktion im Mittelpunkt eines 
Quadrates gleich dem arithmetischen Mittel der Werte in den vier Eckpunkten. 
Dasselbe ergibt sich natiirlich fiir CPo Die Differenzengleichung (53) gilt um so 
genauer, je kleiner das Quadrat gewahlt wird. Charakte
ristisch fiir Gl. (53) ist dabei, daB die stromabwarts wie die 
stromaufwarts gelegenen Punkte in gleicher Weise auf den 
Wert im Mittelpunkt einwirken (elliptischer Typus). 

Es seien nun die P-Randwerte gegeben, wobei zunachst 
angenommen wird, daB sie gerade in den Gitterpunkten 
eines Quadratnetzes bekannt sind (Abb. 138). Dann kann 
etwa auf zweierlei Art vorgegangen werden. Stets miissen 
anfanglich P-Werte in allen Gitterpunkten angenommen 
werden. Aus dies en konnen mit Gl. (53) die Werte in den 
Mittelpunkten ausgerechnet werden. 1m nachsten Schritt 
ergeben sich dann wieder die P-Werte in den Ausgangs-

• Rant/punk! 
)( H/ltdpunk! 

Punkten. Das Verfahren ist fortzusetzen, solange sich die Abb. 13S. Gitternetz zur 
Rela,xut,ionsmethode. 

Werte andern. 
Es konnen aber auch anfangs gleichzeitig die Werte in den Mittelpunk.ten 

angenommen werden und die Reste: 

q = PI + P 2 + P 3 + P 4 -4 P 
berechnet werden. Dann muB so lange korrigiert werden, bis sich iiberall moglichst 
kleine Reste ergeben. Aus der q-Verteilung ergibt sich, wo jeweils die Korrekturen 
anzubringen sind. 

Die Methode fUr kompressible Medien unterscheidet sich nur durch eine 
kompliziertere Differenzengleichung. Die gasd. Gl. wird zu dies em Zweck wie 
folgt geschrieben. Aus der Wirbelfreiheit folgt: 

~ (.!.. P ) + ~ (.!.. P ) = 0 oder ox f! x oy f! Y 

o 0 
P",,,, + P yy = P"'ax-lne + Pya:ylne 
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und damit folgende Differenzengleichung 24 : 

P 1 + P 2 + P 3 + P 4 - 4 P - 41 ~ (P1 - P 3 ) In ~ + (P2 - P 4 ) In ~ \J = o. 
t ea e4 

(54) 

Mit ihr kann in gleicher Weise vorgegangen werden wie mit Gl. (53), indem 
entweder iteriert wird oder indem die Reste berechnet werden, welche sich aus 
den Wert en in allen fUnf Punkten ergeben. Zur Berechnung von e aus 4 P sind 
allerdings die Ableitungen von P in den entsprechenden Punkten zu bilden, 
wofUr nun auch P-Werte auBerhalb des Quadrates heranzuziehen sind. Dies 
macht die Gleichung verwickelter. 

Erforderlichenfalls kann stets ein Kurvennetz, welches im Kleinen Quadrate 
bildet und durch den Stromungsrand begrenzt ist, eingefiihrt werden. Es sind 
dies die Potential- und Stromlinien der dichtebestandigen Stromung (Abb. 132). 
Dabei macht es wenig, daB die Quadrate verschieden groB sind. 

Die Ausfiihrungen zeigen, daB die Durchfiihrung des Verfahrens (das sich 
natiirlich auch bei Achsensymmetrie anwenden laBt) groBen Aufwand erfordert, 
der allerdings von den speziellen Randbedingungen kaum abhangt. Die Methode 
kommt daher, wie jene von JANZEN-RAYLEIGH, nur fUr die Berechnung von 
speziellen Beispielen in Frage, mit denen dann anders gewonnene Resultate 
verglichen werden konnen. Sie gibt in Verbindung mit Charakteristikenmethoden 
die Moglichkeit zur Berechnung schallnaher Stromungen. Anwendungen werden 
in Teil IX wiedergegeben. 

9. Die Formel von v. KARMAN-TsIEN. 

Die von v. KARMAN vorgeschlagene und von TSIEN 25 ausgearbeitete Methode 
wird allgemein in Zusammenhang mit dem Hodographen gebracht. Wie sich 
im folgenden ergibt, kann aber ohne Schwierigkeit auf die Betrachtung der 
Geschwindigkeitsebene verzichtet werden. Es sei von den Gl. (VI, 74, 75) fiir 
Stromlinienkoordinaten ausgegangen. Diese lassen sich in symmetrischer Form 
schreiben, wenn folgende Funktion des Geschwindigkeitsbetrages eingefiihrt 
wird: 

(55) 

Mit ihr kann Kontinuitat und Wirbelfreiheit in der Ebene Wle folgt aus
gedriickt werden: 

~ + ~ = [1-~VI-M2-J~-. oW 0lJ' e jjrJ) , 

~-~ =-[I-~VI-M2]~ 
0lJ' oW e oW· 

(56) 

Hierin ist die Stromfunktion auf die Ruhedichte eo bezogen (p x = - .!L v; 
eo 

P y =.!L u). Bei konstanter Dichte (M = 0) entspricht h = In W + konst. und 
eo 

gehen die Gl. (56) durch Verschwinden der rechten Seiten in die Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen iiber. Die Entwicklung des Klammer
ausdruckes . beginnt mit: 

1- ~o V1- M2 = x t 1 M4 + ... , 
so daB die Naherung durch die Cauchy.Riemannsche Differentialgleichung erst 
nahe an M = 1 schlechter wird. 
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Es ist durehaus moglieh, dureh Wahl einer anderen Funktion in Gl. (55) eine 
der beiden reehten Seiten von Gl. (56) exakt gleich Null zu erhalten, jedoch 
diirfte eine gleiehmaBige Verletzung der beiden Gleiehungen zu besseren Nahe
rungen fiihren, ein Gedanke, der ja aueh bei der Krahnsehen Methode zum 
Erfolg fiihrte. 

Die Beziehung: 
(57) 

fiihrt die Bereehnung der Stromung auf die Laplaeesehe Gleiehung zuriiek. Sie 
muB daher mit den Beziehungen identiseh sein, mit welehen es gelang, Gl. (VI, 96) 
fiir die Stromfunktion im Hodographen mit Hilfe der Tsehapligin-Transformation 
(VI, 97) auf die Laplaee-Gleiehung zu transformieren. Gl. (57) entsprieht dem
naeh entweder einem Gas mit x = - 1 oder einer Naherung der Isentrope in 

der p, ~-Ebene durch eine Tangente. Unter der letzten Annahme ergibt sieh 
11 

mit den naeh Gl. (VI, 98) wiedergegebenen Beziehungen auf elementare Weise 

aus Gl.(55) (fJ=VI-M~): 

1 ( M' ) {fd 1- 2CXJ cp P-PCXJ 
mit c ---

p - flCXJ W~ 

2 

(58) 

In Gl. (55) und (58) ist h nur bis auf eine Konstante bestimmt, die wie folgt 
festgelegt sein moge: 

h = 0 fiir cp = 0 oder p = pCXJ. 

Damit ergibt sieh dureh Integration von Gl. (58) die Beziehung zwischen h und 
dem Druckkoeffizienten cp : 

(1 + fJ - ~ cp ) (1 - fJ) 

(l- fJ - M2~ ;p)(l +--;; (59) 

Ganz analog zur Losung (7) liiBt sieh eine Losung angeben, wenn der Stromungs
winkel {} auf der Korperkontur (P = 0) als Funktion des Potentials gegeben 
ist. Insbesondere ergibt sieh fiir die h.Verteilung auf P = 0, aus der sieh die 
Druck- oder Gesehwindigkeitsverteilung auf element are Weise bereehnen laBt 
(definitionsgemiiB ist ja hCXJ = 0): 

<I> 

h ($) = ~J -& (xl dx . (60) 
;;rr, (/j-X 

-CXJ 

Tatsachlieh ist nieht {} ($), d. h. der Stromungswinkel als Funktion des Poten
tials, gegeben, sondern bestenfalls als Funktion der Bogenlange. Bei einem in 
Anstromriehtung asymmetrisehen Korper ist {} auf P = 0 im An- und Abstrom
gebiet unbekannt und bestimmt sieh erst aus der "Abstrombedingung" durch die 
Forderung, daB die Profilhinterkante nicht umstromt wird. Der Zusammenhang 
von Potential und Bogenlange ergibt sieh aus Gl. (VI, 18). 1m Anstromgebiet 
ist einfach $ = UCXJ x, das Potential kann bis auf den Faktor UCXJ der Abszisse 
gleiehgesetzt werden. Das gilt in erster Naherung auch noch bei kleinen 
Storungen, womit Gl. (60) dann in Gl. (7) fUr U - U oo iibergefUhrt werden kann. 
Sonst riieken die Potentiallinien an Stellen mit Ubergeschwindigkeit zusammen 
und an Stellen mit Untergeschwindigkeit auseinander. 
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Mit Gl. (60) konnen also in Anstromrichtung symmetrische Losungen an
gegeben werden, indem {} (C/» erst niiherungsweise angenommen wird. Erst naeh 
Berechnung der Geschwindigkeitsverteilung kann also {} abhiingig von der Profil
bogenliinge und damit die Profilform bestimmt werden. Wird fUr {} (C/» jene Funk
tion genommen, welche sich aus der dichtebestiindigen Stromung ergibt, so andert 
sich die Profilform gegenuber der von Moo = 0 kaum mehr, da sich die Potential
linienabstande beider Stromungen wie die absoluten Geschwindigkeiten verhalten 
und sich die Profilform erst durch Integration aus {} ergibt, wobei die stiirksten 

Abweichungen dort auftreten, wo {} entweder nahe an ; (Staupunkt) oder nahe an 0 

(Dickenmaximum) liegt. {} (C/» kann also fur kompressible und inkompressible 
Stromung mit sehr guter Naherung als gleich angesetzt werden, d. h. auf P = 0 
ist an einer bestimmten Stelle h (Moo) = h (Moo = 0). Mit Gl. (59) ergibt sich 
dann c1> aus c1>O' dem Druckkoeffizienten fur 1Woo = O. Da der Bruch in Gl. (59) 
fUr Moo = 0 unbestimmt wird, bedarf es eines Grenzuberganges, aus we1chem 
sich ergibt: 

( M') 1 + fJ - 200 c1> (1 - fJ) 

( 1 - fJ - ~~ C1>~; + fJ) 
l-c1>o' 

Daraus folgt nach elementarer Rechnung die Formel von v. KARMAN und 
TSIEN: 

c -1>- 1 
fJ + "2(I-fJ)c1>o 

(61) 

Fur kleine Storungen (c1>O <{ 1) ergibt sich sofort die Pr. Regel fur den Druek
koeffizienten Gl. (42). Bei stiirkeren Storungen ergibt sich in Ubergeschwindig
keitsgebieten (c1>O < 0) eine Erhohung der Unterdrucke, bei Anwendung auf den 
Auftrieb also eine ErhOhung tiber die Pro Regel hinaus . 

. Der Anwendungsbereich von Gl. (61) ist keineswegs auf in Anstromrichtung 
symmetrische Stromungen beschrankt, da die {}-Verteilung auf P = 0 in der 
Staupunktgegend weitgehend unabhiingig von Moo sein durfte. Allerdings 
rucken die Potentiallinien bei Zirkulation an der Druckseite im Mittel weniger 
stark zusammen als an der Saugseite, ein Effekt, der sich durch die Kompressi
hilitiit nur verstiirkt. Das fUhrt dazu, daB eine hei Moo = 0 geschlossene Kontur 
bei Zirkulation nach exakter nachtriiglicher Berechnung olfene Profilformen 
ergibt, worauf die Autoren der Gl. (61) selbst hinweisen. Dieser Mangel kann aber 
zuniichst nicht als starker angenommen werden als die anderen Fehler, welche 
allen den stark vereinfachenden Verbesserungen der Pro Regel anhaften [Gl. (48), 
(61), (65)]. Aus ihnen ergibt sich ein kleiner Schub oder Widerstand, sie geben 
die maxim ale Starung und die Storung Null an gleichen Stellen wie bei 
~W 00 = 0 uSW., alles Fehler, die mit der Einfachheit der Formeln in Kauf ge
nommen werden mussen. Gute und Gultigkeitsbereich muB stets an exakteren 
Methoden gepruft werden. In Abb. 136 sind die nach Gl. (61) berechneten 
kritischen Mach-Zahlen am elliptischen Zylinder wiedergegeben, die als sehr 
zufriedenstellend anzusehen sind. In Abb. 133 sind Vergleiche mit Versuchen 
wiedergegeben, wobei absichtlich die Verhiiltnisse nahe der kritischen Ge
schwindigkeit, also an der Grenze des Gultigkeitsbereiches der Formel, gewahlt 
wurden. 

Ob eine allzu genaue Berucksichtigung der Profilform in Anbetracht der 
Naherung der Adiabate durch eine Gerade sinnvoll ist, muB bezweifelt werden. 
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10. Hodographenmethoden, Ringleb-Formel. 

Die Hauptschwierigkeiten beim Aufsuchen von Losungen gasdynamischer 
Probleme ergeben sich daraus, daB die charakteristischen Stromungseigenschaften 
gekennzeichnet sind durch M> 1 und M < 1, also nicht vom Ort in der 
Stromungsebene, sondern von dem dort herrschenden Zustand abhangen. Schon 
TSCHAPLIGIN wahlte daher die ZustandsgroBen W,-& als unabhangige Variable 
und gelangte zu den Gl. (VI, 93) und (VI,94), fur die er allgemeine Losungen 
angab. Wird angesetzt: 

00 

P = 2: Pn (W) (An cos n-& + Bn sin n-&), (62) 
n=O 

so ergibt sich Pals Losung von Gl. (VI, 94), wenn die Funktionen P n folgende 
gewohnliche Differentialgleichungen erfullen: 

W2 ( 2 _ ,,- 1 _ W2) d2 P n + W ( 2 + 3 - " _ W2) dP ~ + 
~ 2 dW2 ~ 2 dW 

(63) 
_n2 (C02- "~l W2) Pn = O. 

Gl. (63) laBt sich in die hypergeometrische Differentialgleichung uberfuhren, 
deren Losungen allerdings nicht tabuliert sind. Co kannaus Gl. (63) leicht, etwa 
durch Einfuhren von M* fUr W, eliminiert werden. Aus Gl. (63) ergeben sich die 
Funktionen P n als konvergente Polynome: 

00 

Pn = Ic. W', (64) 
v=n 

fUr deren Koeffizienten c. sich Rekursionsformeln angeben lassen. Es erweist 
sich hier eben der groBe Vorteil, den eine lineare Differentialgleichung wie 
Gl. (VI, 94) dadurch bietet, daB sich Losungen superponieren lassen. FUr dichte
bestandige Stromung (co-oo) geht P n uber in Pn = W"', wie mit Gl. (63) leicht 
einzusehen ist. 

Das Auffinden der Losung in der Stromungsebene wurde schon in 
Abschnitt VI, 15 gezeigt, die dort wiedergegebene Losung von RINGLEB ent
spricht einem Ansatz nach gebrochenen Potenzen in Gl. (64). 

Die entscheidenden Schwierigkeiten ergeben sich bei allen Hodographen
methoden aus der Darstellung der Randbedingungen. Eine Kurve im Hodo
graphen ist eine Beziehung zwischen v und u. Diese Beziehung auf der Profil
stromlinie ist zu berechnen, wenn die Druckverteilung bestimmt werden soll. 
D. h. aber, daB der VerI auf des Bildes der Profilstromlinie im Hodographen 
unbekannt ist. Dazu kommt, daB ein Zustand in der Stromung im allgemeinen 
zweimal auf tritt, wenn es sich urn ein Umstromungsproblem handelt. In 
Abb. 139 ist der VerI auf des Bildes der Profilstromlinie und einer zweiten 
Stromlinie im Hodographen fUr ein in Anstromrichtung symmetrisches Profil 
skizziert. Fur die entsprechenden Stromlinien der unteren Halbebene ergeben 
sich diesel ben Kurven, aber mit entgegengesetztem Durchlaufungssinn. Die 
Punkte der Stromungsebene uberdecken also einen Teil der Geschwindigkeits
ebene zweifach, wahrend der Rest der Geschwindigkeitsebene freibleibt. Es 
leuchtet ein, daB sich daraus weitere Schwierigkeiten in der Darstellung ergeben. 
1m allgemeinen ist der Ansatz Gl. (62) einer entsprechenden Gleichung fUr das 
Potential vorzuziehen, da sich die Randbedingungen fUr P wenigstens in der 
Stromungsebene besser darstellen lassen. 

Oswatitsch, Gasdynamik. 17 
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Auf der eben genannten Grundlage wurde ein Verfahren zur naherungsweisen 
Berechnung von Profilstromungen von RINGLEB 26 entwickelt. Er geht dazu von 
folgender Naherung aus: 

Pn = PIn. 

Dies gilt exakt fur M= = Omit Pn = wn. Damit ergibt sich fur die Strom
funktion formal diesel be Darstellung wie bei e = konst., nur treten an Stelle 
der Potenzen von W entsprechende Potenzen von Pl' Jeder inkompressiblen 
Stromung entspricht also eine kompressible um eine etwas abgeanderte Profil
form, die sich nachtraglich bestimmen laBt. Die Andemngen sind dabei nicht 
groB und konnen bei flachen Profilen und nicht zu hohen Anstromgeschwindig
keiten 26 vernachlassigt werden. 

Beispielsweise ergibt sich die dichtebestandige Vergleichsstromung eines 
Kreiszylinders bei M = = 0,426, als die Umstromung einer um 8% schlankeren 

--, 
A .~.'B a 
C 

Abb. 139. Hodographenbild (qualitativ) zweier Stromlinien am Kreisbogenzweieck. 

Ellipse, das entspricht etwa der Pro Regel in Form der Stromlinienanalogie. Die 
Ubereinstimmung der Ringleb-Werte mit den Rechnungen von LAMLA erweist 
sich in diesem FaIle als ausgezeichnet. Unter Vernachlassigung der Profilkorrektur 
kann PI einfach aus der Geschwindigkeit der dichtebestandigen Vergleichs
stromung bestimmt werden. Dabei benutzt RINGLEB noch folgende Naherung 
fUr PI: 

( W) PI [- I (W)2 1 (W )4J W Co M =0= c;;- = 1-4 Co + 40 Co Co ' 
00 

(65) 

Bemerkenswert ist, daB die Staupunktgeschwindigkeit richtig wiedergegeben 
wird. Die Werte in Abb. 133 fallen bei 8 = 0,10 praktisch vollig mit der Pr. 
Regel zusammen, sind also zu klein. Bei 8 = 3,1 fallen die Werte im Maximum 
mit dem Resultat von KARMAN-TSIEN zusammen und liefern bei diesem Beispiel 
die besteNaherung an die Versuche. 

Ein Nachteil aller Hodographenmethoden besteht darin, daB sich die Gute 
der Naherungsannahme meist schwerer abschatzen liiBt als in der Stromungs
ebene; ein Vorteil, daB sie meist uber die kritische Geschwindigkeit hinweg giiltig 
sind. 
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VIII. Stationare, reibungsfreie ebene 
und achsensymmetrische Uberschallstronlung. 

1. Schwach gestorte ebene Parallelstromung. 
1m allgemeinen Teil VI, Abschnitt 5 wurde die Losung Gl. (VI, 36) der 

linearisierten DberschaUgleichung (VI, 35) fUr das Storungspotential cp: 

cp = FI (x- VM:'x,-l y) + F2 (x + VMba-1 y) (VI,36); 

(Mba - 1) CPxx -CPyy = 0 (VI, 35) 

bereits wiedergegeben. Die Losung ist so einfach, daB sie dem Aufbau einer Losung 
etwa aus quellartigen Losungen weit vorzuziehen ist. Letzteres wird bei achsen
symmetrischen (Abschnitt 3) und beiraumIichen Stromungen (X, 4) gemacht werden. 
Bei diesen ergibt sich die ebene Stromung dann als eigenttimlicher Sonderfall. 

Ein Profil in Dberschallstromung kann nur stromabwarts wirken, es wird 
also stromabwarts nach oben und unten Storungen aussenden (Abb. 140). 

Losung (VI, 36) setzt sich aus einer Funktion F 1 

zusammen, welche auf Geraden ~ = konst. 

~ = x-VMba-ly, (1) 
und einer zweiten Funktion F 2' welche auf Ge
raden rJ = konst. 

'Y) = x + V Mba --1 y (2) 

Abb. 140. Schlankcs Profil in ttber- konstant ist. Da ~ = konst . eine steigende Gerade 
schallstromung. (eine in Stromlinienrichtung linkslaulige Gerade) 

ist, gibt FI die nach oben ausgesandten Storungen 
wieder. F2 gibt die abwarts ausgesandten Storungen, sie sind auf den fallenden 
Geraden rJ = konst. (rechtslaufige Gerade) konstant. ~ = konst . und rJ = konst. 
sind die beiden Scharen Machscher Linien. 

Losung (VI, 36) gilt wie die Differentialgleichung selbst nur in der freien 
Stromung, also nicht tiber das Profil hinweg. Die Losung sagt also nur tiber die 
Wirkungen etwas aus, welche die Profiloberflache auf die Stromung austibt. 
Eine Anderung etwa an der Unterseite kann sich an der Oberseite gar nicht aus
wirken. Die Stromungszustande an beiden Seiten sind demnach vollig unab
hangig voneinander. An der Oberseite gilt also: 

cP = Fd x - V Mba- 1 y); u-uoo = CPx = FI' (x- VMba -1 y); 

v = cPy = - VMba- 1 F/(x-VMba- 1 y) 
und an der Unterseite: 

cP = F2 (x + V Mba - 1 y); u - U oo = CP x = F2' (x + V M:'x, - 1 y); 

v = V Mba - 1 F 2' (x + V Mba - 1 y) . 
Damit besteht folgende Beziehung zwischen u - U oo und v, d. h. innerhalb 

der Naherung zwischen Geschwindigkeitsbetrag und Geschwindigkeitswinkel 
an der Ober- und Unterseite des Profiles: 

v 
u-uoo==f-,- - - . (3) 

VM'60 - 1 
Nach dieser Ackeretschen I Formel hangt also die Geschwindigkeitsstorung 

nur vom lokalen Stromungswinkel, also auch nicht von der Profilform vor der 
betrachteten Stelle, abo Oberflachenelemente, welche in die Stromung herein
gedreht sind, ergeben Untergeschwindigkeiten und Dberdrucke (Stauwirkung), 
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OberfHichenelemente, welche aus der Stromung herausgedreht sind, ergeben 
Dbergeschwindigkeiten (Sogwirkung) und Unterdrucke. Fur ein Kreisbogen
zweieck ergibt sich also eine Geschwindigkeitsverteilung (Abb. 141), die 
sich von jener in Unterschallstromung (Abb. 126) ganz wesentlich unter
scheidet. An der Vorderkante herrscht Unter
geschwindigkeit und Dberdruck, an der Hinter
kante Dbergeschwindigkeit und Unterdruck, 
eine Verteilung, die notwendigerweise Wider-

17,1 W-uoo -u;;;;-

stand zur Folge hat. Auch bei schlanken -Q-+----}L----+--~ 
Profilen ergeben sich nach Gl. (3) mit Moo ~ 1 1,1J or 
anwachsende Storungen. Diese konnen bei 
kleinen M 00-Werten nur mehr fUr kleine Dicken
verhiiltnisse als klein angesehen werden. Die 
Dbereinstimmung von Gl. (3) mit den Ver
suchen von FERRI2 ist sehr gut. Dber die Ab
weichungen an der Hinterkante - ein Reibungs
effekt - wird in XI, 7 noch gesprochen werden. 

Mit ho(x) und hu(x) als Abstand des oberen 
und unteren Randes von der Profilsehne 

-1J.1 

""00 · ?,1.J,. 
NII11 "17,1q. 

-rautj//1/j/jjiI/J}I/lTT7rrzz-

Abb. 141. OescbwlndlgkeitsverteUung an 
einem Krelsbogenzweieck (Parabelbogen) 
nach 01. (3) ( __ ) und nneh Versuchen 
von FERRI' ( . 0 • Ober- und Unterseite). 

(Abb. 115) ergibt sich der Beiwert der Tangentialkraft oder des Widerstandes 
fur die Breiteneinheit beim Anstellwinkel e = 0 nach Gl. (VI, 141) und Gl. (3): 

1 

e = 0: c = c = 2 . 1 [(~)2+ (~)2] d 
t w V M&, _ 1 dx dx x. 

o 
Fur das symmetrische Parabelbogenzweieck gibt das: 

also 
ho = hu = 4 h m x (1 - x); ~~ = -~~ = 4 h m (1 - 2 x), 

1 

(c w ), = 0 = 64 hm2 j' (1 _ 2 X)2 dx = ~ (2 hm )2 • 

V M&, - 1 3 V M' - 1 o 00 

(4) 

Der Widerstand ist also dem Quadrat des Dickenverhaltnisses 2 h m und 
dem Faktor 1/V Mba - 1 proportional. Letzteres entspricht der Pro Regel fur 
Dberschallstromungen. Sie ist bereits in Gl. (3) enthalten und wird sich ent
sprechend fur Auftriebs- und Momentenbeiwert ergeben. Mit den Gliedern 
erster Ordnung von Gl. (VI, 141) und mit Gl. (3) gilt fUr die auf die Breiten
einheit bezogenen Beiwerte: 

cn = 2 [1 [( U - U oo ) _ ( U - U oo ) ] dx = 
• U oo + y---,>,o U oo - Y---'>'O 
o 

1 

- _ 2 [[ dho _ dhu ] dx = 
- V M60 - 1. dx dx 

o 
2 

= - lIMi,----=1 [ho (l) - hu (l) - ho (0) + hu (0)]; (5) 

c m = 2 11 X [( U - U oo ) _ ( U - U oo ) J dx = 
U oo + y~o U oo -y~o 

o 
1 

2 J x [dho _ dhu ] dx. 
VM" - 1 dx dx 

00 0 



262 VIII. Stationare, reibungsfreie ebene u. achsensymmetrische Uberschallstromung. 

Bei kleinen Starungen verschwindet also die Normalkraft, wenn hQ und hu 
an Profilanfang und -ende verschwindet, oder wenn das Profil symmetrisch ist 
(hQ = hul, Dann verschwindet auch das Moment. 

Zur Berechnung der Abhangigkeit der Beiwerte yom Anstellwinkel 8 seien 
nochmals die Randbedingungen fur die abgeleiteten GraBen notiert. Nach 
Gl. (VI, ll5, ll6, ll9 120) gilt fur 8 = 0: 

1m Anstramgebiet: 
am Profil: 

U. = 0, V. = U oo ; 

V. = 0; 
U ee = -uoo , Vee = 0; 

Vee =0. 

Die Differentialgleichung ist fur die abgeleiteten Potentiale ep. und epee dieselbe 
wie fur ep, damit gilt auch dieselbe allgemeine Lasung (VI, 36), die nun nur mehr 
den Randbedingungen anzupassen ist. Dabei kann zu diesel' Lasung stets noch 
eine lineare Funktion von x und y addiert werden. Damit ergibt sich fur ep. 
folgende Lasung: 

fur y~O: ep.=uooY±~1 u~F(x=t= I/M~-ly) (6) 
~ Mbco-I 

mit dem in Abb. 142 wiedergegebenen Funktionsverlauf fur F('Yj). 

1 

1 Z 

Abb. 142. Funktionsverlauf von F ('I) in GI. (6). Abb.143. Verteilungderabgeleite~en Geschwindigkeits
komponenten beikleinen Storungen in ebener Stromung. 

Solche aus geraden Strecken zusammengesetzten Funktionen sind typisch fUr 
"hyperbolische" Probleme. So wurde in Teil III (Abb. 46) die Fortpflanzung 
von "Sagezahnen" studiert. Auch die Geschwindigkeitsverteilung in Abb. 141 
hat diesen Typus, so daf3 also F('Y}) in Gl. (6) nichts Ungewohntes mehr darstellt. Bei 
"elliptischen" Problemen, etwa bei der Unterschallstromung, treten entsprechende 
Funktionen kaum auf und verursachen, wenn sie durch die Randbedingung auf
gezwungen werden, meist Unannehmlichkeiten. 

Aus Gl. (6) folgt: 
U oo 

Fur y ~ 0: U e = ± --- F'('Yj); v. = U OO [1-F'('Yj)], (7) 
VM&, -I 

mit der in Abb. 143 wiedergegebenen Verteilung in der Stramungsebene. Die 
Lasung fur die zweifach abgeleiteten GraBen ist, wie in Gl. (VI, 133) schon 
allgemein gezeigt, einfach: U ee = -Uoo ; Vee = 0 in der ganzen x, y-Ebene. 
Am Profil gilt also: 

fur y ~ 0: 

Mit Gl. (VI, 143) gilt also 

U oo 
U·S = ± ------; 

VM&,-I 

fur 8 = 0: 

1 

_den = _2_ r 2 __ u_~ dx = 
de U oo . \1 M&., - 1 

o 
1 

4 

l/M~ l.r xdx = V'M~-I 
o 

(8) 

(!l) 
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Aus Gl. (VI, 142) ergibt sich entsprechend fUr e = 0: 
1 

~ = - _ _ 2 _ _ J ( dho __ dh!!c...) dx -
de V M2 - 1 dx dx -

00 0 
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2 V [ho(I)-hu(I)-ho(O)+hu(O)]; (10) 
M&:,-1 

1 

~;: = +2 J(~h; + a:l:)dX=+2[ho(I)+h u(I)-ho(0)-hu(0)]. 
o 

Die Ableitungen der Tangentialkraft verschwinden, wenn ho und hu am Profil
anfang und -ende Null sind. Mit Gl. (VI, 144) kann nun leicht auf Widerstand 
und Auftrieb ubergegangen werden. 
Z. B. gilt fiir ein an den Enden 
zugespitztes, symmetrisches Profil 
fur e = 0: 

dcw = O. 
de ' 

dC a 4 
-- = -CWo 

de VMbo- i 

(ll) 

Da die Profilneigungen klein 
sein mussen, ist Cw in den Glei-
h f ·· d2cw d dCa h c ungen ur ds 2 un ([e nac 

Gl. (4) stets urn zwei GroBenord
nungen kleiner als der Summand da

r------r---~~~~--r------~e 
-10" 10" 

- IUS 

Abb. 144. cWo ca. em eines 10% dIcken KrelsbogellZweiecks 
nach OJ. (12) __ und nach Vcrsuchcn von FERRIs. 

vor. Damit ergibt sich fur ein zugespitztes, symmetrisches Profil (eim Bogenmal3!): 

Cw(e) = cw(O) + (~: te + ! (d;:~ )oe2 = cw(O) + VM~ -1 82 + ... 

Ca (8) = Ca (0) + (ddC~) 8 + V 4 8 + ... 
e 0 M&, - 1 

(12) 

Cm(e) =Cm(O) + (d;m) 8 + V 2 
e 0 M"60-1 

Die Formeln (12) gelten ubrigens auch fur asymmetrische Profile, weil sich 
die Asymmetrie erst in Gliedern hoherer Ordnung geltend macht. Abb. 144 
zeigt Versuche von FERRI und die Werte nach Gl. (12) und Gl. (4). Wegen der 
groBen Widerstande ist man in Dberschallstromung an schlanken Profilen sehr 
interessiert, weshalb die hier wiedergegebene Theorie kleiner Storungen starke 
praktische Bedeutung besitzt. 

Die Druckpunktlage ergibt sich entsprechend zu Gl. (VII, 13) bei einem 
symmetrischen, zugespitzten Profil fur 8 = 0 mit Gl. (9): 

1 = dCm / dCa =..!.. + ds de 2 .... (13) 

Dies ist ein sehr wichtiges Resultat, weil eine Wanderung des Druckpunktes 
von 1 = 1/4 bei Moo < 1 (Gl. VII, 13) nach 1 = 1/2 bei Moo > 1 den Flugzeug
konstrukteur vor ernste Probleme stellt. 
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Schwach gestorte Parallelstromungen in KaniiJen, bei Flugelgittern usw. 
sollen mit der linearisierten Theorie nicht behandelt werden, da der Mehrauf
wand fUr exakte Methoden nur sehr gering ist. 

2. Profile geringsten Widerstandes. 
Da Profile unter einem bestimmten Dickenverhaltnis nicht mehr mit der 

erforderlichen Festigkeit gebaut werden konnen, liegt die Frage nach dem ge
ringsten Widerstand eines Profils gegebenen Dicken
verhaltnisses nahe. Zunachst sei gefordert, daB der 
Widerstandsanteil des oberen Profilteiles von der 
Vorderkante bis zum Dickenmaximum ein Minimum 

.r" sei (Abb. 145). Diese Bedingung ist notwendig. Wenn 
Abb. 145. Skizze zum ProflJ sie nicht erfUllt ware, konnte der Widerstand des 

geringsten Widerslandes. ganzen Profiles durchAnderung des genannten Profilteiles 
bei gleichem Dickenverhaltnis herabgesetzt werden. 

Es sei m = hm/xm die mittlere Neigung. Dann ist 
Xm Xm Xm 

hm = J :: dx = Jlm + (:~ - m)] dx = hm + J( :~ - m) dx, 
000 

also verschwindet das letzte Jntegral. Der Widerstand des Teiles ist mit Gl. (4) 
gegeben durch: 

~ CW1 V M~ - I = If :~ fdX = Ilm2 + 2 m (:~ - m) + (:~ - my] dx = 

o o 
Xm 

= m2 xm + J ( :~ - m r dx. 
o 

Das letzte Integral kann nicht negativ werden, also ist der geringste Widerstand 
gegeben durch eine Gerade: 

dh hm 
--=m=--' 
dx xm' 

Nimmt man an, daB die dickste Stelle oben und unten beim selben Wert Xm 
liegt, so ist der Gesamtwiderstand fur ein Dickenverhaltnis T gegeben durch: 

~ Cw V M~-1 = hm~ + hm2 + (r-hm)2 + (r-hm)~ 
2 xm 1 - xm xm 1 - xm 

= (2 h 2_ 2 T h + T2) (-~- + ... -~--). 
m m xm 1- xm 

Das ist ein Produkt einer Funktion von hm und einer Funktion von x m' die jede 
fUr sich einen Minimalwert annehmen mussen. Nach elementarer Rechnung 
ergibt sich fUr dies en : 

das Profil kleinsten Widerstandes bei gegebenem Dickenverhaltnis ist also em 
nicht angestellter Rhombus. 

Den praktischen Erfordernissen durften allerdings andere Forderungen besser 
entsprechen, wie etwa die, daB die Profilflache (das Flugelvolumen) vorgegeben 
ist und ahnliches3. 
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3. Berechnung wenig gestorter achsensymmetrischer Stromungen 
mit Singularitiitenbelegungen. 

In Gl. (VII, 1) ist eine Losung der linearisierten gasd. Gl. (VI, 42) fUr das 
Storungspotential im Raume angegeben. Diese Losung stellt das Potential 
einer QueUe in einer Parallelstramung bei M= < 1 dar, kann aber ebenso als 
Losung der gasd. Gl. (VI, 42) fur M= > 1 angesehen werden, da uber den Wert 
von M= keine Voraussetzung gemacht wurde. 

Bei M= > 1 ist die Lasung Gl. (VII, 1) aUerdings nicht mehr im ganzen 
Stramungsraum reel!. Der Radikand im N enner verschwindet auf dem Doppelkegel : 

(x - ~)2 = (M~ - 1) [(y - 'Yj)2 + (z - C)2], (14) 

dessen halber Offnungswinkel durch die Beziehung (vgl. VI, 40): 

cot tX = VM~ -1 (15) 
gegeben ist. Der Doppelkegel Gl. (14) setzt sich also aus dem stromabwarts 
von der Singularitat ~ = x, 'Yj = y, C = z gelegenen Machschen EinfluBkegel 
(siehe VI, Abschnitt 5) und dem strom
aufwarts gelegenen "Abhangigkeitskegel" zu
sammen (Abb. 146). Bei Vorgabe der Ver
haltnisse auf irgendeiner Flache F des An
stramge bietes begrenzt letzterer Kegel das 
Abhangigkeitsgebiet fur den Punkt x = ~, 
y = 'Yj, z = C auf dieser Flache. Der EinfluB
und Abhangigkeitsraum eines Punktes ist nur 
bei Linearisierung der gasd. Gl. exakt ein Kegel, 
da nur in diesem FaIle der Machsche Winkel tX 

Gl. (15) im ganzen Raume konstant ist. Fur 

AbIlanpilreits.felllet ,]vl' r 

Abb. 146. AbMngigkeits ' und EinIlu~kl}gel. 

M= > 1 sei mit Gl. (15) die singulare Lasung (VII, 1) wie folgt geschrieben: 
q cp =-

4 n V(x - ;)2 - cot2 (\C (y _1))2 - cot2 (\C (z - 0 2 
(16) 

1m Gegensatz zu Gl. (VII, 1) kann Gl. (16) nicht als "QueUe" oder als Star
potential einer QueUe in einer ParaUelstramung angesprochen werden. cp in 
Gl. (16) wird nicht nur im Punkte x = ~, y = 'Yj, z = C singular, es wachst auch 
am Doppelkegel Gl. (14) uber aIle Grenzen. Die Quellstarke muBte durch eine 
Integration der Stromdichte uber eine Flache innerhalb des EinfluBkegels be
stimmt werden. Dabei wurde sich aber eine unendliche QueUstarke ergeben. 
AuBerdem diirfte eine QueUe in einer Uberschallparallelstramung, abweichend 
von Lasung (16), nur reelle Werte im EinfluBkegel, nicht aber auch im Abhangig
keitskegel aufweisen. Bei Verwendung von Lasung (16) wird im folgenden der 
Abhangigkeitskegel durch geeignete Festlegung der Grenzen in den Integralen 
ausgeschlossen werden mussen. SchlieBlich sei erwahnt, daB die Quelle bei 
Unterschallstramung auch ohne Parallelstramung eine Lasung darstellt, wahrend 
die hyperbolische Form der gasd. Gl. (VI, 42) an das Vorhandensein einer Haupt
stramung mit M= > 1 gebunden ist. Daher kann (16) nicht als "QueUe", 
sondern mit Rucksicht auf die Verwandtschaft zu Gl. (VII, 1) fur M= < I 
nur als quellartige Singularitat bezeichnet werden, die aUerdings noch weitreichende 
Anwendung finden wird. 

Bei Achsensymmetrie interessiert nur die x, y-Ebene, da die Stramung in 
allen durch die x-Achse gehenden Ebenen dieselbe ist. Da nur die x-Achse belegt 
werden soll, wird folgende Lasung verwendet: 

cp=--- q 
4n l/(x- g)2_ y 2 cot 2 (\C 

(17) 
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Man iiberzeugt sich leicht, daB es sich tatsachlich urn eine Losung der gasd. G1. 
bei Achsensymmetrie handelt: 

(18) 

Eine Superposition von Singularitaten, welche auf der x-Achse verteilt 
werden, ergibt eine neue Losung. Auf einen Punkt x, y (Abb. 146) konnen da
bei nur diejenigen SinguJaritaten einwirken, in deren EinfluBgebiet der Punkt x, y 
liegt. Es dad also stets nur bis zu jenem ~ integriert werden, auf dessen Ein
fluBkegel der betrachtete Punkt x, y liegt, also gerade bis zum Verschwinden 
des Radikanden in G1. (17): 

y > 0: ~ - x = - y cot iX. (19) 

Damit sind die im Abhangigkeitskegel auftretenden Losungsteile ausge
schlossen. Die Belegung beginne stets erst im Koordinatenursprung, womit folgende 
Losung gefunden ist: 

x-y cot IX 

cp = - 4
1
n J-Vrx~~~2~Ld:2eot2~ . (20) 

o 
Es besteht Verwandtschaft zur Losung (VII, 23) des entsprechenden Unter

schallproblems. Mit der physikalischen Aufgabe entsprechen sich hier auch die 
Randbedingungen. Verwandtschaft besteht aber auch zum Problem der Aus
breitung von Zylinderwellen G1. (III, 64), die besser erkannt wird, wenn dort 

die Integrationsveranderliche z ersetzt wird durch ~ = V x2 + Z2 - Co t. 1m 
letzten Fall entsprechen sich die Differentialgleichungen (III, 52) mit a = 1 
und (VIII, 18) und mit deren Typus auch deren mathematische Behandlung. 
Die Frage nach der Wellenform in bestimmtem Achsenabstand abhangig von 
der Zeit entsprache in diesem Abschnitt der Frage nach der Geschwindigkeits
verteilung in einer Ebene quer zum Korper, abhangig vom Korperabstand, also 
nicht dem, was im allgemeinen interessiert. Die hier erwahnten wechselseitigen 
Beziehungen lassen sich durch fast aIle AbschniUe dieses Teiles vedolgen. 

Eine der wichtigsten Erscheinungen besteht dabei in folgendem. Bei der 
ebenen Uberschallstromung kleiner Storung ergab sich die Geschwindigkeit 
nur abhangig von der ortlichen Oberflachenneigung, unbeeinfluBt von der Profil
form stromau£. Bei der achsensymmetrischen Stromung wird sich eine Abhangig
keit von der gesamten stromaufwarts liegenden Korperform ergeben, wie der 
Druck an einer Stelle der Zylinderwelle von der gesamten vorausgegangenen 
Quelltatigkeit abhangt, ein Effekt, der bei ebenen (und kugelsymmetrischen) 
Wellen kein Analogon hat. Darnach kann eine unumgangliche Erschwerung 
der Losung beim Ubergang von der ebenen zu einer achsensymmetrischen statio
naren Uberschallstromung schon jetzt vorausgesehen werden. 

Als einfachstes Beispiel sei mit G1. (20) die Stromung urn einen Drehkegel 
(mit der Spitze im Ursprung) bestimmt. In diesem Fall muB der Stromungs
zustand, also u und v, auf der Kegeloberflache wie iiberhaupt auf allen Strahlen 
durch den Ursprung konstant sein. Bei zwei verschieden groBen endlichen Kegeln 
von gleichem dffnungswinkel {} (Abb. 147) muB der Stromungszustand in 
der gleichen absoluten Entfernung vom Ursprung - etwa in der Ebene x = Xo -
derselbe sein. Diese Stelle steht ja nicht unter dem EinfluB der Korperform 
stromabwarts: "Sie weiB nicht, ob der Kegel fortgesetzt wird oder nicht." Nach 
den Gesetzen der mechanischen Ahnlichkeit miissen aber auch die Stromungs
zustandc in den Kegel-Endebenen iibereinstimmen. Also kann der Stromungs
zustand nur vom Verhaltnis y/x abhangen. Wegen der Unbegrenztheit der 
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EinfluBgebiete bei Moo < 1 ist ein entsprechender SchluB bei UnterschaU
stromung nicht moglich. 

Es kann auch allgemeiner wie folgt geschlossen werden. Wenn sowohl bei den 
Differentialgleichungen als auch bei den Randbedingunge~ (am Korper und im An· 
stromgebiet) eine Transformation moglich ist - etwa eine Ahnlichkeitstransformation 
urn den Ursprung - so muLl dieselbe Transformation auch bei der Losung moglich 
sein. Zunachst hat es den Anschein, als ob man auch 
bei Moo < 1 mit dieser SchluBweise falschlich auf 
konstante Zustande schlieLlen konnte, wenn man un
endlich lange Kegel betrachtet. Doch stoLlt man beim 
Versuch einer exakten DurchfUhrung des Schlusses 
bei Moo < 1 sofort auf Schwierigkeiten, weil die 
Anstrombedingung im unendlich fernen Punkt an
zugeben ist, in dem aber der Kegelquerschnitt tiber 
aIle Grenzen wachst. 

Bei der UberschaIl-Kegelstromung muB also 
u und v eine homogene Funktion nullter Ordnung 

---- - ~ - -- ---++---~~ 

Abb. 147. Ahnliche Kegel. 

in x, y seill. D. h. cp muB eine homogene Funktion erster Ordnung in den 
Koordinaten sein, oder q (.;) in G1. (20) muB linear in .; sein. Mit q (.;) = A .; 
ergibt sich leicht mit Hilfe der Integraltafel: 

x-v cot a 

cp = - "4
A

n J---V(~-X): ~ y2 cot2 <X 

o 
A JI;=[X-vcot a ~ _ x 

= - 4n V(~_X)2_y2cot2<x 
o 
_ + A [ 1 x + V x2 - y2 cot2 <X + V 2 2 t2 ] - -4- - X n X - Y co iX. 

n yc~<x 

Urn die Konstante A durch den Kegeloffnungswinkel auszudrucken, werde v = cpy 
gebildet und am Kegelmantel y = X tg {}o die Randbedingung vjuoo = tg {}o 
erfullt : 

v = Cpy = 4An V ( ~ f- cot2 iX; U oo tg {}o = 4An V cot2 {}o - cot2 ix. 

4An = - Vi u_~:~:/::t2-#O - = U oo tg2 {}o [1 + ~ :~:: ~ + .. . J- (21) 

Fur nicht zu hohe Machzahlen: cot ix""'" 1 ist A dem Quadrat des (jffnungs
winkels {}o proportional. Dann ergibt sich wie bei UnterschaIlstromung das 
Produkt v y fur y -- 0 mit hoher Ge-
nauigkeit als konstant. Wahrend aber 
bei Moo < 1 stets 0 < f3 < 1 ist, kann ) 

cot iX, der entsprechende Faktor bei 
Moo> 1, uber aIle Grenzen wachsen, 
also auch den Wert ix = {}o erreichen. 

Abb. u.s. Singularitateobelegung bel groller Mach" 
ZahJ. 

Dann wachst aber auch A uber aIle Grenzen und die Methode der Singularitaten 
versagt, wenn mit der Mach-Zahl der Anstromung linearisiert wird. Dies kann 
nach folgender Uberlegung nicht uberraschen (Abb. 148). 1st der Mach-Winkel 
kleiner als der halbe KegelOffnungswinkel (ix <{}o), dann kann ein Punkt der 
Kegeloberflache nur von SteIlen vor der Kegelspitze beeinfluBt werden. Dort 
muBten also die Singularitaten angesetzt werden, was aber die ParaIlelanstromung 
gegen die Annahme zerstoren wiirde. Die obere Grenze des Integrals in G1. (20) 
lage dann vor der unteren Grenze! Fur aIle folgenden Formeln fur beliebige 
Korperformen gilt also eine mit ix --{}o abnehmende Genauigkeit. 
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Bei Moo < 1 wurde in Gl. (VII, 22) der erste Summand als um etwa zwei 
GroBenordnungen kleiner als die beiden nachsten bei y -; 0 abgeschatzt, womit 
wieder v y = konst. folgt. Bei Moo > 1 tritt im erst en Summanden cot2 x an 
Stelle von - {J2, womit die Abschatzung nun stark Machzahl-abhangig wird. Es 
wird sich zeigen, daB bei sehr groBem Moo auch die Drehungsfreiheit der Stromung 
nicht mehr ausreichend verwirklicht ist. 

Mit den genannten Einschrankungen in der Genauigkeit ergibt sich aus 
Gl. (20) und (21): 

u-u = - u {} 2In~· + {X2=y_2_cot2_ex .. V = 11 {} 2 V( X )"-=-~ot2-~ 
00 00 0 y cot ex ' 00 0 y , (22) 

und folglich am Kegel: 

w -Uoo [1 1] 
U oo = {}02 In {}o + In 2 + In (cot x) + 2 + ... , 

(23) 

mit al,lffallender Ahnlichkeit zu den entsprechenden Formeln (VII, 24) und 
(VII, 25). 

Die Belegungsfunktion q(~) in Gl. (20) IaBt sich mit der Korperform bei 
Moo > 1 nicht auf gleich kurzem Weg in Verbindung bringen wie bei Moo < 1. 
Das Ziel kann etwa auf folgende Art erreicht werden. Fur die Umgebung der 
Achse wird vor aHem der q-Wert im nachstgeIegenen Achsenpunkt nebst seinen 
Ableitungen verantwortlich sein. Daher sei q an der Stelle ~ = x entwickelt, 
wonach die Integration mit folgendem Resultat ausgefiihrt werden kann: 

x - y cot a. X - Y cot a. 

- 4 Jr gJ = q J V (~ -x/~ y2c~t2 ex- + q' J V(~ ~x;~ :: cot; ex- + 
o 0 

x-y cot a. 

+ q~'JV(~ (~~)2-:)~~2~~~t~=~ + 
o 

= qln 1 -.=:- - - - q x -y co' x y cot ex I' V-2--~t2 + 
x - V x" - y2 cot" ex 

+ ~' [- x V x2 - y2 cot2 X + y2 cot2 x In I y cot ex I] 
;- ~! x 2 ~y" cot2 ex- . 

Daraus ergibt sich dann: 

x , y2 cot2 ex 
4 Jr gJ y Y = q - --==. __ -=- - q ----==--=-cc.-=-=-.- + 

1/ x 2 - y2 cot2 ex V x 2 - y2 cot2 ex 

_ L y2 cot2x In 1 __ y cotex -==-1 + ... . (24) 
2 x - V x 2 - y2 cot2 ex 

Diese Formel zeigt wieder, daB die Genauigkeit einer Entwicklung nach y 
wesentlich von der GroBe von cot x abhangen muB. Mit den daraus folgenden 
Einschrankungen ergibt sich mit F als Korperquerschnitt [siehe Gl. (VI, 109)]: 

q = lim (4JrgJy y) = 4Jr ~h h U oo + = 2 ~~ tloo . (25) 
y->-O X 
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Es sei darauf hingewiese.'-:l, daB die Entwicklung der Belegungsfunktion q( g) an 
der Stelle x eigentlich nicht Uberschalleigenschaften entspricht, da sich ja q(x) bereits 
auBerhalb des Integrationsintervalles und Abhangigkeitskegels befindet. Darnach 
ware eine Entwicklung an der Stelle x - y cot IX richtiger, von welcher der Zustand 
im Punkte x, yauch am meisten abhangen wird. Doch solI hier die Verbindung mitF(x) 
mittels Gl. (VI, 109) hergestellt werden, weshalb die Entwicklung an der Stelle q(x) 
vorzuziehen ist. Auch Gl. (VI, 109) gibt eine Beziehung an Punkten, welche nicht im 
gegenseitigen EinfluBkegel liegen. Die Verhaltnisse an der Achse werden eben durch 
das singulare Verhalten der Stromung an dieser Stelle heherrscht und von der ort
lichen Mach-Zahl kaum beeinfluf3t, es sei denn, daB diese sehr hoch ist. 

Mit GI (20) ist das Potential also wieder auf die Querschnittsverteilung zu
ruckgefuhrt, wobei sich das Resultat von der Gl. (VII, 23) fur Moo < 1 urn den 
Faktor 2 unterscheidet: 

(26) 

So einfach wie bei Moo < 1 lassen sich nun aber die Komponenten nicht ab
leiten. 1m Nenner von Gl. (26) steht ein Ausdruck, welcher an der oberen Grenze 
wie die Wurzel eines kleinen Betrages verschwindet, also noch integrabel ist. 
Nach einer Ableitung nach x oder y wurde wegen der Veranderlichkeit der oberen 
Grenze diese Wurzel selbst an der oberen Grenze genommen werden mussen, 
wahrend der Integrand nun die dritte Potenz der Wurzel im Nenner aufweisen 
wurde. Es ergaben sich zwei unendlich groBe Summanden entgegengesetzten 
Vorzeichens. Diese mathematisch unbrauchbare Darstellungsweise trat bei der 
Kegelstromung nicht in Erscheinung, weil dortdie Integration vor der Ableitung 
.ausgefuhrt werden konnte. Die Schwierigkeit sei hier mit Hilfe einer partiellen 
Integration umgangen, wodurch der Singularitat des Integranden an der oberen 
Grenze leicht begegnet werden kann. Es sei dabei angenommen, daB der Korper 

in x = 0 eine Spitze habe, daB dort also ~: = 0 ist. 

x-v cot", 

-f ~2~ lnl~-x + V(~_X)2_y2cot21X1 d~ = 

o 
x-v cot '" 

= (ddF ) In (y cot IX) -f dd2~ In I~ - x + V(~ - X)2 - y2 cot2 IXI d~. 
x x-v cot", \0 

o 

Der Index im ersten Ausdruck bedeutet, daB die Funktion ~: an der Stelle 

x - y cot IX zu nehmen ist. Nach den Regeln der Differentiation von Integralen 
veranderlicher Grenze ist: 

- 2:n:qJ., = (dd2~) In (y cot IX) - (dd2~) In (y cot IX) + 
U oo x x-vcoto: x x-vcoto: 

x-v cot '" 

+f d2 F -:-;~==-=d=g======::=_ 
dg2 V(g - X)2 - y2 cot2 IX 

o 
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Etwas langwieriger ist die Ableitung von cpy. Das Resultat sind die Formeln von 
KARMAN-MoORE4 : t x- y co a. 

CPx = U - u= = - ~: JVti :~L~~:2 cot2-=cx - d~; 
o 

x- y cot <X (27) 

cpy = v = - 2
u:y J v!(~(~):)~2:+~::~~ dr 

o 
Bei der Berechnung der Geschwindigkeit oder des Druekkoeffizienten ist wie 

bei M = < I die Oberflachenneigung zu berucksichtigen, wie dies schon bei der 
Kegelformel (23) geschehen ist (Abb. 149). 

-/J,2 !-Z- -'----'--- - -'--- --+I 

Abb. 149. Druckverteilung nach 
KARMAN-MoORE (-----) und nach 

Versuchcn (-__ ). 

Wie dort und ahnIich wie bei M= < I, beginnt 
eine Entwicklung von W - u= auf ?! = h mit: 

~-l = + ~ __ (d2~_) In (~~-) i"" 
u= 2:7: dx x x 

(28) 

dem Glieder von der Grol3enordnung h2 folgen. 
Diese enthalten cot IX nieht5 und konnen nur bei 
aul3erordentlich schlanken, in der Praxis kaum 
vorkommenden Korpern vernachlassigt werden. 
Das Gl. (28) entsprechende Glied in Gl. (VII, 25) 
enthalt nur h, das Verhaltnis des ortlichen Korper
radius zur KorperIange, wah rend hier hjx, das 
Verhaltnis vom Radius zum Spitzenabstand steht. 
Bei M = > I kann es eben nur auf die Karper
lange vor der betrachteten Stelle ankommen. 
Wah rend ferner bei M= < I (GI. VII, 26) der 
Kompressibilitatseffekt besonders bei M = -->- I, 

f3 -->- 0 wesentlich wird, kann er nun auch bei M = -->- =, cot IX -->- = wesentlich 
werden, wobei gleichzeitig die Genauigkeit abnimmt. Entsprechend zu Gl. (VII, 26) 

kann hier gesehrieben werden mit Moo = V2 (cot IX = I) alsVergleichs-Machzahl: 

(~ _ 1) = (_w. _ 1) + _1 (!!!!:-) In (cot IX). 
U oo Moo u= liz 2 n dx2 x 

(29) 

Diese Formel kann auch direkt aus dem Ansatz (25) und (26) abgeleitet 
werden. Sie ist uns schon von Abschnitt VI, 20 her bekannt. 

Bei sehr schlanken Korpern ergibt sich aul3erhalb von Schallnahe jedoch bei 
nicht zu hohen Mach-Zahlen damit der Druekwiderstand unabhangig von M=. 
Das gilt auch fur Geschosse, abgesehen vom Bodendruck. Dieser andert sieh 
allerdings in theoretisch noeh unbereehenbarer Weise sehr stark mit Moo, was 
hauptverantwortlich ist fur die starke Maeh-ZahI-Abhangigkeit der Geschol3-
widerstands bei werte. 

Dem Problem des Korpers geringsten Widerstandes sind mehrere Arbeiten 
gewidmeP, 8, 63. Die Praxis erfordert weniger ein bestimmtes Dickenverhaltnis als 
ein maglichst gro13es Volumen und einen mogliehst weit vorn gelegenen Schwer
punkt bei gegebenem Kaliber. Bei einem Drehkorper sind die Stellen grol3er 
Dicke fur den Widerstand maJ3gebend, wiihrend die Umgebung der Spitze wegen 
der geringen Angriffsflache von untergeordneter Bedeutung ist. 1m Gegensatz 
zu den Verhaltnissen bei dem Profil zeigen daher aile Geschol3formen kleinsten 
Widerstandes an der Spitze einen starken Dickenanstieg, womit die Stell en 
groJ3er Dicke und gro13er Oberflache dann urn so flacher gebaut werden konnen. 
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Die Anderung der Stromung mit dem Anstellwinkel e kann mit Beziehung auf 
die Ableitung bei Moo < 1 nun schnell berechnet werden. (Die erste Arbeit 
stammt hier von H. S. TSIEN57.) Fur das abgeleitete Potential<p. Gl. (VII, 29) tritt 
mit fJ2 = - cot2 1X nun an Stelle von Gl. (VII, 30) einfach: 

t 2 1 + 1 ~ 0 co 1X <P. xx - <p. rr - ~ <p. r 2 <p •. - . 
r r 

(30) 

Formal diesel be Gleichung ergibt sich fur <py, wenn Gl. (18) nach y abgeleitet 
wird. Also ist die Losung von (30) formal dieselbe wie v. Zur ErfUllung der Rand
bedingung im Anstromgebiet (v. = uoo ) sei nun noch die line are Funktion U oo r 
addiert (wie bei Moo < 1). Das gibt mit Gl. (27): 

x-reot", d 2G 
U OO J. dl;2 (I; - x) 

<p. = U oo r - -- . d~, 
2 n r V (I; - X)2 - r2 cot2 ex. 

o 

worin G(~) zunachst keine physikalische Bedeutung hat und nur so gewahlt 
werden muB, daB die Randbedingung am Korper Gl. (VI, 121): WI =<P.r = 0 
fUr r = h(x) erfUllt ist. Hier kann nun gleich die Entwicklung Gl. (24) ver
wendet werden, wobei sich mit Gl. (25) ergibt: 

dG x d2G r2 cot2 ex. 
4 n <p. r = 4 n U oo r2 + 2 U oo dx - 2 U oo dx2 + II x 2 - r2 cot2 ex. V x 2 - r2 cot2 ex. 

d3G 2 r cot ex. 
- U oo -d 3 r cot ex In .... _. ~==;;:==;;==-, 

x x - V X2 - r2 cot2 ex. 

woraus sich folgende Ableitungen ergeben: 

dG r cot2 ex. 
4nrp.x =4nu. =-2uoo ([X (x2-r2 cot2(X)3/, + 
d2G x 3 d 3G r cot2 (X 

+2uoo - -~---3uoo- + ... 
dx2 r (x2 -r2 cot2 (X)3/, dx3 V x 2 _ r2 cot2 (X 

dG X (X2 - 2 r2 cot2 IX) 
4 n <Per = 4 n U oo - 2 U oo'-d 2 (2 2 t2 )3/ - + x r x -r co iX 2 

d2G x 2 cot2 (X 
- 2 U oo dx2 (X2- r2 cot2 iX)3/, + 

+ d3G [ x cot iX t I r cot iX ] + 
U -- - co 1X n --J==;;===;;==~ 

00 dx3 V x 2 - r2 cot2 iX x - V X2 - r2 cot2 iX 

Fur kleine Korperdicken r = h(x) ist in der Entwicklung von <P.r das erste der 
G-Glieder ausschlaggebend, wenn die Mach-Zahlen nicht zu groB sind. Damit 
folgt aus der Randbedingung: 

dG 1 dG 
r =h(x): 0 =4nuoo -2uoo ([XhF; 2 ([X =4nh2 =4F. 

In der Entwicklung fur u. kommt es bei kleinem r offenbar auf das zweite Glied 
an. Damit ist: 

1 U oo dF dh 
u. = r[J.x = rp.x cos X = n -y;- dx C03 X = 2 Uoo dx C03 X, (31) 

in voller Dbereinstimmung mit der entsprechenden Formel bei UnterschaU
geschwindigkeiten (VII, 32). Dies gilt auch fUr W ••. 

Daher gelten die fUr Moo < 1 abgeleiteten Formeln auch fur Moo> 1, ins
besondere die Formeln (VII, 35) und (VII, 36) fUr em und en einschlieB
lich der physikalischen Folgerungen, allerdings mit abnehmender Genauigkeit, je 
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mehr sich der Machsche Winkel der Oberflachenneigung nahert. Nach der Ab
leitung von Normalkraft und Moment in Abschnitt VII, 4 aus der inkompressiblen 
Stromung in einer Querschnittsebene kann dieses Resultat nicht mehr verwundern. 

Bei der Anwendung von Linearisierungen bei Moo > 1 ist stets zu beachten, 
daB die Genauigkeit vom Verhaltnis der Neigungen von Stromlinien und Mach
linien abhangt, daB die Naherung mit steigender Mach-Zahl also schlechter wird. 
Wahrend fur unangestellte Rotationskorper stets auf gute Charakteristiken
verfahren zuruckgegriffen werden kann, sind entsprechende einfache Verfahren 
fur angestellte Rotationskorper noch nicht ausgearbeitet. Lediglich fur endlich 
dicke Kegel gibt Z. KOPAL5o exakte Losungen. Wahrend die einfache Formel (31) 
vollige Unabhangigkeit von cot (X ergibt, steigt nach KOPAL der Normalkraft
beiwert mit M. Nun kann man zwar uber die in Gl. (31) angegebenen Glieder 
hinaus auch bei Linearisierung noch weitere Machzahl-abhangige Glieder ge
winnen, doch geben diese eine Abnahme des Normalkraftbeiwertes mit M. Ein 
Versuch einer Verfeinerung uber Gl. (31) hinaus gibt also eine Verschlechterung 
der Resultate! 

Die Umstromung nicht angestellter Rotationskorper laBt sich nur unter Ver
nachlassigung der Reibung sehr genau berechnen. Dabei zeigt sich, daB die Ab
hangigkeit von der Mach-Zahl infolge der hier getroffenen Vereinfachungen 
oft falsch wiedergegeben werden. Deshalb hat die hier wiedergegebene Methode 
fur die direkte Anwendung hauptsachlich fur angestellte Korper Bedeutung, wo 
die Formeln auch bei beliebiger Schallnahe noch gel ten diirften. Wichtig sind die 
Formeln dieses Abschnittes auch als Spezialfal1 und Ausgangspunkt weitergehen
der Methoden, wie sich noch zeigen wird. 

4. Der schiefe Verdichtungssto8. 

Bei Verzicht auf die Einschrankung, welche durch die Voraussetzung kleiner 
Storungen gegeben ist, muB mit dem Auftreten von VerdichtungsstoBen ge
rechnet werden. DaB allgemeine Stromungsformen ohne solche StoBe gar nicht 
moglich sind, ergibt schon eine Betrachtung der Prandtl-Meyer-Eckenstromung 

Abb. 150. Prandtl-1tfeyer·Verdichtungsstrijmung. Abb. 151. Senkrechter stationarer StoB im bewegten 
System. 

(Abb. 109). Diese exakte Losung kann in zwei Richtungen durchlaufen 
werden. Fur die negative Richtung in Abb. 109 ergibt sich eine stetige 
Verdichtungsstromung, bei welcher ane Mach-Linien in einem Punkte P 
(Abb. 150) zusammenlaufen. Es ist unmoglich, daB die Stromung in der 
konkaven Ecke bei P stetig ist, wenn Parallelstromung auch noch oberhalb 
der letztgezeichneten Stromlinie herrscht. Denn die erste Storung der stetigen 
Stromung kann erst bei der vom Anfangspunkt E der Wandkrummung aus
gehenden Mach-Linie einsetzen. Diese wird jedoch von den spateren Mach-Linien 
im Punkte P durchkreuzt. Yom Punkte P muB also eine Storung ausgehen, 
welche steiler in der Stromung steht als die Mach-Linie der Anstromung. Dies 
muB eine Storung sein mit groBerer Relativgeschwindigkeit zum Gas, als eine 
kleine Storung besitzt. Es ist also offenbar ein schief in der Stromung liegender StoB. 
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Zur Aufstellung der StoBbeziehungen sei ein stationarer senkrechter StoB aus 
einem Bezugssystem betrachtet, welches sich abwarts in Richtung der Front des 
senkrechten StoBes bewegt (Abb. 151). Die friiheren Stromungsgeschwindig
keiten vor und hinter dem senkrechten StoB erscheinen nun als N ormalkompo
nenten der Geschwindigkeiten auf die StoBfront (W m W n) und es gelten alle in 
Tail II abgeleiteten StoBformeln, wenn an Stene der Geschwindigkeitsbetrage 
nun die entsprechenden Normalkomponenten gesetzt werden. Zu diesen treten 
aber noch Tangentialkomponenten CWt' Wt), die einander gleich sind: 

Wt = Wt. (32) 

Die StoBfront und die geanderte Anstromrichtung bilden nun den Sto(3front
winkel y. Es ist: 

Wn = Wsiny, Wt = W cosy. (33) 

Der Winkel y beim schiefen StoB entspricht dem Mach-Winkel ex bei der 
Machschen Welle. Er geht fUr schwache Storungen in diesen iiber, hangt aber 
im allgemeinen nicht - wie ex - von der Mach-Zahl der Anstromung allein, 
sondern auch von der StoBstarke, also vom Zustand hinter der StoBfront abo 

Wahrend der Zustand hinter dem senkrechten StoB (y = 90°) eindeutig durch 
den Zustand davor gegeben ist, hangt der Zustand hinter dem schiefen StoB 
noch vom Winkel y ab, so daB in die StoBgleichungen nun zwei Parameter ein
gehen: M und y, oder Wje* = M* und y. 

Der thermodynamische Zustand bleibt aus jedem beliebig bewegten System 
betrachtet der gleiche, er ist bewegungsinvariant. Das Verhaltnis thermischer 
ZustandsgroBen - fruher nur abhangig von M = W Ie - ist nur Funktion ,-on 
W nlc, also mit G1. (33) nur Funktion von: 

Wn W. M . 
~c- =c slny = smy. (34) 

Denn auch c ist bewegungsinvariant, weil es nur vom thermischen Zustand ab
hiingt. Fur das id. Gas konst. sp. W. ergeben sich also nach G1. (II, 34), (II, 42) 
und (34) folgende Beziehungen: 

~ = 1 __ 2_(1_ 1 ) = 1 [1 + ,,-1 (M2sin2 -1)]' e ,,+ 1 M2 sin2y M 2sin2y ,,+ 1 y , 

P = 1 + ~ (M2 sin2 y - 1)' (35) P ,,+1 ' 

T _ (:2 _ I r1 2" (M2' 2 1 -I ,- ,,-1 M2 . 2 I. T - C2 - M2 sin 2 y +" + 1 sm y - ) . 1 + ,,+ 1 ( sm y - 1) , 

1 ~ 

eo = Po = [1 + ~ (M2 sin2 -1)]- ,,-1 [1- _2_ (1- 1. )]- ,,-1. 
eo Po ,,+1 y ,,+1 M2 sm2y 

Da das Ruhedruckverhaltnis nur vom Entropieanstieg abhangt, ist es ebenfalls 
bewegungsinvariant. 

Die Definition des Ruhedruckes selbst lieB dieses einfache Ergebnis gar nicht 
erwarten, denn der Ruhezustand ist naturlich keineswegs bewegungsinvariant. 
Er verliert seine Eigenschaft bei Betrachtung aus einem bewegten Bezugs. 
system. 

Der zweite Hauptsatz der Warmelehre verbietet also auch schiefe Verdiinnungs
stoBe. Die Extreme des Druckanstieges liegen nach G1. (34) und G1. (VI, 40) bei: 

sin y = 1: y = 90° und sin y = ~ : y = ex. 

Oswatitsch, Gasdynamik. 1:3 
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Bei einer bestimmten Mach-Zahl der Anstromung zeigt also der senkrechte 
StoB den starksten Druckanstieg. Bei verschwindendem Druckanstieg entartet. 
der schiefe StoB erwartungsgemaB zu einer Machschen Linie. 

Tab. II, 1 fUr die Zustandsanderungen im senkrechten StoB kann auch fur 
die Anderungen der thermischen ZustandsgroBen und des Ruhedruckes im 
schiefen StoB verwendet werden, indem M sin y gebildet wird, und mit dies em 
Zahlenwert in die Kolonne fUr M in Tab. II, 1 eingegangen wird. 

Die Ruheschallgeschwindigkeit andert sich, wenn sie auf das bewegte System 
bezogen wird, vollig. Werden die GroBen des Systems, in welchem der StoB 
senkrecht erscheint, mit einem Strich gekennzeichnet, so schreibt sich der Energie
satz in diesem System wie folgt (T = T'; C =1= c', W' = W n) : 

W 2 + 2 T _ ~2_ '2 _ u + 1 *'2 
n Cp - u-l Co - u-l C • 

Daraus folgt durch Addieren von W t2: 

JP + 2 T - _2_ '2 + W 2 _ U + I *'2 + W 2 __ 2_ 2 _ U + 1 *2 
Cp - U _ I Co t - U _ 1 C t - U _ I Co - u _ I C . 

Also gilt folgende Beziehung fUr das mit W t bewegte System: 

u-l 
C '2-C 2 ___ W2. 
0-0 2 t, (36) 

Aus der einfachen Prandtlschen Beziehung (II, 35) folgt dann: 

W TV u-l W2 - *2 n· n+ u+l t -c . (37) 

Fur die Anwendung ist eine Beziehung anzustreben, bei welcher sich die An
stromung in x-Richtung, StoBrichtung und Stromungsgeschwindigkeit nach dem 
StoB abhangig vom Ablenkungswinkel, d. i. der Stromungswinkel f} nach dem 

A 
U 

StoB, ergibt. Zu diesem Zweck ist also TVn und 
W t durch u und v auszudriicken, wenn u = W n 

und v = 0 ist. Durch Drehung der Anstrom-
richtung in Abb. 151 und Aufeinanderlegen der 
Komponentendreiecke ergibt sich Abb. 152 mit 
folgenden Beziehungen: 

W n = u sin y, W t = u cos y = TV /1 

~ . v 
W =usmy---

.~bb . 152. Komponenten nach dem und 
8chlefen StoB. 

n cosy 

u-u tgy = -~ -. (38) 
v 

Damit lassen sich nun u und v in G1. (37) einfuhren. Esel'gibt sich der analyti
sche Ausdruck fur das "Cartesische Blatt" (Abb. 153): 

( ;* r [1 + -u ! I (;: r - c: c~] = L: .~-- 1)( ;: - c~ r- (39) 

F'nr em gegebenes u/c* ergibt sich v = 0 fur: 

u U u U 1 =_.- und -=-
c* c* c* c* . 

Das sind die beiden Grenzfalle fUr den senkrechten StoB und die Machsche Linie. 
Zwischen ihnen liegt ein Zustand maximaler Ablenkung, der nahezu auf Schall
geschwindigkeit, exakt auf etwas Unterschallgeschwindigkeit fuhrt. Es wird 
sich zeigen, daB aIle von dem betrachteten Kurvenstuck - die von A. BUSEMANN 
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zuerst eingefiihrte "StofJpolare" - wiedergegebenen Stromungszustande auch 
auftreten. Del' Rest des Cartesischen Blattes wird gerne als keinem physikali. 
schen Zustand entsprechend bezeichnet. Dies trifft abel' nur fiir die Werte 
W > W max zu, weil sie negativen Drucken, Temperaturen und Dichten ent· 
sprachen. Die zwischen u < W < W max gelegenen Kurventeile geben die 
Stromungszustande vor dem StoB, wenn mit u, 
v = 0 der Zustand hinter dem StoB bezeichnet 

v wird. Dies folgt daraus, daB dieses umgekehrte 
Problem mit genau denselben Gleichungen zu 
behandeln ist, nur mit der Voraussetzung: u > u. 
Diese StoBpolare fiir gegebene Anstromung hat 
beispielsweise praktische Bedeutung fiir die Kon
struktion von Schwanzwellen. Eine entsprechende 
Fragestellung trat beim StoB in instationarer 
Stromung auf (Abschnitt III, 14). 

Bei Variation der Anstromgeschwindigkeit 
ergibt sich das Busemannsche StoBpolarendia
gramm (Tafel I). Mit Hilfe des Diagramms 
lassen sich nun wichtige Aufgaben einfach IOsen. 
Sie konnen entweder als exakte Losungen ein
facher Probleme oder auch als Losungen in einer Abb. 153. Cartesisches Blatt GJ. (3U). 

kleinen Umgebung einer komplizierten Stromung 
angesehen werden. Vielfach besteht starke Verwandtschaft mit entsprechenden 
instationaren Problemen. Ein von A. BUSEMANN abweichendes praktische3 
Diagramm gibt L. PASCUCCIM an. 

Eine Zusammenstellung von Formeln nebst Tabellen und Diagrammen gibt 
F. SCHUBERT9. Beispielsweise ist der Ablenkungswinkel gegeben durch: 

l ~M2 ] 
cot f} = tg Y M2: 2 - 1 . sm y-l 

(40) 

5. Der Sto6 an einem Keil. 
Die Konstruktion des StoBes an einem Keil odeI' an einer konkav geknickten 

Wand stellt dieselbe Aufgabe dar. In jedem FaIle ist die Machsche Zahl der An
stromung gegeben. StoBfront
richtung und Geschwindigkeit 
hinter dem StoB ist mit HiIfe 
derdort vorgeschriebenen Stro
mungsrichtung zu bestimmen. 

Bei der in Abb. 154 wieder
gegebenen geknickten Wand 
ist zunachst die durch M* ge
gebene StoBpolare im Polaren
diagramm aufzusuchen. Das 
kann entweder durch Aus
messen erfolgen (M* = 1 etwa 

Abb. 154. Stol3 am Wandknick in der Stromungsebene und im 
Hodographen (Stol3polarendiagramm). 

= 20 em), oder es kann in Tab. VIII, 2 (S.446) die zu M* gehOrige Ch·Zahl auf
gesucht werden, nach welcher die entsprechende StoBpolare bezeichnet ist. Die 
ZweckmaBigkeit del' Verwendung dieser Ch-Zahlen wird sich spater im Zusammen
hang mit der Charakteristikenmethode erweisen. Aus der Richtung f} hinter dem 
StoB ergibt sich unmittelbar W. Die Verbindungsgerade der Endpunkte von den 

18* 
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Vektoren W und TV stellt nach Abb. 152 die Normalenrichtung auf die StoBfront 
dar. Damit ist der Zustand hinter dem StoB vollig bekannt. Der Druck kann beic 

spielsweise entweder aus Tab. II, 1 (S.29) mit M sin y an Stelle von M be
stimmt werden, oder auch mit Hilfe der Bernoullischen Gleichung (also mit 
Tafel III), wobei das Resultat noch mit dem aus dem StoBpolarendiagramm 
entnehmbaren Ruhedruckverhaltnis zu multiplizieren ist. 

Die in Abb. 154 gezeigte Stromung bildet das Gegenstuck zur Prandtl
:Meyer-Expansion an einem konvexen Wandknick. Ubrigens gibt die StoBpolare 
fUr eine bestimmte nicht zu groBe Ablenkung zwei mogliche Losungen. Neben 
der eben verwendeten gibt es noch eine mit steilerer StoBfront und Unterschall
geschwindigkeit nach dem StoB. 

1m Gebiet dieser "kraftigen" Losung nimmt der Druck mit wachsendem 
Knickwinkel {} abo Eine kleine WinkelvergroBerung hatte also eine Druck
abnahme an der Wand zur Folge, was offenbar zu instabilen Stromungsverhalt
nissen fUhrtlO. Diese zweite Losung kommt nur in Frage, wenn stromabwarts 

Abb. 155. Anliegende und abgeHiste KopfweIIe. Abb. 156. Allgemeine Lage eines Keiles in "OberschaII
striimung. 

noch starkere Hindernisse auftreten, welche die Geschwindigkeit auf M < 1 ab
bremsen. Durch die Unterschallstromung wirkt das Hindernis dann strom
aufwarts und druckt den StoB gegen die Anstromung. 

Bei verschwindendem Knickwinkel {} ginge von der Knickstelle nur eine 
::Vlachsche Welle mit verschwindendem Druckanstieg aus. Bei langsamer Steige
rung von {} wurde schlieBlich die hier wiedergegebene Losung erreicht. Bei 
weiterer Steigerung von {} wiirde schlieBlich - abhangig von der Mach-Zahl der 
Anstromung - ein f}max erreicht, von welchem an die StoBfront am Knick nicht 
mehr anliegen kann. Eine genaue Untersuchungll zeigt, daB die StoBfront bereits 
ein wenig vor f} = f}max yom Knick abruckt, namlich dann, wenn hinter der Front 
Schallgeschwindigkeit erreicht wird. Praktisch ist dieser Unterschied allerdings 
nur bei sehr genauer Beobachtung bemerkbar. Bei zu groBem Winkel f} muB der 
StoB, die Kopfwelle, vor dem Hindernis liegen. Ihr Abstand yom Hindernis muB 
dabei von der GroBe des Hindernisses selbst abhangen (Abb. 155). :Mit Ver
groBerung des Hindernisses bei Beibehalten der Form muB der StoB also strom
aufwarts rucken. Das heiBt aber, daB es fur einen unendlich langen Keil mit 
{} > {}max keine Stromung mit Uberschallgeschwindigkeit im Anstromgebiet gibt. 
Die Lange des Keiles bei {} < {}max dagegen ist auf die Stromungsverhaltnisse an 
der Spitze ohne EinfluB. Es ist interessant, daB sich bei Uberschallanstromung 
auf so einfache Weise unerfUllbare Randbedingungen aufstellen lassen. 

Die Berechnung einer abgelosten Kopfwelle stellt eine schwierige Aufgabe 
dar, weil Unter- und Uberschallstromung nebeneinander auftreten. Sie gehort 
damit zum Problemkreis der schallnahen Stromungen. 



VIII, 7. Reflexion des StoJ3es am freien Strahlrand, Herzkurve. 277 

Bei einem beliebig asymmetrischen Keil mit beliebiger Anstromrichtung ist 
das StoBpolarendiagramm entsprechend zu drehen. Wenn die Ablenkungswinkel 
nur unter der Hochstgrenze fill anliegende Kopfwellen liegen, ergeben sich oben 
und unten zwei voneinander unabhangige Losungen (Abb. 156). Die eine 
Seite kann sich' auf der anderen ja nicht bemerkbar machen. Das andert sich 
sofort, wenn der Keil zu kraftig ist und die Kopfwelle sich ablOst. 

6. Reflexion des StoBes an einer Wand. 
Diese Aufgabe kann ganz analog zu Abschnitt III, 18 (Abb. 39) behandelt 

werden. Bei einer auf eine Wand zustrebenden StoBfront (Abb. 157) ist die 
Stromungsrichtung hinter der Front (Feld 2) der Wand zugekehrt. Das Polaren
diagramm ist nun auf die Stromungsrichtung in Feld 2 einzustellen. Der Schnitt
punkt der zugehorigen StoBpolaren mit der Wandrichtung gibt den Zustand im 
Feld 3 hinter dem reflektierten StoB. Im Polarendiagramm werden die Zustande 

Abb. 157. Reflexion eines Stolles an einer Wand. Abb. 158. Reflexion im vollstiindigen Polarenbild. 
( _____ ) Stromllnie. 

am besten durch die Endpunkte der entsprechenden Vektoren gekennzeichnet. 
Ein StoB wird an der festen Wand als StoB reflektiert. 

Wie beim StoB an der konkaven Ecke gibt es wieder zwei Losungen im Feld 3, 
wobei wieder der schwachere StoB zu wahlen ist. Es kann aber wie beim voraus
gegangenen Beispiel auch gar keine Losung geben, wenn der erste StoB so kraftig 
ist, daB die Umlenkung von Richtung 2 auf Richtung 3 nicht mehr moglich 
ist. Dann kommt schon der erste StoB nicht zustande. 

Ein 1iberblick tiber die moglichen Reflexionen ergibt sich, wenn von der voll
standigen Polaren des Zustandes 2 ausgegangen wird (Abb. 158). Dann 
liegt der Punkt I auf dem Teil fir > W und der Zustand 3 auf dem Teil fir < W. 
Beide Vektoren mtissen in eine Richtung fallen, liegen also auf einer Geraden 
durch den Ursprung des Hodographen. Dabei ergibt sich sofort, daB es fUr zu 
groBe Werle von I - nun bei gegebenem Zustand 2 - keinen Zustand 3 gibt. 

Im allgemeinen unterscheiden sich "Einfallswinkel" und "Reflexionswinkel", 
werden aber im Grenzfall sehr schwacher StoBe (Machscher Linien) einander 
gleich. 

7. Reflexion des StoBes am freien Strahlrand, Herzkurve. 
Bei der Reflexion eines StoBes am freien Strahlrand (Abb. 159, vgl. auch 

Abb.43) solI der Druck nach der Reflexion, Feld 3, dem vor der Reflexion, 
Feld I, gleich sein. Dabei ist vorausgesetzt, daB sich das Medium jenseits des 
Strahlrandes in Ruhe befindet. Im Reflexionspunkt muB der Druck also sprung
haft absinken. Das ist nur so moglich, daB sich an dieser Stelle das Zentrum einer 
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Prandtl-Meyer-Expansion befindet, in der der Druck vom Werte hinter dem 
StoB [Feld 2] auf den Wert vor dem StoB abfallt. Bei schwachen StoBen 
(M sin y -1 ~ 1) bleibt die Entropie naherungsweise konstant. Die Forderung 
gleichen Druckes am Strahlrand ist dann mit Rucksicht auf die Bernoullische 
Gleichung identisch mit der Forderung konstanter Geschwindigkeit. In diese, 

.A bb. 159. ReflexioD eines scltwachen toBes am freien Strahlrand. 

sehr haufig benutzten "i8en
tropen N aherung" kann die 
Aufgabe leicht im Hodographen 
gelOst werden, indem dort auBer 
der StoBpolaren noch die 
Prandtl-Meyer-Stromung ein
getragen wird. Die Expansion 
erfolgt im gleichen Sinne wie in 
Abb. 109, so daB Formel (VI, 81) 
direkt verwendet werden kann, 
bis auf eine zu {} zu addierende 

Konstante, welche so zu wahlen ist, daB {} bei der Machschen Zahl hinter 
dem StoB auch der Stromungsrichtung hinter dem StoB entspricht. Abb. 159 
zeigt, daB sich die Stromung im StoB- und Expansionsteil in gleicher Richtung 
dreht. Die Reflexion fuhrt zu einem scharfen Knick im Strahlrand, wobei 
die Verdichtung als Verdunnung zuruckgeworfen wird. 

Bei starken 8toBen muB der Ruhedruckabfall berucksichtigt werden. Ist 
dieser nicht groB, so ergibt sich durch Entwickeln der Bernoullischen Gleichung 

'.0 

Pip' 

I 
A bb. 160. Berzkurvendiagramm ( tollpolare 

p' 
in der log p ' D·Ebene). 

(Tafel II, 5) nach dem Ruhedruck folgende 
Anderung der Geschwindigkeit mit dem 
Ruhedruck bei festgehaltenem statischen 
Druck: 

J W 1 (Po ) ---w-= XM2 Po-I + . ... (41) 

1m Schnittpunkt der Prandtl-Meyer-Kurve 
mit jenem Kreis im Hodographen, welche 
der durch den Ruhedruckabfall verminderten 
Geschwindigkeit entspricht, findet man dann 
den Zustand 3 nach der Reflexion. 

Fur Aufgaben, welche Druckbedingungen 
enthalten, empfiehlt es sich aber im folgenden 
uberhaupt ein Diagramm zu verwenden, wel
ches als Koordinaten Druck und Stromungs
winkel {} aufweist im Gegensatz zum Hodo-
graphen, dessen Polarkoordinaten W und {} 
sind. Es ist ublich und praktisch als kartesische 

Koordinaten log -'L und {} zu verwenden 
Pl 

(log = Logarithmus mit der Basis 10). Es ist dabei von untergeordneter 
Bedeutung, auf welchen Druck PI bezogen wird - in Frage kame etwa der 
Ruhedruck oder der statische Druck vor dem StoB - weil dies nur Einflul3 
auf die Lage des O-Punktes, nicht aber auf den MaBstab hat. Die Gerade 

log L = 0 (p = PI) gibt den Bezugsdruck wieder. Die in die log L, {}-Ebene 
PI PI 

gezeichnete Stol3polare heiBt ihrer Form nach " Herzkurve" (Abb. 160). Bei 
Schallnahe zeigt sie noch deutliche Ahnlichkeit mit der Busemannschen 8toB
polaren. Der Herzkurve kann aber der 8to13winkel y nicht mehr so leicht ent-
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nommen werden, weshalb es praktisch ist, y-Kurven in das Herzkurvendiagramm 
einzuzeichnen. Aus der StoBtabelle II, 1 folgt fur jedes Druckverhaltnis der 
Wert von M sin y. Mit dem Wert von y weiB man dann auch M, M* und alle 
anderen Daten hinter dem StoB. AIle thermischen GroBen einschlieBlich des 
RuhedruckverhiHtnisses ergeben sich direkt aus dem Druckverhaltnis in Tab. II, l. 

Zur Feststellung des Zustandes 3 wird auch die Prandtl-Meyer-Expansion 

[GI. (VI, 81)] in ein log ~, -&-Diagramm eingezeichnet (moglichst auf durchsichtigem 
PI 

Papier). Es ergeben sich je eine Kurve fur die Expansion im und gegen den Uhr-

.,y. 
<,- OO·N 

zo I. 75 
tJ. 
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0 p (l 

-/J,~ -IJ,.! loJ'p" , 
10';;; 

-10' 

Abb. 161. Prandtl-Meyer-Expansion in der verzerrten Abb. 162. Reflexian am Strablrand im Herzkurven-
po, .?-Ebene. diagramm. 

zeigersinn (Abb. 161). An der Kurve sind die zugehOrigen Mach-Zahlen notiert. 
Eine Parallelverschiebung der Kurve in -&-Richtung kommt einer Anderung des 

Winkels bei M = 1, eine Parallelverschiebung in log L-Richtung kommt einer 
.. PI 
Anderung des Bezugsdruckes gleich. Urn die yom Zustand 2 ausgehende Ex-
pansion zu erfassen, ist die Prandtl-Meyer-Kurve so zu verschieben, daB sie durch 
den Punkt 2 der Herzkurve geht und sich mit der dortigen Machschen Zahl 

deckt. Der Zustand 3 ergibt sich dann auf den Geraden log L = 0 (Abb. 162). 
.. Pl 

Die Ahnlichkeit mit dem StoBpolarenbild (159) ist deutlich. 

8. Der Sto8 im Zentrum einer Prandtl-Meyer-Kompression. 
Die Frage, was im Zentrum einer durch eine konkave Wand vorgegebenen 

Prandtl-Meyer-Kompression geschieht (Abb. 150), kann nun leicht beantwortet 
werden. Der Zustand 2 nach 
der Kompression ist durch 
Druck und Richtung vollig 
bestimmt. Da er durch isen
trope Verdichtung aus dem 
Zustand 1 erreicht wurde, 
kann er nicht gleichzeitig 
auch uber einen schiefen StoB 
hergestellt werden. Dies ist 

, 
o loti!! 

J /II 

Abb. 163. Zustand im Zentrum einer Prandtl-Meyer-Verdich(.ung. 

nur naherungsweise in "isentroper Naherung" moglich, in der sich der StoB ohne 
weiteres aus der vorgeschriebenen Richtungsanderung ergibt, wobei an der von P 
ausgehenden Stromlinie der gleiche Druck entsteht wie bei der stetigen Kompression. 

Exakt ist der Druck bei gleicher Ablenkung nach einem StoB stets etwas 
kleiner als nach einer stetigen Verdichtung. Dieser muB also eine von P a.us
gehende Expansion folgen, die so groB ist, daB an der Begrenzungsstromlinie von 
stetig und unstetig verdichtetem Medium wieder derselbe Druck P3 = p, 
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(Abb. 163) herrscht. Del' Endzustand in den Feldern 3 und 4 ergibt sich 
sofort aus del' von 1 ausgehenden Herzkurve und del' gegen den LThrzeiger 
drehenden, yom Zustand 2 ausgehenden Prandtl-Meyer-Expansion. J.'Jfa ergibt 
sich dabei aus der Herzkurve, M4 hingegen aus der Prandtl-Meyer-Kurve. Der 
Unterschied zwischen den Zustanden 3 und 4 ist im allgemeinen gering und 
die Expansion von 2 nach 4 schwach (vgl. auch Abb. 41). 

Die in P ansetzende Stromlinie liegt an einem Geschwindigkeitssprung, es ist 
eine Unstetigkeitslinie. Mathematisch ware dieser Geschwindigkeitssprung durch 
eine Wirbelbelegung darzustellen. Die Stromung ist als ganze nicht mehr wirbel
frei, wohl abel' noch in den Teilgebieten beiderseits der Wirbelbelegung. 1m 
allgemeinen kann also eine Stromung mit schiefen StoBen nicht mehr aIR 
wirbelfrei angesehen werden. 

9. Zusammentreffen gleichlaufender StoBwellen. 

Die Prandtl-Meyer-Verdichtung kann als Grenzfall einer groBen Anzahl in 
einem Punkte zusammenlaufender schiefer StoBe aufgefaBt werden. Der V organg 

im Treffpunkt zweier gleich
laufender schiefer StoBe -
hervorgerufen etwa durch 
zwei aufeinanderfolgende 
Wandknickt' (Abb. 164, siehe 

1/0.ff, auchAbb.42)-ist alsonahe 
verwandt. Wieder ist der Vel'
lust in beiden schiefen SWBen 

zusammen geringer als in dem einen StoB, del' jenseits des Zusammentreffens ent
steht. Immerhin ist del' Verlust abel' groBer als bei einer isentropen Verdichtung 
auf gleichen Stromungswinkel. Del' yom Treffpunkt P ausgehende Verdiinnungs
facher ist also im allgemeinen noch schwiicher als beim vorangegangenen Beispiel. 
Die "isentrope Naherung" ist meist schon recht gut, was sich in einelll geringen 
Abweichen der Herzkurven voneinander auBert. 

Abb. 164. Zusammeutreffen gleichgerichteter StoLle. 

Der Zustand 2 und 3 liegt auf der Herzkurve des Zustandes 1. 1m 
Punkte 2 setzt die zu diesem Zustand gehorige Herzkurve an und fiihrt zu dem 
durch den zweiten Wandknick gegebenen Zustand 4. DerSchnittpunkt del' von 
dort ausgehenden Prandtl-Meyer-Expansion mit del' Herzkurve von 1 gibt die 
Zustande 3 und 5, wobei sich wieder M3 und M3* aus del' Hel'zkul've, -,rI5 und 
J.:tIt aus del' Prandtl-Meyer-Expansion ergibt. 

10. Zusammentreffen gegenlliufiger StoBwellen. 
Die Reflexion eines StoBes an einer Wand (Abb. 157) kommt dem Zu

s:tmmentl'effen zweier gegenlaufigel', gleichstarker StoBwellen in der Wandebene 
gleich. Das Zusammentreffen von 

# StoBen unterschiedlicher Starke 

f 

Abb. 165. Zusammentreffen gegenliiufiger StoLle. 

sei wieder im Herzkurvendia
gramm betrachtet (Abb. 165). Dit' 
Zustande 2 und 3 liegen nun auf 
del' positiven und negativen Seite 
del' Herzkurve des Zustandes 1. 
Dort sind die Herzkurwn von 2 
und 3 anzusetzen, aus del'en 

Schnittpunkt sich nun sofort die Zustande 4 und 5 gleichen Druckes und gleicher 
Richtung, abel' im allgemeinen unterschiedlicher Mach-Zahl ergeben. Bei haufiger 
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Behandlung diesel' Aufgabe empfiehlt es sich, zwei durchsichtige Herzkurven
diagramme zu haben, die auf einem undurchsichtigen verschoben werden. Die 
Mannigfaltigkeit aller Losungen la13t sich gut uberbIicken, wenn man iihnlich 
wie in Abb. 158 "vollstandige" Herzkurven zu Hilfe nimmt. Zustand 1 und 
Zustand 4-5 sind dann zwei Schnittpunkte del' vollstandigen Herzkurven 
yom Zustand 2 und 3. 

Die entsprechende instationare Aufgabe zeigt Abb. 40. 

11. Der GabelstoB. 
Es erweist sich auch durchaus als moglich, daB beim Zusammentreffen zweier 

StoBe nul' ein einziger StoB abzweigt, ohne daB es zu einem Prandtl-Meyer
Facher kommt. Man spricht dann von GabelstoBen. Sie sind in Wandnahe im 
Zusammenhang mit Grenzschichtvorgangen oft zu beobachten. Urn die Moglich
keiten eines GabelstoBes bei einer bestimmten Mach-Zahl 2111 del' Anstromung zu 
studieren, sind fur die verschiedenen 
Punkte del' Herzkurve des Zustandes 1 
die zugeh origen Herzkul'ven zu zeichnen 
(Abb. 166). El'gibt sich ein Schnitt
punkt del' Herzkurve des Zustandes 2, 
weI chel' sel bst ein Punkt del' Hel'zkurve 1 
ist, mit del' Herzkurve 1, so gibt es 
einen GabelstoB. Denn del' Zustand 3 
ist dann sowohl uber einen StoB als 

Abb. 166. Der GabelstoB. 

, 

auch uber zwei St oBe yom Zustand 1 aus erreichbal'. Die Erscheinung kann in 
isentropel' Naherung naturlich auch direkt im Busemannschen StoBpolaren
diagramm studiert werden, wobei sich del' Stromungszustand etwas schneller 
ergibt als aus dem Herzkurvendiagramm. 

Mit dem GabelstoB haben sich erstmalig A. WEISE12 und H. EOOINK13 beschaf
tigt. Verbesserungen und Vereinfachungen gibt W. WUEST 14. Eine genaue 
Feststellung aller ~Ioglichkeiten bedarf einer sehr genauen Untersuchung, welche 
F. WECKEN15 gibt. Dabei zeigt sich, daB es unter Umstanden nicht nul' zwei, 
sondeI'll auch drei Losungen bei gegebenen Zustanden 1 und 2 geben kann. 

Unter einer bestimmten Mach-Zahl (fUr u = 1,405: Ml = 1,2447 nach 
W. WUEST) gibt es keinen Gabelsto13. Dies ist interessant, weil die Dberlegungen 
auch fur einen Punkt einer beliebigen Stl'omung gelten. Denn del' Vorgang del' 
Gabelung volizieht sich in einem auBerordentlich kleinen Bereich, in dem die 
Stromung im allgemeinen als parallel angesehen werden kann. 

12. Kegelige Stromung. 
Wie alle in den letzten Abschnitten behandelten Stl'omungen, zeichnet sich 

auch die Stromung an einem Kreiskegel dadurch aus, daB del' Stl'omungszustand 
lediglich yom Polal'winkel abhangt, auf allen von del' Kegelspitze ausgehenden 
Kegelflachen also konstant ist. Voraussetzung ist dabei, daB eine entsprechende 
Stl'omung uberhaupt besteht, d. h. daB die Kopfwelle an del' Kegelspitze anliegt. 
Tut sie das nicht, etwa weil del' Kegel zu stumpf ist, so kann man genau wie beim 
Keil schlieBen (Abschnitt 5), daB es an einem unendlich langen Kegel keine 
Dberschallstromung gibt. 

AnschlieBend an die Prandtl-~Ieyer-Stromung wurde in Abschnitt VI, 12 
eine kegelige Kompressionsstl'omung behandelt. Mit deren Rilfe ist es allerdings 
nicht moglich, yom Kegel ausgehend die Stromung VOl' diesem zu bel'echnen, weil 
die GroBe del' Geschwindigkeit am Kegel unbekannt ist. Doch laBt sich iiiI' einen 

18 a 
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gegebenen StoBwinkel y - ausgehend von den Bedingungen hinter dem StoB 
- die Stromung bis zum Kegel leieht naeh Abb. III konstruieren. Da es 
sieh um eine Konstruktion im Hodographen handelt, ergibt sieh fur jeden StoB 

Abb. 167. Stollpolare nnd Apfelkurve. Abb. 168. Kegelstromung bei M 00 ~ 1,aO nach TAYLOR 
und :\iACOLL. -_ .vlnch·Linien, ___ Stromlinien. 

bei einem bestimmten Moo, d. h. fur die Punkte del' StoBpolare als Anfangs
bedingung ein kegeliges Feld (Abb. 167). Die Endpunkte del' Konstruktion 
geben die Kegelwinkel f} und die Gesehwindigkeitsbetrage W am Kegel, welehe 
zu dem entspreehenden StoBwinkel gehoren. Die Endpunkte bilden die soge
nannten "Aptelkurven" 16, sie geben den Zu- '-----r------,--- -r-, (7,2" 
sammenhang von W und f) am Kegel bei ge-
gebener Anstromung. Bei derselben StoBlage cp 

ist naeh dem Verlauf del' Apfelkurve die Til ° 
Stromung am Kegel steiler als hinter dem 
StoB, also steiler als an einem Keil gleiehen {l,JI-~~~~==:t:::L=--H 
StoBwinkels. Die Stromlinien biegen sieh gegen 
den Uhrzeigersinn. Dabei kann hinter dem 
StoB reine Ubersehall-, reine Untersehall-
oder aueh gemisehte Stromung henschen. ()'------L _ __ ..I-_ __ LJ 

Den letzten Fall gibt Abb. 168 fur eine Mach-
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Abb. 169. Grenzwinkel von Keil und Kegel, abhiingig von 
Moo (" ~ 1,405). 
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Abb. 170. Druckkoeffizient nach Versuchen18 

und Theoric ( __ ) von 'l'AYLOl(-MAC(nL und 
v. KAR)IAl\"-lIIOORE [Gl. (21) u. (23)] an Kegeln 
mit 10', 20 0 und 30° als halbenOffnungswinkel. 

Zahl der Anstromung .l1100 = 1,30 wieder. Auf der Schallisotache mussen die 
Mach-Linien senkrecht zur Stromlinie enden. Der maximal zulassige Kegelwinkel 
ist bedeutend groBer als beim Keil mit gleieher Mach-Zahl der Anstromung 
Moo. Abb. 169 zeigt die Grenzwinkel fur Kegel und Keil. Die8e sind aller
dings nieht vollig identisch mit dem Anliegen del' Kopfwelle, wie in Abschnitt 5 
ausgefUhrt, weil die Stromung schon bei einem etwas kleineren Winkel instabil 
wird. Fur den praktisehen Gebrauch spielt diesel' Unterschied abel' kaum eine golle. 
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Aus der dunnen, von del' Apfelkurve zur StoBpolare gehenden Verbindungslinie 
ergibt sich del' gesamte Stromungszustand zwischen StoB und Kegel. DerVektor 
vom Ursprung zu einem Punkt diesel' Kurve gibt Geschwindigkeitsbetrag und 
Richtung. Die Normalen-Richtung del' Kurve (die Richtung des Krummungs
radius) gibt nach Ab b. 111 die zugehOrige Richtung des kegeligen Stromungsfeldes. 
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Abb. 171. Druekkoeffizient an Keil nnd Kegel Abb.172. Stollwinkel am Kegel, abhangig vom Kegel-
(" = 1,405). winkel und Moo (" = 1,405). 

Abb.170 zeigt Versuche und die exakte Theorie, beides nach TAYLOR
MACOLL17. AuBerdem sind fUr den Kegel kleinsten Offnungswinkels noch die 
Ergebnisse del' Theorie kleiner Storungen nach v. KARMAN-MoORE eingetragen. 
Sie sind fur das entsprechende Dickenverhaltnis (etwa 35%) ziemlich schlecht, 
obwohl die Geschwindigkeitsstorungen noch 
klein sind. Mit Annaherung von iXoo an {f, 
in dies em Fall fur Moo ~ 5,76, ergeben sich 
verschiedene Resultate in del' Theorie 
kleinel' StOl'ungen, je nachdem, ob in Gl. (21) 
die exakten Werte del' Konstanten A vel'
wendet werden, odeI' ob nach Gl. (23) 
auch (tg{} cot iX)2 < 1 vorausgesetzt wul'de. 
Die Unterschiede sind jedoch im Vergleich 
zum Abweichen von del' exakten Theorie 
bedeutungslos. Es hat demnach den An

y 

Abb.173. Acb sensymmetri cbe Verllichtungs· 
diise naell BUSBiliNN. 

schein, daB eine uber die Gl. (23) hinausgehende Genauigkeit nicht gerechtfertigt ist. 
Abb. 171 gibt die Druckkoeffizienten am Kegel und Keil verschiedenen 

Offnungswinkels abhangig von Moo. Mit ihrer Hilfe laBt sich bereits ein Bild von 
den moglichen Widerstanden in Uberschallstromung gewinnen. 

Fur die Berechnung del' Geschwindigkeitsverteilung an Korperspitzen, die 
naherungsweise stets als Kegel angesehen werden konnen, ist die Kenntnis des 
StoBwinkels y bei gegebenem Kegelwinkel und gegebenem Moo Voraussetzung. 
Zu dessen Ermittlung dient das Diagramm Abb. 172. Wie beim Keil (Ab
schnitt 5) ist auch beim Kegel stets del' klein ere del' beiden moglichen StoB
frontwinkel zu wahlen. Nach ermitteltem y ist dann mit del' Konstruktion 
nach Abb. III die Kegelstromung schnell konstruiert. Wegen mangelhafter 
Ablesegenauigkeit kann sich in del' Konstruktion dabei ein geringfugig geanderter 

18 a* 
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Kegelwinkel ergeben. Nach Wiederholung del' Konstruktion mit etwas ge
andertem StoGwinkel ist die gewunschte Kegelstromung dann bald gefunden. 
Es macht daher wenig aus, daB das Diagramm Abb. 171 und 172 abweichend 
von den Tabel1en dieses Buches fur % = 1,40fJ gezeichnet ist. 

Bei schwachen Sto13en ergibt sich del' Zustand hinter dem StoB nur ungenau 
aus y. Deshalb empfiehlt es sich, bei schlanken Kegeln die Geschwindigkeit am 

Kegel etwa mit Abb. 171 zu 
bestimmen und die Kon
struktion des Stromungs
feldes am Kegel zu beginnen. 

Eine genaue Analyse del' 
Kegelstromung gibt A. BUSE

MANN19. Dabei konnen solche 
Stromungen nur als Ver
dichtungen in Verbindung 
mit Sto13en auftreten, worin 
ein wesentlicher Unterschied 
zur verwandten ebenen Stro
mung nach PRANDTL-MEYER 
besteht. AuGer den Stro
mungen am Kegel hat noch 
eine Verdichtungsstromung 
in Dusen die Eigenschaft 
kOlltltanter StrCimungszu
stiinde auf Strahl en durch 
ein Zentrum (Abb.173). Diese 
endet mit einem kegeligen 
StoG. 

Ausfiihrliche Tabellen der 
KegelstrCimung fUr % = ] ,405 
und % = 1,:33 wurden III 

Amerika gerechnet20 ,21. 

Abb. 1H. KcgeiVl'ojcktii bei JI w ~ 1,57ti (oben) un<l JJ oc 
nach ?llACOLL". 

Abb.174 zeigtAufnahmen 
fliegender KCirper mit Kegel
spitze. COber das Sichtbar
machen von StCiBen und 

1,2:n Mach _ Wellen i:liehe Ab-
i:lchnitt XII, 2.) Fur die 

Stromung am Kegel ist die Form des KCirpenl dahinter ohne EinfluG, wenn 
tiberall UberschallstrCimung herrscht. Bei 1.1100 = l,fJ76 zeigen 8ich von den 
Rauhigkeiten del' Kegeloberflache ausgehend deutlich Mach-Wellen. Erst dort, 
wo die vom Kegelende am;gehende Mach-Welle auf den StoB auttI'ifft, kann sich 
bei diesem eine Krtimmung bemerkbar machen. Bei 11100 = 1,231 hingegen herrscht 
am Kegel bereits Unterschallgeschwindigkeit, daher kCinnen keine }fach-Wellen 
mehr auftreten. Die Endlichkeit des Kegel" beeinflu13t nun die gauze Kegel
stromung. Tatsachlich i8t die StoSfront auch etwas gehtimmt. Eine Kegelstromung 
mit Unterschallgeschwindigkeit liiSt Rich mit endlichen Kegeln exakt nicht mehr 
verwirklichen. Es handelt sich dabei bereits um ein typiBches Problem Rchallnaher 
StrCimung. 

13. StoBstromung. 
Da in ebener StrCimung hinter einem StoB wieder ParallebtrCimung herrRcht, 

allerdings mit geiinderter Mach-Zahl, la13t sich eine nUl' aus Verdichtung8"tCiBen 
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und Parallelstromfeldern zusammengesetzte Stromung - eine StoBstromung -
aufbauen. Schwierigkeiten konnen erst dort auftreten, wo sich die StoBe durch. 
kreuzen. Dieses Gebiet sei aber hier nicht betrachtet, durch entsprechende 
Wande konnen StoBdurchdringungen uberhaupt vermieden werden (Abb. 175). 
Praktische Bedeutung besitzt eine solche Stromung fur die Verwirklichung eines 
guten Druckruckgewinnes. Der Ruhedruckverlust ist bei hoheren Mach·Zahlen 
im senkrechten StoB ganz erheblich und kann durch Auflosen des senkrechten 
StoBes in schiefe TeilstoBe wesentlich verringert werden. Das gelingt besonders 
gut an scharfen Vorderkanten, wo die Grenzschicht ohne EinfluB ist. Den ge· 
ringsten Verlust gabe naturlich eine stetige isentrope Verdichtung. Doch zeigt es 
sich, daB diese durch Grenzschichteffekte 
(hervorgerufen durch die starken Druck· 
anstiege) gestort wird, wo bei sich schiefe 
StoBe bilden. 

Beim Aufbau einer StoBstromung tritt die 
Frage auf, wie eine bestimmte Anzahl von 
StoBen beschaffen sein muB, damit der ge· 
sa.mte Ruhedruckverlust einen Minimalwert 
annimmt. Es muB dabei gefordert werden, daB 
der letzte StoB zu einer bestimmten Mach·Zahl 
fuhrt (etwa M = 1) oder daB er ein senkrechter 
StoB ist. Ohne eine solche Einschrankung 

tJ 

A bb. 1 ii'>. Stol3stromung. 

ergibt sich namlich der geringste Verlust dann, wenn alle StoBe in Mach. 
Wellen ausarten, womit dann allerdings auch jeder Druckanstieg ausbleibt. Ob· 
wohl die Aufgabenstellung elementar ist - es handelt sich urn eine Extremwert. 
aufgabe mehrerer unabhangiger Veranderlicher mit Nebenbedingungen - kommt 
man nur bei geschickter Darstellung zum Zie]22. Bei M n = 1 (M n = Mach ·Zahl 
nach dem n·ten StoB) ergibt sich als Resultat, daB fur aIle StoBe def Wert von 
M sin y derselbe sein muB. D. h. die Verluste in den einzelnen StoBen mussen 
einander gleich sein! Fur den praktisch wichtigeren Fall, daB der letzte StoB 
senkrecht ist, ergibt sich fur die schiefen StoBe wieder gleiches M sin y = -L7J1 0 sin Yo 
(Mo = Mach·Zahl der Anstromung), aber ein etwas abweichendes 1'l1n _ 1 (Mach. 
Zahl vor dem letzten StoB): 

Tabelle VIII, }22. Hochstmoglicher Ruhedruck Po nach 
n -1 schiefen und einem senkrechten Stoj3 (I<: = 1,405). 

I n~ 1 I n~2 I n~3 
Mo 

Po/Po Mosinyo I Mn-l ~o/Po M~;nyo IM~=l -I 
Po/Po 1 

1 

1,0 1,000 I 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 
1,5 0,929 1,215 1,168 0,980 1,125 1,095 1 0,990 
2,0 0,721 1,470 I 1,388 I 0,900 1,279 1,222 0,949 
2,5 0,499 1,724 1,622 I 0,715 1,443 1,365 0,863 
3,0 0,328 1,966 I 1,854 0,586 1,600 1,508 0,744 
3,5 0,213 2,198 2,079 I 

0,435 1 
1,752 1,649 0,615 

4,0 0,139 2,418 I 2,288 i 0,314 1,892 1,782 0,488 

Darnach zeigt sich bei hbheren Mach·Zahlen ein ganz entscheidender Effekt. 
Wahrend bei geringem Uberschall schon mit zwei StoBen der wesentliche Effekt 
erreicht wird, wird bei hohen Mach-Zahlen moglichst uber drei StoBe heraus· 
gegangen werden. Dabei ist es nicht wichtig, die hier angegebenen Zahlen genau 
einzuhalten, da geringe Abweichungen in der Umgebung eines Extremwertes 
nur wenig am Resultat andern. 
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14. Transformation der Differentialgleichungen auf die Machschen Linien. 
In Abschnitt VI, 5 uber die Typenunterscheidung der Differentialgleichung 

wurde festgestellt, daB Storungen in Uberschallstromungen begrenzte Einflul3-
gebiete besitzen. Diese werden, wie bei den instationaren Stromungen, durch die 
Machschen Linien begrenzt, wenn die Storungen schwach oder die Zustanus
anderungen stetig sind. Wie bei den instationaren Stromungen kann, also von 
"EinfluBge bieten", "A bhangigkeitsge bieten" und "Fortsetzungsge bieten" ge
sprochen werden, wobei die Abb. 48, 49, 50 einfach in die x, y-Ebene, die Stro
mungsebene der ebenen oder achsensymmetrischen Stromung zu ubertragen sind. 

Jede Machsche Linie kann als Rand eines EinfluBgebietes in Frage kommen. 
Durch die Zustande aUf der Mach-Linie sind die Ableitungen langs der Mach
Linie gegeben. Diese durfen nun aber nicht mit den Ableitungen zusammen
hangen, welche von der Mach-Linie wegfiihren, weil sonst entgegen der Voraus-

setzung ein EinfluB uber das EinfluBgebiet 
y hinaus bestehen wurde (siehe Abschnitt III, 25). 

Es muB also bei der stationaren Uberschall-
stromung wie bei der instationaren Stromung 
eine besonders einfache Gestalt der Differential
gleichungen nach Transformation auf die 
Machschen Linien erwartet werden. Diese 
werden wieder als Charakteristiken bezeichnet. 

Beim Blick in Stromungsrichtung sei die 
linkslaufige Charakteristik, welche den Nei

Abb. 176. Charakteri tikenneigung in der 
tromungsebene. gungswinkel {} + iX mit der x-Achse ein-

schlieBt, mit ; = konst., die rechtslaufige 
Charakteristik, welche den Neigungswinkel {} - iX mit der x-Achse einschlieBt, 
mit 1) = konst. bezeichnet (Abb. 176). Dann ist: 

;",j;y = -tg ({) +iX); 1)x/1}y = -tg ({}-iX). (42) 

Diese Gleichungen fuhren zum Spezial£all kleiner Storungen, wenn {} = 0 
und iX = iXC>:) gesetzt wird. Die Mach-Linien sind dann zwei Scharen paralleler 
Geraden (Abb. 140) mit den Neigungen: 

1 1 
; x/; y = - tg iXC>:) = - \1 M60 _ 1; 1) x/1) y = tg iXC>:) = ~--=-i- ' (43) 

Rier interessiert nUl:' der allgemeine Fall. Es ist zweckmiiBig, entsprechend 
zu GI. (VI, 50) die Betrage der Gradienten von ; und 1) einzufuhren. Aus 
GI. (42) foIgt dann: 

~ x = sin ({) + IX) Vr:-~-;;x2-+--;~-::y 2 = hI sin ({) + IX); ~ y = - hI cos ({) + IX), 

1)x = - sin ({) - IX) V 1)x2 + 1)y2 = - h2 sin ({) - iX); 1)y = h2 cos ({) - IX). (44) 

Dabei liegt eine Willkur in der Wahl der positiven Gradientenrichtung. Die 
Wahl wurde so getroffen, daB die Zahlung von ~ in Richtung von x und die 
Zahlung von 'Yj in Richtung von y verlauft, wenn -n/2 < {} < n/2 ist. Der Betrag 
des Machschen Winkels iX ubersteigt definitionsgemaB nie den Wert n/2. Die Diffe
rentialgleichungen wurden bereits in Abschnitt VI, 6 auf allgemeine Koordinaten 
transformiert. Vor deren Anwendung sollen noch folgende, haufig vorkommende 
Ausdrucke mittels GJ. (44) und GJ. (VI, 40) vereinfacht werden: 

u ; x + V ; y = hI W [sin ({) + iX) cos {} - cos ({) + IX) sin {}] = hI W sin iX = hI C. 

U 1)x + v 1)y = h2 W [- sin ({)- IX) cos {} + cos ({}-iX) sin {}] = h2 W sin iX = h2 c. 
(45) 
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DaB hier nur c vorkommt, kann nicht verwundern, denn es handelt sich urn ein 
inneres PrQdukt von Geschwindigkeitsvektor und Gradient der Mach-Linie 
(Abb. 177) Die Normalkomponente der Geschwindigkeit auf diese ist aber c. 

Aus der Kontinuitatsbedingung (VI, 45) sei die Dichte mit dem Energiesatz 
(VI, 47) eliminiert, so daB sich zusammen mit den beiden Eulerschen Gl. (VI, 46) 
drei Gleichungen fiir u, v, P ergeben. Mit Gl. (44) und (45) gilt dann: 

c (! hI sin ({} + IX) 'uo - C (! h2 sin ({} - IX) u7] - C (! hI cos ({} + IX) V ~ + 
+ c (! h2 cos ({} - IX) v7] + hI P~ + h2 P7] + {(}yv c} = 0; 

c (! hI u~ + c (! h2 u7] + hI sin ({} + IX) P; - h2 sin ({} - IX) P7] = 0; 

c (! hI v; + c (! h2 v7] - hI cos ({} + IX) P~ + h2 cos ({} - IX) P7] = O. 

Das eingeklammerte Glied in der ersten Gleichung gilt dabei fiir achsen
symmetrische Stromung. Die Eulerschen Gleichungen weisen kein entsprechen
des Zusatzglied auf. Nach den friiheren Uberlegungen darf nun etwa auf der 
linkslaufigen Mach-Linie (.; = konst.) keine Ableitung U~, 
v;, Po vorkommen. Aus dem System laSt sich durch Multi
plizieren der drei Gleichungen mit 

1 ; - sin ({} + IX); cos ({} + IX) 

und nachfolgender Addition leicht U und v fortschaffen. 
Tatsachlich verschwindet dann gleichzeitig auch der 
Koeffizient von Pr;o Nach trigonometrischen Umformungen 
und Division durch 2 c h2 cos IX bleibt 

. cos IX { V } -sm{}u7] + cos{}v7] +-- prj + -2 h = O. 
c (} Y 2 cos IX 

Abb.177. Ge chwlndigkeits· 
\"ck tor und Gradient dor 

) Iach-Linic. 

Es ist hier zweckmiWig, W und {} einzufiihren, mit Gl. (VI, 40) ist: 

{} Prj { sin {} } 
'1 + cot IX -W2 + -2 h -- = O. (} Y 2 cos IX 

Fiir ebene Stromung Ware man mit obiger Gleichung schon am Ziel mit einer 
sehr einfachen Gleichung auf'; = konst. als Resultat. Bei achsensymmetrischer 
Stromung ist es jedoch zweckmaBig, die Bogenlange llangs der Machschen Linie 
einzufiihren. Das Bogenlangenelement ist bekanntlich gegeben durch: 

dl = V xt2 + Yt2 dt, 

wenn die Kurve durch die Parameterdarstellung x(t), y(t) dargestellt wird. Die 
Kurve .; = ';1 = konst. hat dann die Darstellung X(';l' rJ), Y(';l' rJ). Mit den 
Gl. (VI, 43, 44) ergibt sich nun allgemein: 

h12 h22 [sin (fJ + IX) cos (fJ-lX) - sin (fJ-lX) cos (fJ + 1X)]2 

woraus fiir das Bogenelement folgt: 

(.!!,-) = V x 2 + y 2 = ----0-----0-
1---..,.-_ 

( 1) ; '1 '1 h2 sin 2 IX ' 

1 

(46) 

eine Beziehung, die sich auch geometrisch deuten lieBe. Wird mit dieser die 
GroBe h2 eleminiert, so ergibt sich die Gleichung: 

{} cot IX + ( . . {} 1 Ol} 0 
'1 + -W2 P7] {SIll IX SIll --;- = , 

(} t Y u~ 
(47) 
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auf der linkslaufigen Charakteristik: ~ = konst. Indem das negative V orzeichen 
von iX genommen wird: 

{} , cot ex + ( . . {} 1 DZ} 0 - ~ -;- -W2 P~ < sm iX i:lln - ~ = , 
elY 0, 

auf der rechtslaufigen Charakteristik: 1] = konst. 

(47) 

Die G1. (47) Hind das Analogon zu den G1. (III, 106) auf den }\hch-Linien der 
instationaren eindimensionalen Stromung und werden wie diese Vertraglichkeits
bedingungen genannt. Sie reichen zur Berechnung iRentroper Stromungen aus, 
weil dann auch der Druck nur von TV abhangt, womit {} und TV als einzige Un
bekannte auftreten. [Wie .il1 hangt ja auch.x bei isoenergetischer Stromung uber 
den EnergieHatz (11, 29) stets nur von TV abo Die entsprechenden Formeln in 
Tab. II, 5 gelten liber VerdichtungsstoDe hinweg.] 1m allgemeinen Fall der i80-
energetischen Stromung kommt noch G1. (VI, 3) dazu, die amlsagt, daD die Entropie 
auf Strom1inien konstant ist, daD die Bernoulli8che Gleiehung also auf jeder i:-ltrom
linie zwischen SUi/3en gilt mit einemmit der Stromlinie sich andernden Ruhedruek Po. 

15. Die l\lachschen Linien als Kurven unbestimmter Querableitnng. 

Obwohl mit den GI. (47) bereits daR gewunschte Zie1 erreieht wurde, sei hier 
zur Vertiefung deH Verstandnisses noch eine andere Darstellung gegeben, zunml 
ein entsprechender Weg auch bei del' im;tationaren eindimensionalen Stromung be
Rchritten werden kann. Die Betrachtung sei dabei auf den ebenen Fall beschriinkt. 
Sie kann dabei an del' gasd. G1. (VI, 11) uml dem Croccoschen WirbelRatz GI. (VI, 25) 
- ahl zwei Gleiehungen mit den Unbekannten u, v - durchgeflihrt werdell, doch 
tlei hier wieder daR SYI'ltem von Kontinuitat:,;bedingung und Eulerschei' Gleiehung 
bevorzugt. Bei Achsensymmetrie i::.;t die Betraehtung nicht nennenRwert andel·s. 

Es sei von del' Frage ausgegangen, ob es Kmven in del' Stronnmgtiebene giLt, 
bei denen es nieht moglich ist, auf den i:-ltromungszustand ill deI' Nachbarschaft 
del' Kurve zu schlieDen, wenn der Stromungszustand auf der Kurve gegeben ist. 
Zm Beantwortung del' :Frage seien neue allgemeine Koordinaten ~, II [G1. (VI, 43)] 
eingefiihrt. Eine tiolehe (zuniiehst noeh hypothetisehe) Kurve mit del' eben ge
forderten Eigenschaft sei ~ = konst., so daB die bekannten Ah1eitungen der Zu
stande liings del' Kurve dureh die Ableitungen nach 17 unLl die gesuchten, von del' 
Kurve wegfuhrenden Ableitungen durch die Ableitungen nach ~ gegeben Rind. 
Naeh Elimination der Dichte aus del' Kontinuitatsbedingung Gl. (VI, 45) mit 
dem Energiesatz (VI, 47) Reien die bekannten Ableitungen auf die rechte 
Gleichungsseite gebracht, mit folgendem Ergebnis: 

C2(! ~x1l~ + C2(! ~y1;~ + (u ~x + V ~y) p~ =-c2 (!"Ix 117]- c2 (! l].y 'Url-CUllx + V1]y) Prj; 
(!(1l~x+V~1JUI; +~xP~ =-g(U1]x-f--VI]y)U7] -1I x Pr;; 

g(1ltx+V~y)VI; +tyPt; =-e(Ul/ x +Vl/y)Vr; -fl ll P'I' 

Bei gegebenem Kurvennetz ~ (X, Y)' 'fl (X, y) 8tehen oben drei Gleichungen fUr die 
unbekannten Ableitungenu~, VI;, p~. Da das KurVentlYRtem nur indirekt durch 
eine Forderung gegeben ist, enthalten die Gleichungen die noch zu bestimmenden 
Ableitungen ~ x' ~ Y' 17x' 'l}y. Nach der Kramersehen Regel fUr die Auflosung line
are~ GJeichungRsy"teme ergibt sich etwa fiir P~: 

p~ = 

c2 e C;y; 

0; 
Q(u~x+v~y); 

c2 e ~x; 

-C2e1lxU7]-C2 (1)y'O'I- (U'flx + '01)y) pr;1 
-e (U1Jx + '011Y) U'I -1}xPYJ I 
- e (uYJx + V1)y) '011 -1)y P'I I 

c2 e ~y; 
O· , 

(U ~xl v ~y) 
I: 
"x Q(U~x+V~y); 

0; e(u~x+v~y); ~y 

(48) 
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Wenn PI; unbestimmt sein soIl, so muB die Nennerdeterminante, die ubrigens 
fur ul; und vI; gIeichlautet, verschwinden. Aus dem Nullsetzen der Nennerdeter
minante ergibt sich die einfache Gleichung 

(u;x + v ;y) [(U2_C2) ;x2 + 2 U V;X;y + (V2-C2) ;y21 = O. (49) 

Darnach gibt es in einem Punkt drei Richtungen, fur die die Ableitungen ul;, VI;. PI; 
unbestimmt sind, und zwar: 

und: 
-~=~ =tg{}' 

~y u ' (50) 

~x uv±cVW2 _-C2 _vVWz=c2±uc_ tgB-±tg<x =tg({}±iX). 
~ II u2 - c2 - U V W2 - c2 =f v c - 1 =f tg B- tg <X 

Zu den beiden Richtungen der Machschen Linien Ltg ({) ± iX)] kommt also 
noch die Richtung der Stromlinie hinzu. Das ist aber auch nach den behandelten 
Beispielen nicht verwunderlich (etwa Abb. 163), weil die Geschwindigkeit 
- allerdings nicht der Druck - bei anisentroper Stromung an einer Stromlinie 
sogar einen Sprung machen kann, der aus der Verteilung auf der einen Seite der 
Stromlinie nicht berechenbar ist. Bei isentroper Stromung tritt die Stromlinie 
als dritte Charakteristik nicht auf. 

SoIl nun PI; keinen Sprung machen, dann muB gleichzeitig mit der Nenner
determinante in Gl. (48) auch die Zahlerdeterminante verschwinden. Daraus 
ergeben sich dann die "Vertraglichkeitsbedingungen" und aus dieser Eigenschaft 
ergibt sich auch ihre Bezeichnung. Durch Nullsetzen der Zahlerdeterminante 
folgt nach einigen einfachen Reduktionen: 

v c2 e [; x 1) II - 1) x ; y] u'1 - U c2 e [; x 1) y - 1) x ; y] Vr, + 
- {1)x [(u2 - c2) ;x + U v ;y] + 1)y [(V2 - c2 ) ;y + U v ;xJ} P'7 = O. 

Nun ergibt sich aus Gl. (50): 

und 
(u2 -- c2 ) ; x + U v ; y = =f ;11 c V W2 - c~ 

(v2 -- c2) ; y + U v ; x = ± ; x c V W2 - c2 • 

Diese Richtungsbedingung von; = konst. in den Koeffizienten von P'7 ein
gefuhrt, ergibt fUr ; x 1) II -1) x ;11 =1= 0 sofart: 

1 
V u'7 - U v'7 =f cot iX - P'7 = 0, (51) 

e 
die Vertraglichkeitsbedingung fUr die beiden Richtungen {} ± IX. Sie lassen sich 
leicht in die VertragIichkeitsbedingungen (47) fur ebene Stromung uberfuhren. 
Es sei darauf hingewiesen, daB bei dieser Herleitung ; = konst. als eine der 
beiden Machschen Linien angenommen wurde, wahrend 1) = konst. beIiebig 
sein konnte. Bei der Ableitung von Gl. (51) konnten daher nur Beziehungen fur 
; xl; y verwendet werden. 

1m folgenden seien nun aber stets ; = konst. und 1) = konst. die beiden 
Scharen Machscher Linien. 

16. Die exakte isentrope Profilstromung. 
In diesem Abschnitt, der mit Abschnitt III, 27 uber die Ausbreitung ebener 

Wellen nabe verwandt ist, wird die e bene isentrope Strom ung urn ein ProfiI exakt 
behandelt. Zu diesem Zweck sei von den entsprechenden Vertraglichkeitsbedin
gungen ausgegangen, nachdem der Druck mittels der Bernoullischen Gl. (II, 51) 

Oswatitsch, Gasdynamik. III 
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durch die Geschwindigkeit ersetzt wurde. 
Linie gilt dann: 

Auf del' links- und rechtslaufigen Mach-

f} - ~ot IX W = o· 
1] W 1] , 

f}~ + CO~IX W.; = o. (52) 

Diese Gleichungen stellen die Anderungen des Stromungszustandes auf den 
Mach-Linien dar. Sie lassen sich exakt integrieren, denn cot ex selbst ist mit cubeI' 
den Energiesatz (II, 7) nul' Funktion von W. Fur diesen Zusammenhang von ex 
und Wist beim idealen Gas nur Isoenergie vorauszusetzen und Isentropie nicht 
erforderlich. 

Die Isoenergie ist allerdings keine Folge del' Isentropie, denn es sind leicht 
Stl'omungen mit konstanter Entl'opie denkbar, welche nicht isoenel'getisch sind. Zu 
diesem Zweck braucht nul' mit To auch Po entsprechend variiert werden. Praktische 
Bedeutung haben solche Stromungen bisher allerdings nicht erlangt. 

Um die Integration ausfuhren zu konnen, muB allerdings del' funktionelle 
Zusammenhang gegeben sein. Fur das id. Gas konst. sp. W. ergibt sich mit 
Tab. II, 5 nach Ausfiihrung del' Quadratur: 

[V-- V .. ~- 1 ,,+1 ,,-1 ~----

f} ":f -- arctg -- (Jl;J2 - 1) - arctg V 1~12 - 1 = {}* ,,-1 ,,+1 
odeI' 

(54) 

auf del' links- (oberes Vorzeichen) und rechtslaufigen Mach-Linie. Die Inte
grationskonstante f}* andert dabei im allgemeinen von einer Charakteristik zur 

It 

anderen ihren Wert. Sie ist del' Wert von {} fur 
M = M* = 1. Dann ist namlich die nach f} stehende, 
etwas komplizierte Geschwindigkeitsfunktion gleich 
Null. 

Gl. (54) stellt als Zusammenhang von W und f} auf 
del' Machschen Linie das Bild del' Machschen Linie im 
Hodographen dar. Dieses liegt bei ebener isentroper 
Stromung also von vornherein fest. (Auch bei del' in
stationaren, ebenen, isentropen Rohrstromung lagen die 
Charakteristiken in del' Zustandsebene fest.) Es ist 
daher zweckmaBig, die Charakteristiken in den Hodo
graphen von vornherein einzuzeichnen (Abb. 178). Man 

Abb. 17S. Charakteristiken erhalt damit ein im folgenden haufig verwendetes Dia
der ebenen isentropen Stro-

mung im Hodographen. gramm, welches daher wie das StoBpolarendiagramm 
als Tafel II in GroBausfuhrung beigegeben ist. 

Die Unabhangigkeit del' Lage del' Charakteristiken ebener Uberschallstromung 
im Hodographen von den Randbedingungen ist auch leicht aus jenen Formen del' 
gasd. Gl. zu erkennen, die sich nach del' Molenbroek-Transformation Gl. (VI, 93) 
odeI' nach del' Legendre-Transformation Gl. (VI, 89) im Hodographen ergeben. Es 
handelt sich dabei stets urn lineare Differentialgleichungen, d. h. die Charakteristiken 
konnen bereits allein aus den Koeffizienten del' hochsten Ableitungen ermittelt 
werden. 

Eine rechtslaufige Mach-Linie ergibt sich im Hodographen bei Betrachten aus 
dem Ursprung wieder als mit zunehmender Geschwindigkeit rechtslaufige Kurve. 
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Auch bei beliebiger Zustandsgleichung liegen die Charakteristiken im Hodo
graph en fest, doch ist zu der Berechnung die Kenntnis der Zustandsgleichung 
erforderlich. 1m allgemeinen Fall wird es notwendig sein, fur jeden Ruhezustand 
Po, To ein besonderes Diagramm zu zeichnen. Fur viele allgemeine Uberlegungen 
kommt es aber nicht auf die Kenntnis der Kurven, sondern nur auf die Tatsache 
ihres Festliegens im Hodographen an. Die entsprechenden Schlusse konnen dann 
ohne weiteres auf nicht ideale Gase ubertragen werden. 

Die Bildkurven der Machschen Linien in der Geschwindigkeitsebene sind 
dort wieder Charakteristiken, eine ganz allgemeine Eigenschaft hyperbolischer 
Differentialgleichungen oder Differentialgleichungs
systeme. Dies kann an Hand der Gleichungen mit u, 
v als unabhangigen Veranderlichen leicht gezeigt 
werden und ist im ubrigen kein unerwartetes Resultat. 
Darnach kann vollig eindeutig von Charakteristiken 
im Hodographen gesprochen werden, womit gleich
zeitig sowohl die Begrenzungskurven von EinfluB
gebieten im Hodogmphen als auch das Bild del' 
Machschen Linien vel'standen wird. Der Ausdruck Abb. 179. Rechtsliiufige Mach

"Machsche Linie" wird hier nur fur die Charakteri- Linie im Prandtl·Meyer·Facher. 

stiken der Stromungsebene verwendet. 
GI. (53) fUr die rechtslaufige Mach-Linie ist mit Gl. (VI, 81) fUr die Prandtl

Meyer-Expansion oder -Kompression identisch, wenn die Integrationskonstante {}* 

gleich Null gesetzt wird. Dies wird sofort klar nach Einzeichnen einer rechts
laufigen Mach-Linie in einem Verdunnungsfacher (Abb.179). Die Konstante 
{}* fur die rechtslaufige Charakteristik ist dadurch festgelegt, daB fur M* = Mt, 
{} = 0 ist. Damus ergibt sich aus HI. (54) mit dem unteren Vorzeichen fUr jedes 
beliebige {} ein ganz bestimmtes M*, das urn so groBer ist, je starkere negative 
Werte {} annimmt. Jedem{}ist also auch eincx und ein ({} + cx)-Wert zugeordnet. 
Damus ergibt sich fur jede Neigung einer Linie ~ = konst. der gesamte Stromungs-

c" 

Abb. 180. Mach-Linien der Profilstromung. 

zustand. Diese Uberlegung gilt auch fiir jede Linie rJ = konst., da ja auch sie aIle 
aus der Parallelstromung M* = Mt" {} = 0 kommen. 

Das erlaubt aber sofort eine Verallgemeinerung auf beliebige Wand- oder 
Profilformen (Abb. 180). Zunachst seien allerdings StoBe ausgeschlossen. 
Zur Bestimmung der Geschwindigkeit in einem Punkte P mit bekannter 
Stl'omungsrichtung bei Parallelanstromung sei die rm Punkte P endende, aus 
dem Anstromgebiet kommende rechtslaufige Mach-Linie gezogen. 1hre Konstante 
{}* bestimmt sich aus den Werten im Anstromgebiet. Sie ist fur aIle ebenen 
Profilpunkte dieselbe. D. h. aIle rechtslaufigen Mach-Linien uber dem Profil 
entsprechen im Hodographen einer einzigen Kurve, die dort durch den Wert 
Mt" {} = 0 festliegt. Ihr konnen abhangig vom Stromungswinkel sofort die 
Geschwindigkeitsbetrage entnommen werden. 

Die Geschwindigkeit eines Profilpunktes ist also lediglich Funktion der 
Profiloberflachenneigung im betrachteten Punkt und hangt nicht von der ubl'igen 

19* 
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Profilform ab, solange die Stromung liberall stetig ist. Die Ackeretsche Formel (3) 
erfahrt also einfach eine Erweiterung im wesentlichen dadurch, daB an Stelle 
der Geschwindigkeit eine allgemeine Geschwindigkeitsfunktion tritt. Gl. (3) 
entspricht der Naherung der Charakteristik im Punkte M* = M:':o, {} = 0 des 
Hodographen durch die dortige Tangente. Aus Gl. (52) ergibt sich dann un
mittelbar: 

W-u 
___ 00_ = tg (Xoo{) + 

U oo 

und fUr kleine Storungen also Gl. (3). Letztere Niiherung ist in jedem Punkte 
des Hodographen moglich. D. h. die Charakteristik schlieBt in jedem Punkte 
des Hodographen mit,der Radialrichtung den Winkel 90 0 - (X ein, wenn (X del' 
zur ortlichen Geschwindigkeit gehorige Machsche Winkel ist. Dies zeigt auch 
schon Gl. (52). Daraus folgt weiter, daB die linkslaufige Mach-Linie senkrecht 
auf der Tangente an die rechtslaufige Charakteristik im Hodographenbildpunkt 
steht und umgekehrt. Eine Drehung des Stromungswinkels in der Stromungs
ebene ist ja mit derselben Drehung im Hodographen verknlipft. Bei bekanntem 

---(<Z~---
---~<E(---

Abb. 181. Orthogonalitlltsbedingung der Charakteri- Abb. 182. Mach-Linien in beschleunigter und ver-
stiken. zagerter Stramung. 

Stromungszustand erhalt man also die Richtung der Mach-Linien durch die 
in Abb. 181 wiedergegebene sehr einfache Konstruktion. Sie erinnert an 
Abb. 68. Dort hat es sich allerdings urn die rechtslaufigen (linkslaufigen) 
Charakteristiken in Stromungs- und Zustandsebene gehandelt. 

Auf einer von der Wand ausgehenden Mach-Linie ~ = konst. ist W eine durch 
die erste Vertraglichkeitsbedingung (54) gegebene Funktion von {}. Das gleiche 
gilt fUr rJ = konst., wobei fUr alle rechtslaufigen Mach-Linien dieselbe Konstante{)* 
zu nehmen ist. Aus diesen beiden Gleichungen mit den Unbekannten W und {} 
ergeben sich dieselben Werte fUr den Stromungszustand in allen Punkten einel' 
linkslaufigen Mach-Welle liber dem Profil. Also hat eine linkslaufige Mach
Welle libel'all dieselbe Neigung, sie ist eine Gerade (siehe auch Abb. 51 mit 
vertauschten Rollen der linkslaufigen und l'echtslaufigen Mach-Linien. Wahrend 
namlich die Stromlinien in Abb, 180 im wesentlichen waagl'echt liegen, stehen 
die Teilchenbahnen in Abb. 51 im wesentlichen senkl'echt). Ihr Bild im Hodo
graphen (Abb. 180) schrumpft auf einen Punkt zusammen. Die ganze Stromungs
ebene liber dem Profil wird in der Geschwindigkeitsebene durch eine einzige 
Kul've, namlich eine rechtslaufige Charaktel'istik, wiedergegeben. Damit ist 
die exakte Losung einer stoBfl'eien, isentl'open ebenen Profilstromung gegeben. 

Die Neigung del' Machschen Linien zur Stromungsrichtung - d. i. der Mach
Winkel (X - nimmt mit wachsender Ges"hwindigkeit abo In einer beschleunigten 
Stromung laufen deshalb die stromabwarts gehenden Mach-Linien auseinander, 
in einer verzogel'ten Stromung laufen sie zusammen (Abb. 182). Eine liberall 
verzogerte Stromung muB also schlieBlich zum Ineinander- oder Ubel'einander
laufen der Machschen Linien flihren. Dies hat Drucksprlinge, also Verdichtungs-
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stoBe, zur Folge. Eine uberall beschleunigte Stromung dagegen ist "harmlos". 
Langs den yom Profil ausgehenden Mach-Linien in Abb. 180 herrscht nun 
entweder stets Verzogerung, wenn sie von einem konkaven Wandstuck stammen, 
oder stets BeRchleunigung, wenn sie von einem konvexen Wandstuck kommen. 
Ein konkaves Wandstuck hat daher bei der exakten Profilstromung stets einen 
VerdichtungsstoB zur Folge, der aUerdings sehr weit drauBen in der Stromung 
liegen kann. Da ein Profil notwendigerweise stets konkave Stromungen zur 
Folge hat - oft in Form eines Knickes an der scharfen Profilnase - fuhrt es 
stets zu StoBen und zu Entropieanstiegen, besitzt also nach Gl. (IV, 37) not
wendigerweise einen Widerstand. Bei Profilkombinationen hingegen konnen 
VerdichtungsstoBe vermieden werden, indem ein Gebiet der Verzogerung dann 
endlich begrenzt sein kann (Abb. 201). 

Fur die exakte Geschwindigkeitsverteilung am Profil spielt das Auftreten 
von StoBen keine Rolle, solange das Profil nicht im EinfluBgebiet des StoBes 
liegt, d. h. solange die am Profil endenden rechtslaufigen Mach-Linien (1] = konst.) 
den StoB nicht durchkreuzen. In der Regel aUerdings liegt gerade an der Profil
spitze eine KopfweUe. Wie im nachsten Abschnitt gezeigt wird, kann in einer 
"isentropen Naherung" eine urn einen Grad hohere Naherung erreicht werden 
als nach den Ackeret-Formeln der linearisierten Theorie. 

17. Die isentrope Niherung bei mittleren Mach-Zahlen. 
Schon in Abb. 163 uber die Ablenkung einer Stromung in einer Prandtl

Meyer-Kompression und in dem dazugehorigen StoB faUt das geringe Abweichen 
der "Herzkurve" von der Prandtl-Meyer-Kurve in der log p, -&-Ebene auf. Die 
letztere Kurve ist nichts anderes als die in die verzerrte p, -&-Ebene eingezeichnete 
Charakteristik. Eine Entwicklung beider Kurven im Ausgangspunkt liegt daher 
nahe und liefert nach A. BUSEMANN2a folgende Resultate fur die Druckanderung 
langs der rechtslaufigen Oharakteristik: 

mit 

01 = .- 2__ = 2 ta LX . ° = (M~ - 2)2 + "Mba 
VM.:x,-1 ,,00, 2 2(M~-1)2 

= ~ + (x - 1) t 2 + ,,+ 1 t 4 • 2 g LXoo -2- g LXoo , 

0a = 6 (M~I 1)'/. [(x + 1) M~ + (2,,2 -7 x - 5) M~ + 
+ 10 (x + 1) Mba -12 M~ + 8] 

und fur die Druckanderung in einem entsprechenden StofJ: 

cp = 0 1-& + O2-&2 + (Oa-D)-&a + ... 
1 " + 1 M4 r 5 - 3" M" (3 ) M' 2] 7/ --1-2-- 00 4 00 - • - x 00 + . 

(M~- I) • 

(55) 

(56)24 

(57)24 

Die Entwicklung stimmt also in den beiden erst en Koeffizienten uberein, 
zeigt aber im dritten Koeffizienten einen Unterschied, der abhangig von Moo 

sowohl negativ als auch positiv sein kann. 
Wie die dynamische Adiabate und die Isentrope (Abb. 7), zeigen also 

StoBpolare und Charakteristik in einem Punkt gleiche Tangente und gleiche 
Krummung. Dasselbe ResuItat gab es bei der stationaren Fadenstromung_ Auch 
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im Hodographen ergibt sich dassel be Resultat und ist direkt aus den entsprechen. 
den G1. (39) und (54) abzuleiten. Da sich die Entropie erst mit der dritten Potenz 
des Druckanstieges andert, macht sich die Ruhedruckanderung bei einer Ent
wicklung der Geschwindigkeit nach dem Druck erst im dritten Glied geltend, 
spielt also in allen Entwicklungen nach kleinen Storungen erst im Glied dritter 
Ordnung eine Rolle. Das Abweichen beider Entwicklungen voneinander ist 
keineswegs nur auf das Konto der StoBverluste zu schreiben, es entstammt der 
Verschiedenheit der Vorgange, von denen einer stetig, der andere unstetig ist. 
Dies zeigt sich deutlich bei schallnaher Stromung. Dort wird die Konvergenz 
der Entwicklung (55) und (57) schlecht, da die Werte der Koeffizienten stark 
ansteigen (siehe Abschnitt IX, 3). Die folgenden Naherungen verlieren an 
Genauigkeit mit Annaherung der lokal auftretenden Geschwindigkeiten an die 
Schallgeschwindigkeit. Auch bei sehr hohen Mach·Zahlen (Moo?> 1) bedarf 

es einer gesonderten Untersuchung. Beispiels-

I ¢ weise wachst C3 und D mit Moo uber alle 
Y Grenzen. 

In dem Gebiet, in welchem Charakteristik 
L......--t----+- _ __ ..l...._-).) und StoBpolare wegen der Gleichheit der 

c'" lI. Tangente und der Krummung zusammen. 
Abb. 1 3. tollpolare ulld Charakteristik. fallen, kann auf das StoBpolarendiagramm 

verzichtet und an dessen Stelle das Charakteri
stikendiagramm verwendet werden. Nur bei kleinen Uberschallgeschwindigkeiten 
liegt die Charakteristik vollig unter der StoBpolaren gleichen Ausgangswertes 
wie in Abb.183 (VergI. auch Abb.235). Bei hOheren Mach-Zahlen (Verg1. 
Tafel I mit Tafel II) ist es umgekehrt. Bei einem Ausgangswert von M = 1,4 
decken sich die Kurven am besten. 

Bei dieser Beschrankung der Entwicklung von StoBpolare und Charakteristik 
auf die ersten beiden Glieder ergibt sich eine einfache Formel fur die StoBfront· 
neigung. In den Geschwindigkeitskomponenten muB eine Naherung im Punkte 
U = U l ' V = 0 folgende Form haben: 

v = a (ul - u) - ~ (ul - U)2 + ... , 
mit zunachst noch unbekannten Konstanten a und b. Nach der Orthogonalitats
bedingung (Abb. 181) gilt nun fur die links- und rechtsliiufige Charakteristik 
im Hodographen: 

dv 
du = - cot (fJ =+= (X) . (58) 

Daraus ergibt sich ffir die Zustande U l , VI = 0, (Xl> fJ1 = ° vor und Ul> 1\, 
&1' .fJ.l hinter dem StoB: 

± cot (Xl = -a; - cot (.fJ.l =+= al) = -a + b (U1 -Ul )· 

Nach G1. (38) folgt daher fUr den StoBfrontwinkel y der rechts- und linkslaufigen 
Mach-Linie: 

coty = VI A = a- 2b (U1 -U1 ) = =+= 21 [cot (Xl + cot (a1 =+= .fJ.l )]. (59) 
U1-U1 

In volliger Analogie zur Pfriemschen Formel G1. (III, 85) fUr schwache in
stationare Stolle ergibt sich hier cot y als arithmetisches Mittel der Kotangenten 
von den Neigungen der Mach-Linien vor und hinter dem StoB (Abb. 184). 
Darnach ist die StoBfront die Schwerlinie des aus den Machschen Linien vor 
und hinter der Front und der Anstromlinie als Basis gebildeten Dreieckes. Da 
die Storungen bei isentroper Naherung nicht stark sein durfen, kann die StoB-
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front auch einfach als Winkelhalbierende der beiden Machschen Richtungen 
genom men werden. 

Die Zustandsanderung in der StoBfront ist dieselbe wie auf einer entsprechen. 
den Machschen Linie. In isentroper Naherung ergibt sich also in einem Profil· 
punkt dieselbe Geschwindigkeit unabhangig davon, ob die rechtslaufige Mach· 
Linie einen StoB durchsetzt oder nicht (Abb. 185). In der Kopfwelle geht 
eine sprunghafte Anderung auf der Charakteristik des Hodographen vor sich. 
Auf derselben Charakteristik andert sich der Zustand hinter dem StoB dann 
stetig. Ganz wie in Abb. 51, bilden die links· 
laufigen Mach·Linien zwischen Kopf. und Schwanz. 
welle eine Geradenschar. Der Teil vor dem Dicken· 
maximum wird dabei von der Kopfwelle, der Teil 
hinter dem Dickenmaximum wird von der Schwanz. 
welle verschluckt und schwacht mit zunehmendem 
Profilabstand den StoB. Die von der "neutralen 
Mach·Linie" getrennten Teile der Stromungsebene 
vor und hinter dem Dickenmaximum sind ohne 
EinfluB aufeinander. Ebenso kann die Stromung 

Abb. 1 t. toBfrontneigullg in iSCll
troper Xiiherung mittlerer ) [ach· 

Zahlo. 

am oberen und unteren Profil vollig getrennt behandelt werden. Fur die Stromung 
hinter der Schwanzwelle ergibt sich wieder die ungestorte Parallelstromung, da 
jeder Punkt Kreuzungspunkt einer aus dem Anstromgebiet kommenden rechts· 
und linkslaufigen Charakteristik ist. Die Schwanzwelle wird im Hodographen 
nun durch die sonst weggelassenen Aste des StoBpolarendiagramms dargestellt. 

Ein gegenseitiger EinfluB der Stromung auf beiden Profilseiten tritt erst 
auf, wenn die Kopfwelle nicht anliegt und ein lokales Unterschallgebiet solche 
Einfliisse vermittelt. Dies ist aber ein Problem der schallnahen Stromung. 

Abb. 185. Iselltrope Niiherung der Profilstromullg fUr mittlere Mach·Zahlen in Stromungsebene und Hodographen. 

Die Probleme des Abklingens der StoBe mit zunehmendem Profilabstand 
sind mit den entsprechenden Problemen der instationaren Fadenstromung 
(Abschnitt III, 24) so nahe verwandt und in ihrer mathematischen Behandlung 
so ahnlich, daB hier ein Literaturhinweis25 und das Wiedergeben der Resultate 
genugt. Das Abklingen einer Kopfwelle an einem endlichen Keil kann exakt 
behandelt werden. Die StoBstarke wird mit der Wurzel aus dem Profilabstand 
geschwacht. Demselben Gesetz gehorchen Kopf- und Schwanzwelle eines be
liebigen Profils bei geniigend groBem Abstand. 

Da die StoBverluste schwacher StoBe mit der dritten Potenz der StoBstarke 
abnehmen, sinken sie mit der Potenz (_3/2) des Profilabstandes. Aus der Inte
gration der Verluste muB sich nach dem Entropiesatz (IV, 37) der Widerstand 
ergeben. Tatsachlich gibt die Potenz (- 3/2) bis zu unendlichen Abstanden 
integriert - wie erforderlich - einen endlichen Wert. Obwohl Entropieunter-
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sehiede naeh dem Cl'occosehen Wil'belsatz Gl. (IV, 27) notwendig Wirbel zur 
Folge haben, kann die Stromung in einer isentropen Naherung noeh als wirbelfrei 
betl'achtet werden. Die Wirbelstal'ke hangt namlich von der Entropieanderung 
langs del' StoBfront ab und diese Entropieanderung ist bei dem langsamen Ab
klingen del' kleinen Entl'opieuntel'schiede vemachlassigbar klein. Nieht zu 
vemachlassigen abel' sind die Verluste in den StoBweIlen, denn sie summieren 
sieh aus allerdings kleinen Entl'opieanstiegen, die abel' auf langen Fl'onten auf
treten. Die Anisentropie ist also ftir die Wil'belbildung bedeutungslos, ftir die 
Widerstandsfrage aber entscheidend. Tatsachlich sind die Vel'luste in den SLoBen 
auch in den mit dem Pitot-Rohr meBbaren Impulsen im Profilnaehlauf expel'i
mentell nachweisbar. 

Die aus del' Linearisierung abgeleitete Theorie el'gibt Storungen, die unge
dampft in unendliche Entfemungen l'eiehen (Abb. 140). Tatsachlich ver
schwinden aber die Storungen, wenn auch sehr langsam. Die Linearisierung fiihl't 
also bei Ubersehallstromung in groBer Entfemung zu falschen Resultaten, wahrend 

M < 1 

sie bei Unterschallstromungen mit del' 
Abnahme der Storungen in gl'oBem 
Korperabstand besondel's gut wird. Bei 
UntersehaIlstl'omung ist eine richtige 
Darstellung des Anstl'omzustandes in 
allen Riehtungen besonders wichtig, weil 
von tibel'all her Einfltissekommenkonnen. 
Bei Ubersehallstromung kommt es fur 

Abb. 186. Uber- uud Untergeschwindigkeitsfliichcn 
bei M < 1 und M > L die Verteilung am Profil aber nur auf 

eine mogliehst riehtige Darstellung des 
EinfluBgebietes an_ Dieses sieh in unmittelbal'er Profilnahe befindliehe Gebiet 
wil'd aber bei kleinen Storungen bei Linearisierung gut wiedergegeben, woraus 
sieh die Brauehbarkeit der Aekeret-Formel Gl. (3) erklart. 

Aus dieser Gl. (3) folgt sofort, daB das Gebiet der Uber- und Untergesehwin
digkeiten, tiber der Pl'ofilbogenlange aufgetragen, flaehengleieh ist, wenn das 
Profil endlieh ist. Dieselbe Eigensehaft zeigt sieh an der Profilstromlinie in 
zirkulationsfreier Untersehallstromung (Abb. IS6; siehe aueh Abb. 126 und 141). 

Es folgt dies aus dem Thompsonsehen Satz, naeh dem die Zirkulation, d. i. das 
Linienintegral der Gesehwindigkeit, auf einer gesehlossenen Kurve Null ist, 
die Beitrage aber in weit entfemter zirkulationsfreier Untersehallstromung ver
sehwinden. Etwas Ahnliches ware zunaehst bei del' isentropen Naherung del' 
Ubersehallstromung zu erwarten, da aueh hier die Storungen im Unendliehen 
abklingen. Doeh zeigen Beispiele ohne weiteres, daB in dieser Naherung die 
Uber- und Untergesehwindigkeiten im allgemeinen keine flaehengleiehen Gebiete 
liefem (Abb. ISO). Die Aekeret-Naherung im Hodographen, reprasentiert 
dureh die Tangente an die Charaktel'istik im Punkte der Anstromung, liefert 
bei einer bestimmten Ablenkung stets zu hohe Werte der Gesehwindigkeit. Die 
wirkliehen Untergesehwindigkeiten sind also groBer, die wirkliehen Ubergesehwin
cligkeiten kleiner als naeh Gl. (3). Dies erklart sieh daraus, daB die Maximal
storungen an der Kopf- und Schwanzwelle wohl mit del' Wurzel aus dem Profil
abstand abnehmen, der Abstand von Kopf- und Sehwanzwelle aber mit der 
Wurzel aus dem Profilabstand tiber aIle Grenzen wachst. Dies ergibt einen 
konstanten Beitrag zum Linienintegral del' Geschwindigkeit in groBer Ent
femung, welcher durch einen entgegengesetzten Beitrag am Profil kompensiert 
werden muG, damit die Zirkulation auf del' gesehlossenen Kurve versehwindet. 
Die Kurvenstticke im An- und Abstromgebiet liefem keine Beitrage. Die prak
tische Folge ist, daB ein unten ebenes Profil (Abb. ISO) nicht nach der 
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Ackeret-Naherung, wohl aber nach der hoheren isentropen Naherung einen Ab
trieb zeigt. Denn die Drucke sind uberall etwas hoher als in der ersten Naherung. 

Vielfach werden durch Hinzunahme des Gliedes dritter Ordnung in den Ent
wicklungen (55) und (57) noch genauere Formeln aufgestellt, wobei der Ruhedruck
verlust in der Kopfwelle am Korper als maBgebend fUr die Geschwindigkeits- und 
Druckverteilung angenommen wird. Alle solchen Formeln sind aber im allgemeinen 
falsch, abgesehen von ihrer geringen praktischen Bedeutung. Fiir den Zustand des 
Punktes P der Abb. 185 ist der StoB am Schnittpunkt mit der rechtslaufigen 
zu P fiihrenden Mach-Linie von Bedeutung. Vom Punkte i ab ist dann die allgemeine 
Vertraglichkeitsbedingung (47) zu verwenden, die sich nun nicht mehr allgemein 
integrieren laBt, da der Ruhedruckabfall mit beriicksichtigt werden muB. Eine 
genauere Untersuchung zeigt, daB die Anderung des Ruhedruckabfalles in der StoB-
front von der Profilnase bis zum Punkte i und die Anderung des Ruhedruckabfalles 
langs 11 = konst. ganz verschieden in die Gleichungen eingehen und eine Reduktion 
auf die Ruhedruckverluste an der Profilnase im allgemeinen nicht moglich ist. Eine 
iiber die isentrope Naherung hinausgehende Genauigkeit erfordert also eine Durch
konstruktion des ganzen beeinflussenden Stromungsfeldes. 

18. Luftkrafte in isentroper Naherung. 

Auch in diesem Abschnitt, der wesentlich die Ergebnisse des letzten Ab
schnittes benutzt, muB von zu groBer Schallnahe (M - 1 ~ 1) oier zu hoher 
Uberschallgeschwindigkeit (M ~ 1) abgesehen werden. Bei einer linkslaufigen 
Charakteristik ist das Vorzeichen von {} in G1. (55) nur umzukehren. Damit folgt 
fUr eine Anstellung der Anstromrichtung im Winkel e (Abb. 119) an der 
Ober- und Unterseite eines Profils in isentroper Naherung: 

p-p 
cp = 2 12 w~ = + 0 1 ({}-e) + O2 ({}-e)2 (60) 

= = 
mit den Werten von G1. (56) fur 0 1 und O2 , Daraus folgt fur e = 0: 

cp = ± 0 1 {} + 02{}2; Cps = =t= 0 1 - 2 02{); cpee = + 2°2, (61) 

Nun ist aber oben und unten am Profil: 

Y = h : {} = arctg dho = dho _ ~ ( dho )3 + 
o dx dx 3 dx ... , 

y = hu: {} = arctg (_ dhu ) = _ dhu + ~ (dhu )3 + 
dx dx 3 dx 

... , 

also gilt fur den Druckkoeffizienten am Profil bei e = 0: 

_ h . .- 0 dho + 0 (dho )2. y - o· CpO - 1 (lX- 2 dx ' 

_ h' - 0 dhu + 0 (dhu ) 2 • 
Y - u' Cpu - 1 dx 2 dx ' 

mit derselben Genauigkeit wie in G1. (61). 
Fur die auf Breiteneinheit bezogenen Beiwerte gilt daher bei e = 0 mit 

G1. (VI, 134, 135, 137): 
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oder mit der Symbolik: 
1 

Aon = I (~h: r dx; 
o 

1 

Bon = I X (~h: r dx; 
o 

1 

1 

A =I(dhu)n dx . un dx ' 
o 

1 

J. (dh)n Bun X d: dx; fur n = 1, 2, ... 
o 

Ct = I [cpo ~~ + Cpu ~: 1 dx = C1 [A02 + A u2 ] + C2 [A03 + A U3 ]; 

o 
1 

(63) 

Cn = - I [Cpo - Cpu) dx = - C1 [Ao1 - A U1] - C2 [Ao2 - A u2]; (64) 
o 

1 

Cm = - I x [Cpo - Cpu] dx = - C1 [Bo1 - B u1 ] - C2 [Bo2 - B u2 J. 
o 

Fur die abgeleiteten GroBen ergibt sich bei 8 = 0: 

Cte =-CdAo1-Au1]-2C2[Ao2-Au2]; Ctee = 2Cd A Dl + A u1]; (65) 

Cne = + 2 C1 + 2 C2 [ADI + A U1 ]; Cme = + Cl + 2 C2 [BDI + B ul ]. 

Zu den im ersten Abschnitt wiedergegebenen Werten tritt noch ein um eine 
Ordnung hoheres Glied hinzu. Entsprechendes gilt auch fUr alle anderen Formeln. 
Nach Gl. (VI, 144) gilt beispielsweise fUr den Widerstand: 

Cw (£) = cw(O) + (~: )0 8 + ~ ( ~:2w )0 £2 

= Ct(O) + I( ~:~)o + Cn(O)] f + ~ [( ~~2t)0 + 2 (~CBn)O -Ct(O)] £2. 

Der letzte Summand in der letzten Klammer liefert aber nur Beitrage, welche 
um zwei GroBenordnungen kleiner sind als der Hauptbeitrag von Cn •. In der 
letzten Klammer ist also Ct zu streich en mit dem Resultat: 

Cw = C1 (ADZ + A U2 ) + C2 (Ao3 + A u3 ) + 
+ [2 C1 (-Ao1 + A U1 ) + 3 C2 (-AD2 + A U2 )] 8 + [2 C1 + 3 Oz (AD1 + A u1 )] 82. (66) 

Der Koeffizient von 8 faUt fUr symmetrische Profile fort. Gl. (66) stellt die 
nachsthohere Naherung nach der entsprechenden Gl. (12) dar. Noch hohere 
Naherungen lassen sich im allgemeinen ohne Berechnung des gesamten EinfluB
gebietes nicht aufstellen. 

19. Einfache anisentrope Profilstromungen. 
Anisentrope Vorgange sind auch dann noch einfach zu behandeln, wenn die 

Entropie in ganzen Feldern konstant ist, d. h. wenn die StoBe im interessierenden 
Gebiet gerade Fronten besitzen. Unter dieser Bedingung konnen besonders bei 
hoheren Mach-Zahlen (Abb. 187) durchaus brauchbare Profile konstruiert 
werden, wahrend das Vermeiden jeden StoBes in dem fUr das Profil maBgebenden 
EinfluBgebiet der Anstromung zu praktisch unbrauchbaren Profilspitzen mit 
verschwindendem Keilwinkel fuhrt. 

Zur Erzeugung eines StoBes mit gerader Front muB die Profilspitze exakt 
keilformig sein. Dann bleiben die Fronten bis zu jenem Punkte T gerade, in 
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welchem die von den Keilenden E ausgehenden (zum StoBe gleichlaufigen) Mach
schen Linien auf die Fronten treffen. Durch diese Machschen Linien wird ja das 
EinfluBgebiet des Keiles begrenzt. In den durch Kopf- und Schwanzwelle, durch 
Profil und vom Treffpunkt T ausgehende Stromlinie begrenzten Gebieten ist die 
Entropie konstant, im allgemeinen oben (SI) und unten (S2) verschieden von der 
Anstromentropie (soo). AuBerhalb 
der T-Stromlinie wird die Stro
mung dann mit der Krummung 
der StoBfront anisentropisch. Auch 
hinter der Schwanzwelle ist die 
Stromung im allgemeinen, d. h. 
wenn das Profil nicht exakt keil
formig endet, anisentrop. 

Die Anisentropie macht sich 
langs der von T ausgehenden, 
oben rechtslaufigen (unten links
laufigen) Machschen Welle geltend. 
Treffen diese Machschen Linien 
nicht mehr auf das Profil auf, was 
insbesondere bei hohen Mach

. bb. l 7. Prom mit i cntropem Einflullgebiet . 

Zahlen der Fall sein wird, so lafit sich die Geschwindigkeitsverteilung am Profil 
exakt angeben. Beispielsweise wird das ganze obere von der von T ausgehenden 
rechtslaufigen Charakteristik begrenzte Gebiet durch eine einzige Kurve, namlich 
eben durch diese Charakteristik im Hodographen dargestellt. Sie geht durch 
jenen Punkt des Hodographen, der sich aus der Keilstromung durch die 
StoBpolare ergibt. Bei den Druckberechnungen darf dabei der Ruhedruck
abfall nicht vergessen werden. 

Das Beispiel zeigt, daB eine 
isentrope Naherung auch dann 
noch getroffen werden kann, 
wenn lediglich das Abhangig
keitsgebiet des Profils auf dem 
StoB genugend geringe Krum
mung aufweist. Der StoB selbst 
darf dabei belie big kraftig 
sein. Entropieanstieg und 
Ruhedruckabfall lagert sich 
dabei mit einem konstanten 
Betrag liber die Stromung 
nach dem StoB. Flir aus

.J 

/PI1 l!. 
" PI 

Abb. 188. Isentrope Plattenstromnng in Stromnngsebene nnd 
Herzkurvendiagramm. 

reichend kleine Profilkrlimmungen an der Profilspitze ist die Stromung also 
auch noch als einfach anzusehen. Dber die GroBe der zulassigen Krummung 
gibt der nachste Abschnitt Anhaltspunkte. 

1m allgemeinen Fall erfolgt das Abstromen vom Profil hinter der Schwanz
welle nicht mehr in Anstromrichtung. Das erkennt man leicht am einfachsten 
Fall einer anisentropen Stromung, der Stromung an einer stark angestellten, un
endlich dunn en Platte (Abb. 188). Die Zustande miissen in Druck und 
Richtung an der vom Plattenende ausgehenden Strom-Wirbel-Linie iiberein
stimmen. Daher erweist sich wieder das Herzkurvendiagramm als geejgnete 
Zustandsebene. Vom Zustand 1 flihrt eine Herzkurve auf den Zustand 3 und 
eine Prandtl-Meyer-Expansion auf den Zustand 2 mit demselben negativen Ab
lenkungswinkel. Etwas flacher verlaufend geht nun vom Zustand 3 eine Prandtl-
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Meyer-Expansion aus, etwas steiIer verlaufend yom Zustand 2 eine Herzkurve. 1m 
Treffpunkt 4, 5 ergibt sich Druck und Richtung der Abstromung. Aus dem 
Busemannschen StoBpolarendiagramm sind aus der Abstromrichtung dann 
leicht die in 4 und 5 verschiedenen Geschwindigkeiten zu ermitteln. Wegen 
des starkeren Ruhedruckverlustes muB gelten W4 < Ws, M4 < Mo' 

Bei sehr geringen Ruhedruckabfallen kann bei verschwindenden ocipr ge
niigend kleinen Profilkrummungen an der Nase einfach das dritte Glied dpf Ent
wicklung (57) genom men werden. Doch ist entsprechend der Ungenauigkeit der 
Entwicklung der StoBverluste nach kleinen Storungen (Tab. II, 2) nur bis zu 
Druckanstiegen bis zu 20% mit einiger Genauigkeit zu rechnen, das pntspricht 
Ruhedruckverlusten von weniger als 1 %. Diese werden aber nach dem 8to13-
polarendiagramm bei hoheren Mach-Zahlen schon bei kleinen Ablpnkungen 
erreicht. . 

20. Wand- und StoLlkriimmung am Profil. 

Die Stromung hinter einem Keil bei anliegender 8to13welle ist eine ParalIel
stromung. Bei einer leichten Storung dieser Stromung, etwa durch Kriimmung 
der Wand, kann wie bei schwach gestorten Parallelstromungen vorgegangen 
werden, wobei als Hauptrichtung die Richtung der Wand an der Profilspitze zu 
wahlen ist (Abb. 189). Dabei muB allerdings beachtet werden, daB schwache 
Storungen hier zu einer Anisentropie der Stromung fiihren, weil der 8toB selbst 
beliebig kraftig sein dad, wenn er nur anliegt. 

Fiir den Ruhedruckverlust ergab sich Gl. (35), aus welcher nach logarithmi
scher Ableitung fdgende Formel folgt: 

dpo 1 _ _ . . ,. W 2 ( 2 ) 2l I 12 (0.' -, ) 
- dy Po - % sm y co" y ~ x + 1 1 - M2 sin2 y . 

Dabei jHt vorausgesetzt, daB vor dem StoB Parallelstromung del' Mach-Za,hl J1 
und der Geschwindigkeit W herrscht. Bei schwachen 8toBen (M sin y - I ~ I) 

verschwindet die Anderung des Ruhedruckes mit 
der Frontrichtung allerdings quadratisch, be-

y sonders aber bei hoheren Mach-Zahlen muB die 
Ruhedruckanderung berucksichtigt werden. Auch 
beim senkrechten StoB y = n/2 ist dPoldy = O. 

Wie stets bei anisentropen Vorgangen werden 
.r zweckmaBig P und {} als ZustandsgroBen ver-

wendet. In der Umgebung der Profilspitzp konnen 
Abb. 189. toll an einer geicriimmten die Zustande durch den Zustand 0 hinter dem 

PIofilspitze. 
StoB an der Spitze sowie durch die Ableitungen 

dort ausgedriickt werden. Die Anderungen konnen dabei sowohl in x- und y-Rich
tung als auch in StoBrichtung ausgedruckt werden. Da die Kriimmungen von StoB 
und Profil nur Abweichungen in der zweiten Ordnung der Abstande ergeben, 
brauchen sie fur die Lage des Punktes PI am StoB sowie fUr die Abstande dx, dy 
in der Koordinatenrichtung und dl in StoBrichtung nicht beriicksichtigt Zll 

werden. Damit ist: 

191 -{}o = (~!)o dx + (::)0 dy = (~~)o dl = (~: )St (~~ )0 dl 

- (~) (~) (!!L) dl' - dp St dy St dl 0 ' 

PI-PO = (_ oP) dx + .(~) dy = (~) dl = (!!'L) (~) dl. 
AX 0 oy 0 ol 0 dy St dl 0 
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Bei fester Anstramungsrichtung und Mach-Zahl ist die Anderung von p und {} 

mit dem StoBfrontwinkel: (~~-)St' (~: )St aus den ~.toBgleichungen leicht zu er

mitteln. Es ist zweckmiiBig, in die Gleichungen die Anderung des Winkels {} mit 

dem Druck p am StoB: (~: ) St einzufuhren. Die Ableitungen nach x und y gehorchen 

den Differentialgleichungen, welche wegen v = 0 und u = W in Po wie folgt 
lauten: 

Aus G1. (VI, 1): u ~~ + e ~~ + e ;; = 0; 

(VI, 2): u~+~~=O' ox e ox ' 

(VI,4): ~ °P -C2~~ = O. 
e ox e ox 

Ferner ist im Punkte Po mit {}= 0: 

1l = W; ;: = W x sin {} + W cos {} {} x = W {} x; :; = W {} y' 

Damit ergibt sich fur die Ableitungen in Po nach einfacher Elimination: 

1 1 
{}x+-W2 Py=O; (M 02- 1)-W2 Px+{}y=O. 

eo 0 eo 0 

Ferner sind die Anderungen der Richtung mit der Bogenlange einfach die 
Kriimmung, also sind die Kriimmungen Kp des Profils und K st des StoBes ge
geben durch: 

(68) 

Zwischen den Differentialen aber besteht mit {}o als Anstramrichtung und Yo 
als StoBfrontwinkel in Po der Zusammenhang: 

dx = cos (Yo -{}o) dl; dy = sin (Yo -{}o) dl, 

womit sich die Entwicklungen nun wie folgt schreiben lassen: 

+ Kpcos (Yo-{}o) + (M02-1)~W2 (px)osin(yo-{}o) = (dd{)) '(ddP ) Kst ; 
eo 0 P St y St 

. 1 1 ( dp ) K p Slll(Yo-{}0)+-W2 (Px)ocos(Yo-{}0)=--W2 -d K st· 
eo 0 eo 0 y St 

Daraus ergeben sich die Formeln: 

1 _ 1+eoW02(~:)Sttg(yO-{}0) 
- -- (p )0 - Kp----·· .. -------- --_ ... ---

eo W02 x eo W02 (:: )St + (M02 - 1) tg (Yo - {}o) , 

--eo ~02 (~f)o =Kst eo ~02 (~~)St = (69) 

1 1 - M02 sin2 (Yo - {}o) 
= Kp cos (Yo - {}o) ( d{}) -- - --- "------.. 

eo W02 liP St + (M02 - 1) tg (Yo - {}o) 

Die im Punkte Po mit dem Index 0 bezeichneten Werte geben den Zustand 

hinter einem StoB am Keil. Auch die Werte ( ~~ ) St und (:: ) St sind fiir y = Yo 

zu nehmen. Beide GraBen sind fiir {} = {}max positiv, wie aus dem StoBpolaren
und Herzdiagramm folgt. 
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Das Problem wurde zuerst von L. CROCC026, dann von M. SCHAFER27 und 
schlieBlich von MUNK und PRIM56 und von H. RICHTERll behandelt, von welchem 
die folgende Diskussion fUr die AblOsung der Kopfwelle stammt. Der Punkt 
maximaler Ablenkung f} = f}max liegt stets bei M 0 < 1. Mit Anniiherung an 

f} = f}max kehrt sich das Vorzeichen von (M02 -1) urn, wiihrend (: )St immer 

kleiner wird. Vor Erreichen von f) = f}max wiichst also der Bruch iiber aIle Grenzen. 
Der Druck liings dem Profil (Px)o fiint nicht mehr ab, sondern steigt plOtzlich 
auBerordentlich an. Dies fiihrt zuerst in der Grenzschicht zu Gegenstromungen, 
also zu einer Ablosung der Kopfwelle. Der exakte Ablosungszustand hiingt also 
wesentlich von der Reynolds-Zahl abo Allerdings spielt sich der ganze Vorgang in 
einem auBerordentlich klein en Winkelbereich ab, in dem sich die Zustiinde 
hinter dem StoB ganz wesentlich andern. 

Der Ziihler I-Mo2 sin2 (yo-f}o) in G1. (69) ist stets positiv. Bei Mo > 1 ist 
ja liMo = sin (Xo und (Xo > (yo-f}o)' Bei Mo = 1 ist die Behauptung trivial. 

Mit (Px)o > 0 folgt also ( it ) 0 > 0 und K st < O. Bei positiver (konvexer) Profil

kriimmung wird die StoBfrontkriimmung negativ (konkav gegen die Anstromung). 
Der Wert der Formel (69) Iiegt aber nicht nur in dem mehr theoretisch 

interessierenden genauen AblOsungspunkt, sondern vor allem auch in der Moglich
keit der Berechnung gewisser anisentroper Vorgange. 

21. Hyperschallstrornung. 
Bei hohen Mach-Zahlen nahert sich die Geschwindigkeit in stationiirer Stromung 

bekanntlich einem Maximalwert, wiihrend der thermodynamische Zustand des 
Mediums variabel bleibt. Die Anderung der Mach-Zahl .111 in diesem Bereich 
beruht fast ausschlie13lich auf der durch die Temperaturiinderung bedingten 
Anderung der Schallgeschwindigkeit. Bei geniigend hohen Mach-Zahlen kann 
schlie13lich mit sehr guter Niiherung an die Wirklichkeit die Anderung des Ge
schwindigkeitsbetra,ges vernachlassigt werden, und es herrschen gerade die um
gekehrten Verhiiltnisse wie bei sehr niederen Unterschallgeschwindigkeiten 
(M < 1), wo die relativen Anderungen (Anderungen der GroBe im Verhiiltnis zur 

GroBe selbst) des thermischen Zustandes vernachlassigbar klein sind (!2!...< 1, 

!!:!L < 1, ~ < 1) und nur Geschwindigkeitsiinderungen zu beriicksichtige~ sind. 
t! c 

Die in Fra,ge kommenden Mach-Zahlen sind gar nicht so sehr hoch. Denn bei 
M = 5 hat sich die Geschwindigkeit ihrem Maximalwert bereits auf 9%, bei 
M = 10 auf 2,5% geniihert. Der Hauptwert einer Behandlung solcher Extremfiille 
beruht aber weniger in der gegenwartigen Bedeutung solch hoher Mach-Zahlen. 
Wenngleich eine Losung noch nicht gefunden ist, miissen doch besondere Verein
fachungen in diesem Gebiet erwartet werden, mit deren Hilfe die Asymptoten 
etwa der Luftkrafte fiir extreme Mach-Zahlen einfach zu berechnen waren. 
Damit wiire aber auch fUr die Machzahl-Abhangigkeit mittelhoher Uberschall
geschwindigkeit viel gewonnen. 

Die Entwicklung des Druckkoeffizienten nach dem Ablenkungswinkel bei 
ebener Stromung Gl. (55), (56) und (57) gilt uneingeschriinkt und nahert sich 
fiir hohe Mach-Zahlen beim StaB folgender Beziehung; 

M" _ 2 P - Poo _ 
... ooc p - - -

u Poo 

=2(Moof})+ U~l (Moo f})2+-u t 1 (1 __ 5 8~U)(Moof})3+ .... (70) 
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Die entsprechende Entwicklung fiir die Charakteristik unterscheidet sich 
dabei nur um das unterstrichene Glied im Ausdruck dritten Grades. 

Bei Beschrankung auf das erste Glied der Entwicklung (70) ergibt sich der 
Druckkoeffizient proportional zu l/Moo. Das ist einfach die Ackeret-Formel (3), 
in welcher 1 gegen M60 vernachlassigt wurde. Zu entsprechenden Ergebnissen 
kommt auch TSIEN28 aus allgemeinen Uberlegungen heraus, die sich allerdings 
nur auf die stetige Stromung, nicht aber auf den StoB erstrecken. Fur eine sich 
auf die ersten heiden Glieder von (70) erstreckende Betrachtung erhalt man die 
isentrope Naherung mit etwas vereinfachten Koeffizienten. Doch versagt die 
Entwicklung (70) fur jedes belie big dunne Profil, wenn nur zu genugend hohen 
Mach-Zahlen Moo gegangen wird. Dann wird namlich im allgemeinen Moo-& = 

= -&/1X00 }> 1 und von Isentropie kann keine Rede mehr sein. Die Hyperschall
str6mung sei also dadurch definiert, daB das Produkt von Dickenverhaltnis 2 h Tn 

und Mach-Zahl der Anstromung Moo groB gegen 1 sei, ein Zustand, welcher von 
jedem Korper mit Steigerung von Moo einmal 
erreicht wird: 

(71) 

Fiir die Druckverteilung am Profil ist bei Abb. 190. Profil in lIyperschallstromung. 
hohen Mach-Zahlen vor aHem die StoBform 
an der Profilnase verantwortlich, da nur von dies em Teil rechtslaufige 
Machsche Linien am Profil auftreffen, wenn der Korper schlank ist (Ahb.190). 
Da der StoBwinkel an der Profilnase stets groBer als der Profilwinkel ist, ist im 
wichtigen Teil der Kopfwelle M60 sin2 y}> 1, was zu StoBformeln fuhrt, welche 
jenen des instationaren StoBes nahe verwandt sind [Gl. (III, 79)]. Nach (35) gilt: 

M2 sin2 y}> 1: 

e _ 11: + 1. P = ~ M2 sin2 y . c2 _ 2 11: (11: - 1) M2 . 2 • e 11: - l' P 11: + 1 ' C2 - ~~ sm y, 

A ( 1 )-" (2 )- _ 1 2 ~ = ~ ,,-1 __ 11:_ ,,-1 (Msiny)- >< - 1 + 
Po 11: - 1 11: + 1 

(72) 

Bei schlanken Korpern, welche ja vor aHem bei so hohen Mach-Zahlen inter
essieren, ist auch der StoBfrontwinkel klein, so daB die Normalkomponente der 
Geschwindigkeit gegen die Tangentialkomponente hei der Berechnung der Ge
schwindigkeit vernachlassigt werden kann. Da nun W t auf beiden StoBseiten 
gleich ist, herrscht also auch hinter dem StoB Maximalgegeschwindigkeit. 
Demnach gilt mit Gl. (37) und (40) fur: 

sin2 y ~ 1: 
A 11: + 1 A C 11:+1 1 1 

M* = M* = 11:-1; M = M c = -V211:(1I:-l)- siny - sin & ' 

t .<I --_ . L 2 . A ( .(1) 11: - 1. A 2 I V--g U = 11: + 1 sm Y = V ~ 11: --:if sm IX ; tg Y - u = ~ sm IX. 

Es herrschen also sehr einfache Winkel beziehungen, wobei die Winkelfunktionen 
tg oder sin ebensogut durch das BogenmaB der Winkel ersetzt werden konnen. 
Die Mach-Zahl hinter dem StoB ist also auch noch sehr groB. Der Mach-Winkel 
iX ist kleiner als y, aber groBer als y - -&, naturlich, denn die Storungen des Korpers 
mussen ja in den StoB laufen. 
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Nun seien noch die Differentialgleich ungen in Form der Vertraglichkeits
bedingungen langs der Machschen Linien und der Entropiebedingung langs der 
Stromlinie vereinfacht. Dabei seien wieder kleine Storungswinkel {) und wegen 
der Hohe der Mach-Zahl im Anstromgebiet Moo konstante Geschwindigkeiten 
und kleine StoBfrontwinkel y und Mach-Winkel iX vorausgesetzt. Der zweite 
Summand in Gl. (47) kann wie folgt vereinfacht werden: 

cot IX 1 . 2 P~ 1. Pi; IX PI; 
-- PI; = - cot iX sm iX - = - SIn iX cos IX - = - -. + (74) 
!!W2 x P X P X P 

Die bei achsensymmetrischer Stromung auftretende Bogenlange l, langs den 
Mach-Linien gemessen, kann bei deren flachem Verlauf einfach durch die x-Koor
dinate ersetzt werden. Damit gilt auf der links- und rechtsliiujigen Mach-Linie: 

± d{) + iX ~ dp + {iX {) ~::J = O. (75) 
x P y I 

Die Winkel sind im BogenmaB zu messen, das letzte Glied faUt bei ebener 

Stromung (~---->- 0) weg. 
y 

Langs einer Stromlinie gilt wegen der dort herrschenden Isentropie fUr ein 
id. Gas konst. sp. W.: 

o = ~-u~ = r1y--u~ + u dT = (l-u).cJ,~ + 2u~. 
P !! P P T p c 

Daraus folgt bei naherungsweise konstanter Geschwindigkeit langs der 
Stromlinie: 

x-I 1 dp 
diX = --2- iX ",- P + '" . (76) 

Eine Elimination des Druckes aus den Gl. (75), (76) kommt naturlich nicht 
in Frage, da diese Bedingungen auf vallig verschiedenen Kurven gelten. 

Die Randbedingung am Karper y = h(x) schreibt den Stromungswinkel dort 
vor. Wegen dessen Kleinheit gilt: 

auf y = h(x): {) = h'(x). (77) 

Aus dem Gleichungssystem (75), (76) ist nun sofort ein Ahnlichkeitsgesetz ab
zulesen, wenn noch die StoBbedingungen (72) und (73) geeignet geschrieben 
werden. Diese interessieren nur fUr p, {) und iX, da nur diese Veranderlichen in 
den Gleichungen auftreten, und allenfalls fur y wegen der Form d~s StoBes. Mit 
Moo als Mach-Zahl der Anstromung und Poo als entsprechenden Druck gilt 
am StoB: 

2 P _ 4 2. 

!!oo Wbo - XTTy , {) = x !l y = V~(X2- 1; rX. (78) 2 P 
------

Die Gleichungen (75) und (76) gelten nun in gleicher Weise fUr p wie fur 

__ 2 wP ., _. Fur letzteren Ausdruck ist aber die Mach-Zahl der Anstromung aus 
!!oo 00 

allen Gleichungen eliminiert. Es muB sich also bei gleicher Korperform an jeder 

Stelle des Raumes derselbe Wert von -~wP -, iX, {) und y ergeben. Das Bild 
!!oo 00 

der Maehsehen Linien, der Stromlinien oder der StoBfront ist bei gleiehen ebenen 
oder achsensymmetrischen Karpern dasselbe, unabhangig von der Hyper-Maeh

W' 
Zahl Moo, wahrend der Druek wie der Staudruek !!oo 2 00 anwaehst. Damit er-

geben sieh aber auch die Beiwerte der Luftkrafte in ebener und achsensymmetri-
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scher Hyperschallstromung unabhangig von Moc" ein Resultat, das sich an den 
exakten Lasungen der Keil- und Kegelstromung erharten laBt und im Gegen
satz zu den Ergebnissen von TSIEN28 steht. 

Das Ahnlichkeitsgesetz laBt sich noch auf affin verzerrte Korper erweitern. 
Zu diesem Zweck seien mit h m als Maximaldicke des Korpers oder des Profils 
folgende neue GraBen eingefUhrt: 

-:& = -hI f}; eX = -hI IX; Y = -hI y; Y = hY ; und p = 2W ' h~' (79) 
m m m m 1200 00 m 

Dagegen bleibe die x-Richtung nach wie vor durch die KarperHinge dimen
sionslos gemacht. Dann lautet die Randbedingung: 

auf y = h(x) = f (x): f} = f'(x), (SO) 
hm 

mit f(x) = h(x)/hm als fUr alle affin verzerrten Karper gleichbleibende Funktion. 
Die StoBbedingungen lauten nun: 

p = -;-! I y2; {j = -;-! I y = V X(X~I) eX. (Sl) 

SchlieBlich lauten die Differentialgleichungen langs Mach- und Stromlinien: 

± df}- + - I dp + {- f}- dx I _ O' d- _ x - I - I dp 
IX)i P IX yJ -, IX - -2- IX up' 

Nun kommt weder die Karperdicke h m noch die Mach-Zahl der Anstramung 
Moo in den Gleichungen und Randbedingungen vor, weshalb sich unabhangig 
von h m und Moo fur aBe schlanken ebenen oder achsensymmetrischen Karper 
dieselbe Losung fUr: eX (x, y), {j (x, y), y(x) und p (x, y) ergeben muB. Das gibt 
in Verallgemeinerung des zuerst abgeleiteten Gesetzes gleiche Werte von p an der 

Karperoberflache. Bei gleichem Staudruck 1200 :~ und affinen Korpern muB 

sich der Druck also verhalten wie die Quadrate der Maximaldicken h m ! [Siehe 
G1. (79).] Das ganze Bild von Mach-Linien, StoBfront und Stromlinien verzerrt 
sich wie die Karperstromlinie. 

1m Bereich der Karperspitze ist wegen der hohen Drucke das Verhaltnis von 
Druck und Staudruck dem Druckkoeffizienten gleichzusetzen: 

c = 2 P-Poo = 2p _~_I_ 2p (S2) 
p 1200 W~ 1200 W~ x M~ 1200 Wbo 

Diese Naherung durfte am und nach dem Dickenmaximum falsch sein, weil die 
Drucke dort den Anstramdruck erreichen durften und auch wohl kleiner als dieser 
werden. Damit werden die Drucke aber an dies en Stellen bedeutungslos und die 
Naherung GJ. (S2) kann am ganzen Korper verwendet werden, wenn es sich um 
Uberblicke oder Integrale uber den Karper handelt. Fur die Luftkrafte ist in Hyper
schallstramung jedenfalls nur der Teil vor dem Dickenmaximum bedeutungsvoll. 

Wie exakt gezeigt werden kann30, strebt die Stromung urn Korper beliebiger 
Form undDicke mit Moo ~ 00 einem Endzustand zu, der urn so schneller erreicht 
wird, je stumpfer die Korpernase ist. Dabei werden die Beiwerte der Luftkrafte 
unabhangig von Moo. Bei flachen Karpern ergeben sich in jedem Langsschnitt 
die gleichen Stromungszustande wie bei ebener Stromung urn ein Profil von der 
Form des Langsschnittes. Der Auftrieb wachst mit dem Quadrat des Anstellwinkels. 

In jenem Bereich Machscher Zahlen, in welchem 2 h m Moo'-"'" 1 gilt, kannen nach 
H. TSIEN Stramungen gleichen Parameterwertes 2 h m Moo urn schlanke Karper 
miteinanderverglichen werden. Derdickere KarpermuB darnach mitkleinerer Mach
Zahl angestramt werden und ergibt31 Beiwerte der Luftkrafte proportional zu h m2 • 

Oswatitsch, Gasdynamik. 20 
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Yom Hyperschall zu unterscheiden ist die Supraaerodynamik 29 . Dieses Wort 
wird fiir jene Stromungen gebraucht, bei welchen die mittlere freie Weglange 
der Molekiile eine Rolle spielt. Eine reine SupraschaHstromung wiirde sich dann 
ergeben, wenn die Korper klein gegen die mittlere freie Weglange der Molekiile 
sein wiirden. Dieses zur Gaskinetik gehorige Forschungsgebiet faUt aus dem 
Rahmen dieses Buches. Seine praktische Bedeutung ist noch nicht allzu groB 
und vor aHem dadurch beschrankt, daB die viel wichtigere kompressible Grenz
schichtstromung selbst noch wenig erforscht ist. Es zeigt sich, daB die Supra
aerodynamik beim Fluge an der Atmospharengrenze merkliche Effekte ergeben 
kann. Schon die Stromung stark verdiinnter Gase zwischen zwei ebenen Platten 
steUt ein schwer zu losendes Problem dar, wenn die mittlere freie Weglange von der 
GroBenordnung des Plattenabstandes ist. Auch die Vorgange im Verdichtungs
stoB sind ein Problem der Supraaerodynamik, da seine Tiefe von der GroBen
ordnung der mittleren freien Weglange der Molekiile ist. 

22. Berechnung drehungsfreier ebener Uberschallfelder. 
(Modifiziert es Prand tl- B usemann -V erf ahr en.) 

Nach dem Croccoschen Wirbelsatz ist eine drehungsfreie Stromung auch stets 
isentrop. Die Vertraglichkeitsbedingungen - also die auf die Mach-Linien trans
formierten Differentialgleichungen - nehmen dann die einfache Form (52) an, 
die eine feste Beziehung von Geschwindigkeitsbetrag und -richtung darsteUt. 
Damit liegen die Charakteristiken im Hodographen, wie schon friiher betont, fest. 

Die Beispiele iiber Profilstromung zeigten, daB auch dann naherungsweise 
wie bei einer wirbelfreien Stromung gerechnet werden kann, wenn die Entropie
unterschiede quer zur Stromungsrichtung geniigend klein sind. In dieser "isen

tropen Naherung" ist auf jeder Stromlinie derjenige 
Ruhedruck anzunehmen, welcher sich aus den VerIusten 
in den vorangegangenen VerdichtungsstoBen ergibt. Er 
ist wohl fiir die Energiedissipation, nicht aber fiir die 
Wirbelbildung von Bedeutung. Ein exaktes Beispiel 
dafiir gibt die Stromung an einem Keil. Sie ist eine 

Abb. 191. Kr<>uzungspunkt P wirbelfreie Parallelstromung mit iiberaU gleichmaBig ab-
zwcicr !liach·Unlen. 

gesunkenem Ruhedruck. Tatsachlich ergeben sich, wie 
man sich leicht iiberzeugen kann, die Vertraglichkeitsbedingungen (52) direkt 
aus der allgemein geltenden gasd. Gl. (VI, 11) und der Gl. (VI, 9) fiir die 
Wirbelfreiheit. Das Folgende gilt daher gleichzeitig fiir die annahernd wirbelfreie 
Stromung der "isentropen Naherung". 

Angenommen, der Stromungszustand sei in zwei Punkten P r und PI der 
Stromungsebene bekannt. Dann gibt es einen Punkt P, welchel" mit dem 
Punkte P r die rechtslaufige und mit dem Punkte P~ die linkslaufige Mach
Linie gemeinsam hat (Abb. 191). Seine Lage ist also nur indirekt gegeben. 
Sein Zustand laBt sich allerdings sofort angeben. Die in der Gl. (54) auftretende 
Geschwindigkeitsfunktion sei bezeichnet mit: 

Vu+T . r M*2-1 
Oh(M*) = 1000 - ~l arctg I / - 2 *2 

V x=-r- (M -1) 

,( % + I M*2---=---i--
+ arctg V x- -, 

-1 _2 __ (M*2_1) 
,,- 1 

+ 

wobei die Funktionen arctg in Winkelgraden ausgedriickt werden sollen. 

(83) 
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Die Funktion Oh(M*) ist wie der Stromungswinkel dimensionslos. Sie wird 
nach BUSEMANN willkurlich bei M = M* = I auf 1000 festgelegt. Dies erweist 
sich spater als zweckmaBig, um moglichst negative Werte zu vermeiden. Oh(M*) 
steigt mit dem Druck und faUt mit wachsender Geschwindigkeit und wird auch 
"Druckzahl" genannt. 

Fur den Zustand in P gilt dann (mit {} in Winkelgraden): 

{} + Oh(M*) = {}z + Oh(Mz*), 

{}-Oh(M*) = {}r-Oh(Mr*), 

zwei leicht lOsbare Gleichungen fUr die Unbekannten {} und Oh(M*). Es ist zweck
maBig, die Verhaltnisse im Hodographen zu verfolgen, wozu in der Praxis ein 
besonderes Charakteristikendiagramm verwendet wird (Tafel II). Eine rechts
laufige Machsche Linie ergibt sich dort, aus dem Ursprung betrachtet, wieder als 
rechtslaufig, wodurch dort der Punkt P vollig festliegt (Abb. 192). Einer 
der beiden Punkte Pr oder P z oder auch beide Punkte konnen dabei ebensogut bei 
hoheren Geschwindigkeiten Iiegen als der Punkt P. 
Offenbar gibt es noch einen zweiten Punkt, welcher 
mit Pr und PI je eine Charakteristik gemeinsam hat 
in Stromungs- und Geschwindigkeitsebene. Seine Lage 
und sein Zustand ist dadurch festgelegt, daB er mit P r 
die linkslaufige und mit P z die rechtslaufige Charakte
ristik gemeinsam hat. 

Aus Tab. VIII, 2 (S. 446) kann fur x = 1,400 zu jedem 
F kt ' t Oh(M*) d . h t b' d Abb.192. Gemeinsame Lage dcr un lOnswer von , er SIC e wa el en Punkte auf Charaktcristiken im 
Rechnungen ergibt, die zugehorige Geschwindigkeit, Hodographen. 

Mach-Winkel, Druck, Stromdichte usw. abgelesen 
werden. AuBerdem ist noch, beginnend mit {} = 0 bei M* = 1, der Stromungs
winkel einer linksdrehenden Prandtl-Meyer-Expansion notiert. Nach Gl. (54) 
erganzt sich dieser Winkel mit Oh(M*) gerade zum Werte 1000. 

Fur kleine Ablenkungen ergibt sich im StoB dieselbe Geschwindigkeits- und 
Druckanderung mit dem Ablenkungswinkel wie in stetiger Stromung, so daB 
Tab. VIII, 2 auch fur Abschatzungen bei StoBen sehr gute Dienste leistet. 
Durch Aufeinanderlegen uberzeugt man sich, daB sich Charakteristiken und 
StoBpolaren in der Umgebung der StoBpolarenspitzen weitgehend decken. Fur 
die isentrope Naherung kann also gleich das Charakteristikendiagramm als 
StoBpolarendiagramm verwendet werden, was den Vorteil hat, daB das Dia
gramm nun nicht mehr fur die jeweilige Richtung vor dem StoB gedreht zu werden 
braucht. Die StoBpolaren sind im Diagramm im iibrigen fur diskrete Anfangs
werte der Funktion Oh(M*) gezeichnet, wobei die Polaren fur 990, 980 usw. be
sonders hervorgehoben sind. 

Jede Charakteristik im Hodographen ist durch einen besonderen Wert gekenn
zeichnet. Ais solcher konnte nach Gl. (54) etwa gewahlt werden {}*, der Winkel 
bei M = M* = 1. Es ist aber praktisch, die Charakteristik mit folgenden eben
falls konstant bleibenden Werten zu bezeichnen: 

~ = konst.: ! (1000 + {}*) = ! [Oh(M*) + {}] = A (linkslaufig); 

'YJ = konst.: ! (1000 - {}*) = ! [Oh(M*) - {}] = fl (rechtslaufig). 
(84) 

Diese werden im Diagramm (Tafel II) verwendet. Aus ihnen ergibt sich 
Stromungswinkel {} und Druckzahl Oh(M*) auf kiirzestem Wege wie folgt: 

Oh(M*) = A + fl; {} = A - fl. (85) 
20' 
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Aus Tab. VIII, 2 (S. 446) konnen dann aIle anderen GroBen leicht entnommen 
werden. Dabei steht es vollig frei, die Zustande entweder durch Ch(M*) und 1} 

oder durch A und fl festzulegen. Das erstere ist etwas anschaulicher, das zweite 
etwas kurzer, denn es gilt einfach fur die Punkte der Abb. 191 : 

(86) 

Die Zahlenwerte von Ck und f} und von A und fl sind dabei so unterschiedlich 

y 

gewahlt, daB aus ihrer 
GroBe schon hervorgeht, 
urn welche Funktion es 
sich handelt. 

Fiir die Werte von }. und 
fl hatte ebenso in Gl. (84) 
der Buchstabe ~ und 1] ver
wendet werden konnen. Dies 

lL wurde aber bewuJ3t vermie
den, urn ~ und 1) fur beliebige 
Funktionen zur Verfugung Abb. 193. Fortsetzungsgebiet der Kurvc C in Striimungsebene und 

Hodograph. 7.U haben. Auf ). = konst. 
ist ja auch jede beliebige 

Funktion von A konstant. Es kann also ~ = ~(A), 1] = 1](fl) noch eine ganz beliebige 
Funktion sein, die aber im allgemeinen monoton gewahlt werden wird. Beispielsweise 
kame {}* selbst in Frage. 

Bei Vorgabe des Stromungszustandes auf einem Kurvenstuck C liegt die 
Stromung im ganzen Fortsetzungsgebiet fest, das ist das gesamte von den Mach
schen Linien der Endpunkte eingeschlossene Feld (Abb. 193). Es genugt, 
die Konstruktion des rechtsgelegenen Teiles zu betrachten, wobei die Stromungs
richtung in Schreibrichtung angenommen werden kann. Auf C seien diskl'ete 
Punkte herausgegriffen. Die Aufgaben werden dabei zweckmaBig moglichst so 

gestellt, daB sich runde Werte 
del' ZustandsgroBen ergeben, daB 
die Ausgangspunkte also mog
lichst auf Kl'euzungspunkten del' 
im Hodographen eingezeichneten 
Charakteristik liegen. (Doch ist 
dies natiirlich keineswegs not
wendig.) 

.-\bb. 19~ . Richtungen der ~(ach-Lilliell. 

Das gesamte Strolllungsbild 
im Hodographen liegt damit nun 
bereits fest, und die Aufgabe 

besteht nur mehr darin, die Machschen Linien in der Stromungsebene zu 
konstruieren, um so die Lage der auf den verschiedenen Kreuzungen del' 
Mach-Linien liegenden Punkte zu finden. Dies geschieht einfach mit der Ortho
gonalitatsbedingung (Abb. 181), wobei das Punktgitter so eng zu nehmen ist, 
daB die Naherung der Machlinien-Richtungen durch Geradenstucke ausreicht. 
Fiir die Neigung eines Machlinien-Stiickes wird dabei am best en der Zustand 
zwischen den entsprechenden Bildpunkten im Hodogl'aphen gewiihlt (Abb. 194). 
Die Richtung des Stl'eckenstiickes 7 bis 9 wird also orthogonal auf die Tan
gente an die linkslaufige Charaktel'istik im Zwischenpunkt 7 bis 9 des Hodo
graphen genommen. (Wegen diesel' Orthogonalitatsbedingung ist es ein bedeuten
der Vorteil, wenn ein Zeichenbrett mit Zeichenmaschine zur Verfiigung steht.) 
Damit ist die Aufgabe der Konstruktion ebener Stromungsfelder gelost. Die 
Methode wird als Ckarakteristiken- Verfakren bezeichnet. In den nachsten Ab-
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schnitten wird noch die Behandlung der Randbedingung und die StoBkonstruk
tion zu besprechen sein. 

Die Verwandtschaft mit den entsprechenden Methoden der instationaren 
Fadenstromung ist offenbar. 1m entsprechenden Abschnitt (III, 28) ist ins
besondere auch auf den Unterschied zwischen Gitterpunktverfahren - wie das 
hier wiedergegebene - und Felderverfahren -, wie es ursprunglich von PRANDTL 
und BUSEMANN 32 entwickelt wurde, hingewiesen. 1m ursprunglichen Prandtl
Busemann-Verfahren wurden aIle Zustandsanderungen in Unstetigkeitsfronten 
verlegt, wahrend die dazwischen gelegenen Felder Parallelstromung zeigten. 
Daraus ergeben sich duale Beziehungen zwischen Stromungsebene und Hodo
graphen. Felderverfahren erweisen sich jedoch zur Verallgemeinerung bedeutend 
weniger geeignet als Gitterpunktmethoden, weshalb das Prandtl-Busemann-Ver
fahren hier nicht mehr in seiner ursprunglichen Form wiedergegeben wurde. 

23. Randbedingungen bei ebener, drehungsfreier Stromung. 

Zu einem auf einer Berandung der Stromung liegenden Punkt P fiihrt nur 
eine einzige Mach-Linie, weshalb die eben geschilderte Methode nicht anwendbar 
ist. Dafur ist aber der Stromungszustand im Randpunkt zum Teil bekannt. 

.... hb. 105. Itundj)ll!lkt. Abb. 196. Abhiingigkeitsgebiet im geschlossenen Kanal. 

Handelt es sich urn eine teste Wand, so ist der Stromungswinkel bekannt. Bei dem 
in Abb. 195 wiedergegebenen Fall, daB eine rechtslaufige Mach-Linie nach P 
fuhrt, errechnet sich die Geschwindigkeit (ganz wie an einem Profil in unendlich 
ausgedehnter wirbelfreier Stromung) einfach aus der zweiten Vertraglichkeits
bedingung Gl. (84): 

(87) 

An einer treien Strahlgrenze hingegen ist der Druck vorgegeben. Bei isen
troper Stromung ist damit aber auch die Geschwindigkeit bekannt. Nun er
rechnet sich der Stromungswinkel aus Gl. (87) bei bekanntem M*. 

Wird nur mit den Unbekannten A und f.l gearbeitet, so errechnet sich im FaIle 
der Abb.195 der A-Wert im Randpunkt mit der Gl. (85) sehr einfach: 

fur die feste Wand: 

fur den Strahlrand: 

A = {} + f.ln 

A = Ch(M*) -f.lr. 
(88) 

Ganz Entsprechendes gilt naturlich fur einen Randpunkt auf linkslaufiger 
Mach-Linie. 

Die Lage des Randpunktes ergibt sich wieder ohne wei teres aus der Richtung 
der Mach-Linie mit Hilfe der Orthogonalitatsbedingung. 

Dabei zeigt sieh, daB ein Rand das Fortsetzungsgebiet vergroBert. Das kann 
nieht anders erwartet werden. Beispielsweise kann sich bei einem geschlossenen 
Kanal das Abhangigkeitsgebiet am Kanalanfang fur einen Punkt am Kanalende 
(Abb. 196) nur uber die Kanalbreite erstreeken. Rander sind eben stets 
Spiegelungen gleichzusetzen (siehe auch Abb.32), was einer entspreehenden 
VergroBerung des Stromungsbildes gleichkommt. 
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24. Sto8fronten in ebener, drehungsfreier Stromung. 

Der StoBwinkel muB stets groBer als der Mach-Winkel vor der StoBfront sein, 
weil die Laufgeschwindigkeit eines StoBes hoher ist als diejenige einer Schall
welle. Anderseits miiBten die gleichlaufenden Mach-Linien hinter der Front 
stets in diese hineinlaufen, weil der StoB durch die Bedingungen hinter der Front 
hervorgerufen wird. Uberall dort, wo eine Front auf tritt, iiberlappen sich also die 
stetigen Felder der Stromung vor und hinter der Front, und diese kann bei 
schwachen StoBen nach Gl. (59) so eingezeichnet werden (Abb. 197), daB sie 
das Mittel der gleichlaufenden Mach-Linien vor und hinter ihr bildet. Die 

Verhaltnisse unterscheiden sich von j enen der 
Abb. 185 nur insofern, daB die stetigen Stro
mungsfelder nun eine kompliziertere Struktur 
aufweisen, wie sie sich eben aus del' Konstruktion 
bei vorgegebenen Randbedingungen ergibt. Dar
aus ergibt sich, daB das Feld hinter dem StoB 
nur schrittweise mit dem StoB zusammen auf
gebaut werden kann, weil es unter dem EinfluB 
der Strahlen des Feldes davor steht. Das Feld 
vor dem StoB hingegen kann leicht iiber diesen 

mung. hinweg fortgesetzt werden. 
Da die Vertraglichkeitsbedingungen in isentroper Naherung iiber den StoB 

hinweg gelten, ist der Zustand eines Kreuzungspunktes einer rechtslaufigen 
Mach-Linie vor dem StoB mit einer linkslaufigen Mach-Linie hinter dem StoB 
in Abb. 197 stets vollig bestimmt, wie bei stetiger Stromung. Seine Lage 
hingegen laBt sich im allgemeinen nicht so genau bestimmen, da die Machschen 
Linien im StoB einen Knick erfahren. Das ist nur dann von untergeordneter 
Bedeutung, wenn der gesuchte Punkt unmittelbar hinter der Front liegt. Da die 
Frontrichtung aber naherungsweise konstant ist, lassen sich solche Punkte stets 
auswahlen, wenn auf den Mach-Linien interpoliert wird. Damit ist dann eine 
sehr genaue Konstruktion der StoBfront moglich. 

Alle Probleme der Reflexionen von StoBfronten an Riindern, des Durchkreuzens 
von StoBfronten usw. konnen am Ort des Vorganges stets wie in unendlicher 
Parallelstromung behandelt werden. Da die StoBfronten praktisch verschwin
dend tief sind, ergeben sich in unmittelbarer Umgebung des Vorganges bei ge
niigender VergroBerung gerade jene Bilder, wie sie in den Abschnitten 5 bis 11 
behandelt wurden. 

25. Parallelstrahldiise. 

Sowohl fiir Windkanale als auch fUr Raketen ist das Erzeugen von Parallel
strahlen erwiinscht. Bei der Raketenschubdiise z. B. ergibt sich der Schub als 
ein Maximum, wenn die Zustande tiber dem Diisenende konstant sind. Wahrend 
im Windkanal mehr das ebene Problem interessiert, ist bei del' Rakete eine achsen
symmetrische Diise von groBerer praktischer Bedeutung. Die Aufgabe solI daher 
hier so behandelt werden, daB auch gleichzeitig der Weg zur Konstruktion 
achsensymmetrischer Diisen gezeigt wird. 

Angenommen, stromabwarts vom Diisenende hensche Unterdruck odeI' an
genahert Gleichdruck, dann muB im gesamten Fortsetzungsgebiet des Diisenend· 
querschnittes Parallelstromung henschen, wenn sie im Diisenendquerschnitt selbst 
gefordert wird. Diese Forderung ist im iibrigen typisch fiir ein tTberschallproblem 
und nur fiir dieses exakt zu erfiillen. Bei Unterschallstromung wiirde sich ja jede 
Storung, die sich irgendwo in der Stromung befindet, im Diisenendquerschnitt 
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bemerkbar machen und die Parallelstromung dort storen. Ungestorte Parallel
stromung in einem Querschnitt ware exakt nur durch Parallelstromung im ganzen 
Stromungsraum zu erreichen, was praktisch nicht realisierbar ist. Mit beliebiger 
Naherung laBt sich die Forderung in Unterschallstromung allerdings schon 
erfiillen. 

Das Fortsetzungsgebiet des Endquerschnittes besteht aus einem stromauf
warts und einem stfomabwarts gelegenen Teil, welche in der Zeichenebene bei 
Parallelstromung exakt einen Rhombus bilden, den sogenannten "MeBrhombus" 
der Uberschallkanaldiise. In ihm herrschen im Idealfalle die gewiinschten 
Bedingungen fUr das Modell. Bei achsensymmetrischen Diisen bildet das Fort
setzungsgebiet raumlich gesehen exakt einen Doppelkegel mit dem Machschen 
Winkel der Parallelstromung als halben Offnungswinkel. 

Herrscht am Diisenende starkerer Gegendruck, dann wird das Fortsetzungs
gebiet stromabwarts durch StoBe abgeschlossen und etwas gekiirzt, wie dies im 
Abschnitt 27 iiber Freistrahlen gezeigt wird. 

Zunachst sei eine Stromung angenommen, in welcher die Geschwindigkeit 
beginnend von M = 1 so beschleunigt wird, daB sie in einem Punkte die im End
querschnitt erwiinschte Mach-Zahl ME er
reicht. Dieser Punkt A sei gleichzeitig der 
Anfangspunkt des "MeBrhombus" (Ab- - ..... 
bild ung 198). Die angenommene Expansions
stromung sei nur bis zu den zum Punkte A 
fiihrenden Mach-Linien gezeichnet. Ais 
Expansionsstromung kann beispielsweise 
die exakte Uberschallquelle (der Ebene Abb. 19 . Aufbau cincr ParallelstrahldOsc. 

oder des Raumes) genommen werden. Auch kann eine experimentell ermittelte 
Stromung verwendet werden, was den Vorteil hat, daB damit gleichzeitig der 
EinfluB des Unterschallteiles erfaBt wird. Fur die weiteren Berechnungen sind 
dabei nur die Werte auf den zu A fuhrenden Mach-Linien erforderlich. 

Eine reine Prandtl-Meyer-Expansion eignet sich fur diese Zwecke nicht. Sie 
gibt ja selbst eine exakte Parallelstromung mit geanderter mittlerer Stromungs
richtung, stellt also bereits eine spezielle Losung der Aufgabe dar. 

Das Feld zwischen der in A endenden Expansionsstromung und dem "MeB
rhombus", dessen absolute GroBe zunachst noch freisteht, kann nun mit Hilfe 
des Charakteristikenverfahrens auskonstruiert werden. Damit wird die gegebene 
Expansionsstromung mit jeder gewiinschten Genauigkeit in die geforderte 
Parallelstromung ubergefuhrt. Jedes am "MeBrhombus" endende, durch die 
Expansionsstromung fuhrende Paar von Stromlinien ergibt eine Parallelstrahl
duse. Symmetrie ist dabei keineswegs erforderlich. Bei Asymmetrie oder bei 
Verlangerung der Parallelwande am Diisenende wird das Gebiet der Parallel
stromung groBer als das Fortsetzungsgebiet des Endquerschnittes und verliert 
seine Rhombengestalt. Die Losung bei Achsensymmetrie unterscheidet sich von 
derjenigen bei ebener Stromung nur durch das anzuwendende Charakteristiken
verfahren. 

Die von der Expansionsstromung ausgehenden Mach-Linien in den Feldern 
uber und unter Punkt A sind bei ebener Stromung Geradenscharen. Sie ent
sprechen also Punkten im Hodographen, aus denen sich die beiden Charakte
ristiken zusammensetzen, welche allein durch den Zustand 1} = 0, M* = Mi; 
gehen (Abb 199). Das uber den Mach-Linien von A gelegene Feld ist also 
durch f-l = f-lE' das unter A gelegene Feld durch }, = AE gekennzeichnet. Die 
Expansion erfolgt in diesen Feldern nur mehr langs einer Schar Machscher Linien, 
wahrend die Zustande langs der anderen Schar konstant bleiben. Bei ebener 
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Stromung ist also die Expansionsstromung so weit zu nehmen, bis an der Diisen
wand oben f-lE und unten A.E erreicht wird. Dann ist die Diisenwand oben weiter 
so zu kriimmen, daB die Randbedingungf-l = f-lE erfUllt wird (und Entsprechendes 
fiir A.) womit die Aufgabe ge16st ist. 

Vielfach interessieren moglichst kurz gebaute Diisen. Die rascheste Exp3,nsion 
wird erreicht, wenn die Wand nach del' engsten Stelle geknickt wil'd. 

Angenommen, es herrscht in der engsten Stelle Parallel
stl'omung mit M = 1, so entspricht die Prandtl-Meyer
Expansion an den Knicken den heiden von M* = 1, 

'----+-E------'~-1J- {} = [) ausgehenden Charaktel'istiken im Hodographen 
(Abb. 199). Damit ist aber auch der Knickwinkel ge-
geben als Schnittpunkt mit del' vom Punkte A (Mi:, 

Abb. 1 9. Knickdli.sc im {} = 0) ausgehenden Charakteristik. Die Ch(M*)-Werte 
Ro(\ographen . am Punkte groBten Stromungswinkels der Wand ergibt 

sich als arithmetisches Mittel von 1000 und Ch* (ME)' Abb. 200 gibt eine 
entsprechende Diise geringster Lange. 

Die Neigungen der Dusenwand sind keiner Beschl'iinkung unterworfen, weil 
es sich um lauter Stromungen mit Druckabfall handelt, welchen eine Gl'enz
schicht stets mitmacht. Ein Vergleich mit den ebenfalls divergenten Unter-

Abb. 200. kizze einer Diise geringster JAinge fO r lit B = 2,50. 

schalldiffusoren, wie er gelegentIich in Al'beiten gemacht wird, ist nicht am 
Platze, da die Diffusol'probleme mit dem Druckanstieg zusammenhiingen. 

Fur richtige theoretische Ausgangswerte im engsten Dusenquerschnitt sei 
auf Abschnitt IX, 7 der schallnahen Stromung verwiesen. Es zeigt sich, daB die 
Geschwindigkeitsverteilung im Dusenhals nur bei geringen Uberschallgeschwindig
keiten Bedeutung fUr die Diisenform hat. 

26. Doppelfliige133, Interferenz. 

Bei der Parallelstrahldiise wurde die Expansion durch konvexe Wand
kl'ummung ausgelost. Es liegt nahe, das Umgekehrte bei einem Flugel zu vel'
suchen, urn die StoBe moglichst rasch auszulosen odeI' gar nicht erst entstehen 
zu lassen und auf diese Weise einen moglichst geringen Widerstand zu erhalten. 
Nach den Ausfuhrungen von Abschnitt 16 ist das aber nur moglich, wenn dem 
Profil ein zweites Profil gegenubergelegt wird. Man gelangt so zum Busemann
schen Doppelflugel (Abb. 201 a), bei welchem die beiden Teile gegenseitig die 
auftretenden Storungen durch Interferenz aufheben. Es sei hier nur der Fall be
handelt, bei welchem jeder StoB vermieden werden soil. 

Dann mussen die AuBenseiten parallel zur Anstroml'ichtung liegen und die Vor
derkanten verschwindenden bffnungswinkel besitzen. Auch durfen die konkaven 
Profilkrummungen nur klein sein, damit sich die Verdichtung nicht VOl' Erreichen 
der Expansion zU St6Ben aufsteilt. In dem in Abb. 201 a wiedergegebenen 
Beispiel nach A. BUSEMANN bleibt die Wand zunachst nach anfanglicher Krum-
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mung konstant geneigt, was zu einem Feld mit Parallelstromung fiihrt. Die kon
vexe Kriimmung am Dickenmaximum verwandelt die ankommende Kompression 
in eine Expansion, die am Fliigelende wieder zu einer Parallelstromung aus
gerichtet wird. Keinesfalls diirfen Wellen das Profilpaar verlassen, da sich sonst 
dochnoch StoBe ergeben wiirden. Nach den Ausfiihrungen des letzten Abschnittes 
bedeutet es keine Schwierigkeit, unterschiedliche Doppelfliigel zu konstruieren. 
Nach verhiiJtnismiiBig willkiirlicher Kompression und anfanglich auch willkiir
licher Expansion ist einfach eine Paralleldiise mit der Mach-Zahl der Anstromung 
im Endquerschnitt zu konstruieren. 

Die praktische Bedeutung eines Doppelfliigels als Tragflache ist anzweifel
bar. Der verschwindende Offnungswinkel der Vorderkanten kannte wohl ohne 
wesentliche Verluste durch einen endlichen Winkel ersetzt werden. Doch diirfte 
der Reibungswiderstand groB und die technische Verwirklichung schwierig sein. 
Dennoch ist das Beispiel sehr lehrreich. Es zeigt, daB Karper auch mit endlicher 
Dicke grundsatzlich auch mit Uberschallge
schwindigkeit ohne Widerstand fliegen konnen. 

Ein wichtiges Resultat ergibt sich dabei 
fiir das Interferenzproblem, also die Frage 
des Einflusses verschiedener Korper auf
einander. Es zeigt sich, daB der Druckwider
stand zweier Karper durch gegenseitige Ein
wirkung aufgehoben werden kann. 

Neben dem Busemannschen Doppelfliigel 
(Abb. 201 a), bei welchem im wesentlichen eine Abb.201. Widcrstundsfreicr Doppelfltigcl. 

Kompressions- und Expansionsparalleldiise 
hintereinander geschaltet sind, gibt es noch eine andere Form (Abb. 201 b), 
welche in der engsten Stelle keine Parallelstromung aufweist. Bei dieser zweiten 
Form wird die Kompression der einen Fliigelhalfte beim Auftreffen auf die 
andere Fliigelhalfte durch Expansion ausgelascht. 

Die beiden Fliigelarten ergeben zwei verschiedene Arten der Widerstands
verringerung durch Interferenz. Beim Busemannschen Flugel (Abb. 201a) 
wird die Druckwelle am Nachbarflugel im wesentIichen reflektiert und am eigenen 
Fliigel geloscht, wahrend die Flugel in Abb. 201 b gegenseitig die Druckwellen 
nach dem Dickenmaximum abfangen. 

Bei dem wiedergegebenen Beispiel muB der Druckwiderstand schon aus 
Symmetriegrunden versch-winden. Einfacher ergibt sich dieses Resultat aus dem 
Entropiesatz Gl. (IV, 37), nach dem ein Widerstand in reibungsloser Stramung 
StoBe zur Voraussetzung h'1t. 

Nach Abschnitt II, 11 sind nur Verengungen bis zu einem gewissen Grad zu
lassig, wenn unbedingt vermieden werden solI, daB sich StoBe vor den Flugel wie 
vor ein Pitot-Rohr legen. Dabei zeigen Versuche von FERRI34, daB dieser Anlauf
effekt bis zu gewissen Verengungen durch vorubergehendes Erweitern des Flugel
abstandes vermieden werden kann. 

27. Schwingende Freistrahlen. 

Wahrend ein Unterschallstrahl nur bei Gleichdruck aus einer Mundung aus
treten kann, weil der Druck an der Mundung regulierend auf die Stramung ein
wirkt, kann an Uberschallmundungen beliebig starker Unterdruck, aber auch bis 
zu einem gewissen Grade Uberdruck herrschen. Tritt ein Uberschallparallelstrahl 
aus einer Mundung gegen Unterdruck aus, so wird er an den Randern zunachst 
expandieren und sich ,,0 an den AuBendruck anpassen. 1m weiteren Verlauf muB 
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an der Strahlgrenze stets AuBendruck herrschen, wodurch die Randbedingungen 
festgelegt sind. 

An den Mundungskanten (Abb.202) stellt eine Prandtl-Meyer-Expansion 
sprungha£t den AuBendruck am Strahlrand her. Die Stromung ist isentrop, so 

daB sich die Geschwindigkeit am Strahl
rand aus der Bernoullischen Gleichung er
gibt, womit die Expansionsflache und die 
Richtung des Strahlrandes £estliegen. 1m 
Innern macht sich der Unterdruck natur
lich erst weiter stromab geltend. Die 
Charakteristikenmethode ist erst anzuAbb. 202. Au tritt elnes -obcrsch.~llstrahlc gegen 

Unterdruek naelt A. BUE~I Al'iN. wenden, wo die beiden Expansions£acher 

Abb. 203. Stoll am trahlrand bel starker 
Stmhlc.."<pansion. 

aufeinandertreffen. N ach der Durchkreu
zung der Expansions£acher entsteht in der 
Strahlmitte ein Unterdruckgebiet. Der 
Freistrahl hat sich uberexpandiert. Die 
Expansions£acher werden am Strahlrand 
als Kompressionen reflektiert, was eine Ein
schnurung des Strahles zur Folge hat, die 
wieder zu Uberdrucken flihrt. Der Strahl 
schwingt. 

Die Schwingung in Abb. 202 ist als 
streng periodisch wiedergegeben, doch 
durfte dies nur in der Naherung kleiner 
St6rungen zutreffen45. Mit zeichnerischen 
Methoden kann namlich kaum £estgestellt 
werden, ob sich die Machschen L'nien erst 
am Strahlrand oder schon vorher treffen. 
1m allgemeinen ist aber mit StoBen, also 
mit einer Dampfung, zu rechnen, die bei 
geringen Druckunter,>chieden allerdings 
wegen der turbulenten Strahldurchmischung 
nicht beobachtbac ist. Bei starken Unter
drucken andern sich die Verhalt~isse er
heblich (Abb.203). Der Strahlrand kann 
mehr als 90 0 zur An£angsrichtung geneigt 
sein. Wegen der dart herrschenden hohen 
Mach-Zahlen verlau£en die Machlinien nun 
langs des Strahlrandes und ergeben einen 
StoB, der ungefahr in Strahlrandrichtung 
verlauft. In diesem StoB springt der Gas
druck von tiefen Unterdrucken annahernd 
auf den AuBendruck. Solche Expansionen 
bei starken Strahluberdrucken sind an 

den Pulverga8g10cken von Geschutzen zu beobachten, wobei die Verhaltnisse 
noch wesentlich von der Achsensymmetrie des Vorganges beeinfluBt werden. 

Bei Austritt gegen Uberdruck entsteht an der Mundung ein schiefer Stoll, 
dessen Starke und Abstromrichtung aus der Herzkurve zu entnehmen ist. Bei 
zu hohen Aullendrucken allerdings gibt es keine Losung, wobei die Grenze bei der 
Maximalablenkung des Strahlrandes anzunehmen ist. Bei starken Uberdrucken 
lauren kra£tige instationare Stolle stromaufwarts. Die angenommenen Bedin
gungen an der Mundung konnen nicht au£rechterhalten werden. Bei geringem 
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Uberdruck in der Umgebung durchkreuzen sich die beiden von den Mundungs
kanten ausgehenden StoBe (Abb. 204) nach Abb. 165. Nach der Durch
kreuzung der StoBe ergibt sich ein Uberdruckgebiet und die StoBe werden am 
Strahlrand nach Abb. 159 als Prandtl 
Meyer-Expansion reflektiert. Von hier an 
ergibt sich nun dasselbe Bild wie beim 
Strahlaustritt gegen Unterdruck, mit dem 
Ruhedruck und der Mach-Zahl nach der 
StoBdurchkreuzung. 

1st der Uberdruck der Umgebung so 
stark, daB eine Durchkreuzung der StoBe 
nicht mehr moglich ist, dann konnen StoB
gabeln auftreten, wobei der StoB auf der 

Abb. 204. Austritt eines ()berschallstrahles 
gcgcn schwachen uberdruck nnch A. BUSE

)(.u/.)O. 

Symmetrieachse des Strahles senkrecht sein muB. Dort springt die Geschwindig
keit aber unter die Schallgeschwindigkeit, weshalb solche Erscheinungen einer 
theoretischen Behandlung schwer zugangHch sind. Sie gehoren zu den schall
nahen Stromungen . 

28. Fliigelgitter. 
Bei Stromungsmaschinen werden oft hohe Druckverhaltnisse angestrebt, wozu 

sich Uberschallstromungen besonders eignen, da sie starkere relative Anderungen 
der thermischen Zustande als solche der Geschwindigkeit aufweisen. Es liegt auf der 
Hand, daB dabei zu starke StoBe wegen der damit verbundenen Verluste zu ver
meiden sein werden. Dabei konnen die Verluste ubrigens nicht durch den Entropie
satz Gl. (IV, 37) erfaBt werden, weil dieser fur begrenzte Korper in unendlicher 
Stromung aufgestellt wurde. Davon unterscheidet sich das hier behandelte 
Problem aber in mehrfacher Hinsicht. Schwache 
StoBe sind durchaus zulassig, ja unter Umstanden 
erwunscht, weil sie starke Druckerhohungen bei 
geringen Verlusten auf kurzester Strecke ermoglichen 
und damit im Sinne einer Verminderung der Baulange 
und der Reibungsverluste wirken. Beispielsweise hat 
bei Machscher Zahl 1,4 selbst ein senkrechter StoB 
nur einen Ruhedruckverlust von 4% und steigert 
den Druck auf den 2,2-fachen Ausgangswert. Fur 
die Konstruktion der Gitterstromung und die damit 

YT Abb. 205. Interferenzfreies Gitter 
verbundenen u berlegungen wird im allgemeinen bei lokaler "Oberschallgeschwindig-
die isentrope Naherung ausreichen. Fur integrale keit. 

Impulsuberlegungen sei auf Abschnitt V, 4 verwiesen. 
Die wesentlichen Erkenntnisse sind bereits an Streckengittern zu gewinnen. 

Bei den folgenden Beispielen sind stets gerade Strecken gewahlt. Die in der 
Praxis kreisfOrmige Schaufelanordnung wird wie ublich aufgerollt, woraus sich 
in der Ebene dann ein unendliches Gitter ergibt. 

Zwei Falle Hefern keine neuen Gesichtspunkte, da sich die einzelnen Schaufeln 
dabei nicht beeinflussen. Dies ist der Fall, wenn die Mach-Zahl der Anstromung 
Moo so hoch ist, daB die Kopfwelle des einen Flugels hinter den Hinterkanten der 
Nachbarflugel vorbeigeht (Abb. 205). Solche Fragen hangen hier wie im folgen
den auch wesentlich mit der Staffelung (dem Gitterabstand) und den Winkel
verhaltnissen zusammen. In isentroper Naherung stromt das Medium hinter 
der Schwanzwelle eines Profils mit dem Anstromzustand abo In dieser Naherung 
ergibt sich auch dann kein gegenseitiger SchaufeleinfluB, wenn die Schwanz welle 
auf einer Seite vor der Vorderkante des Nachbarprofiles liegt, was wieder genugend 
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kleine Mach-Zahlen der Anstromung erfordert (Abb.206). Dieser Fall schlie13t 
tibrigens eine Parallelanstromung aus. In der Naherung der Linearisierung 
ware die Wellenbildung ungedampft bis in unendliche Entfernung, das 
Anstromgebiet ware mit Wellen stromaufwarts vollig durchsetzt. In isentroper 
Naherung ergibt sich wohl eine Schwiichung der Wellen mit zunehmendem 
Profilabstand, dabei geht aber auch der Abstand von Kopf- und Schwanzwelle 
tiber aIle Grenzen. Da diese bereits vor dem Gitter liegt, verschwindet die Wellen-

Abb. 206. Inoorfercnzfreies Gitter bei niederer Dber
schallgesch windigkeit. 

Abb. 207. )~"pan ion striimung durch ein treckenprc
filgitoor bei tangentialcr Anstriimung nn ch E. ·TR.H; ~S. 

bildung vor diesem erst im Unendlichen stromaufwarts. Wichtig dabei ist, daB 
sich auf einer Stromlinie ein unendliches Produkt von Ruhedruckabfallen ergibt, 
welche allerdings mit der Potenz _3/2 des Abstandes vom Gitter abfallen. Dar
aus konnen sich erhebliche Ruhedruckabfalle ergeben, wobei die Stromung als 
wirbelfrei angesehen werden kann. Die Stromung nach Abb.206 ist also 
reichlich problematisch. 

Da sich das Einflu13gebiet des Gitters in Abb. 206 wegen der Un endlich
keit stromaufwarts ins Unendliche erstreckt, ist es nicht mehr verwunderlich, 

II. ,~ 

Nco ' 1-57 

Abb. 208. Kompressionsstriimnng durch ein Strecken- Abb. 209. Sto13freies Uberschnllschnufelgitter als Ver-
profilgitter bei tangentialer Anstriimung nach dichtungsgitter. 

E. STRAUSS. 

daB auch die Zustande in unendlicher Entfernung stromabwiirts auf die Verhiilt
nisse am Gitter einwirken konnen. Der Gegendruck weit hinter dem Gitter kann 
also die Abstromung vom Gitter festlegen, wie es zwei Beispiele von E. STRAUSS 
zeigen (Abb. 207, 208). Nach Abb.81 ergibt sich eine Expansion (Turbine 
bei einer Stromungswinkelzunahme, eine Kompression (Verdichter) bei einer 
Stromungswinkelabnahme. Die eine von der Hinterkante stromaufwarts ftihrende 
Mach-Linie geht hinter der Hinterkante des Nachbarprofils vorbei, bekommt 
also mit zunehmender Lange wachsenden Abstand stromab vom Gitter. Die 
Hinterkanten liegen damit im Einflu13gebiet des Gegendruckes. Doch wird die 
Konstruktion besser so durchgeftihrt, daB die Abstromrichtung von der Hinter
kante gegeben und nachtraglich der mittlere Gegendruck errechnet wird. Die 
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Abstromrichtung liegt dann bis zu jenem Punkte fest, wo die am Nachbarprofil 
reflektierte Stromung die Abstromstromlinie erreicht. 

Physikalisch ist die Wirkung stromaufwiirts in einem mit Uberschall
geschwindigkeit durchstromten unendlichen Fliigelgitter so zu verstehen, daB 
die Moglichkeit eines Einflusses stromaufwiirts beispielsweise in einem Axial
kompressor nur davon abhiingt, ob die Axialgeschwindigkeit, also v, groBer 
oder kleiner als c ist. In Abb. 207 ist die Anwendung der Charakteristiken
methode nur fUr die Reflexion der Prandtl-Meyer-Expansion am Nachbarprofil 
und dann erst beim Zusammentreffen der Expansion mit dem StoB, bei Abb. 208 
vorhe: iiberhaupt nicht erforderlich. Die Konstruktion ist also denkbar einfach. 
DaB leicht auch Stromungen vollig ohne StoB aufgebaut werden konnen, zeigt 
Abb. 209. Hier sind einfach zwei Stromlinien einer Prandtl-Meyer-Expansion 
oder -Kompression (je nach der Stromungsrichtung) herausgegriffen. Aus der 
stiirkeren Krummung der Stromlinien in Richtung auf das Zentrum der Prandtl
Meyer-Stromung ergeben sich endliche Profildicken. 

Bei allen Verdichtungsgittern ist zu beachten, daB es unter Umstanden gar 
nicht zu erwunschten Stromungen kommt, indem Anlaufeffekte auftreten, wie 
sie beim Doppelfliigel und beim zweifach verengten Kanal beschrieben wurden. 
Dies kann zur Folge haben, daB die Uberschallstromung vor dem Gitter uber
haupt nicht zustande kommt. 

29. Wenig gestorte achsensymmetrische Stromung. 
Bei kleinen Storungen und mittleren Machschen Zahlen konnen die Koeffi

zienten der Gleichungen als konstant angesehen werden, die Gleichungen konnen 
linearisiert werden, was dann die in Abschnitt 3 behandelte Singularitatenbelegung 
ermoglicht. Ebenso kann aber dabei mit Charakteristikenmethoden gearbeitet 
werden, wie SAUER und HEINZ35 vorgeschlagen haben. Wie bei allen Charakte
ristikenmethoden ergeben sich dabei allerdings keine analytischen Formeln, jedoch 
groBe Unabhangigkeit von der speziellen Korperform, was bei analytisch schwer 
darstellbaren Querschnittsverlaufen einen wesentlichen Vorteil bedeutet. Ferner 
fallen jene Fehler weg, die daraus entstehen, daB die Singularitaten in Abschnitt 3 
auf der Achse aus den Korpereigenschaften in Achsennahe bestimmt werden. 

Bei kleinen StOrungen sind die EinfluBgebiete durch Kreiskegel begrenzt, die 
Machschen Linien im Achsenquerschnitt werden Gerade mit den in G1. (43) 
wiedergegebenen Neigungen. Das Netzwerk der Machschen Linien und die Lage
koordinaten der Gitterpunkte in der Stromungsebene sind bekannt, wenn die 
Gitterpunkte auf einem Abhiingigkeitsgebiet gegeben sind (Abb.210). 

Die Vertraglichkeitsbedingungen, also die Anderung des Stromungszustandes 
langs der Mach-Linien, ermittelt man leicht aus der allgemeinen Formel (47), 
wobei zweckmaBig die Geschwindigkeitskomponenten eingefiihrt werden. In 
Differentialen geschrieben, ergibt sich zunachst fur isentrope Stromung auf der 
links- und rechtslaufigen Mach-Linie: 

± d-u dW.. .u dl 0 
o· - cot IX W + sm IX 8m ·U· y = . 

Daraus folgt fur die Komponenten: 
sin2 ex dl 

=t= dv + cot (IX =t= {}) du- . ( {}) v- = O. sm ex =+ y 
Hierin kann mittels der Beziehung 

(89) 

(90) 

dy = ± sin (IX ± {}) dl (91) 

auch die Anderung der Ordinate auf der Machschen Linie anstatt der Anderung 
der Bogenlange eingefiihrt werden. 
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Eine Linearisierung del' Ausgangsgleichungen und eine Naherung del' Mach
Linien durch Scharen paralleler Geraden entspricht einer Linearisierung del' Ver
traglichkeitsbedingungen in den abhangigen Veranderlichen. Urn das zu er
maglichen, muB {} <{ IX vorausgesetzt werden, wodurch augenfallig wird, daB zu 
hohe Mach-Zahlen ausgeschlossen bleiben, wie schon seinerzeit bei del' Methode 
del' Singularitatenbelegung bemerkt. Durch Elimination von dl aus den letzten 
beiden Gleichungen ergibt sich ein Faktor von Winkelfunktionen, del' wie folgt 
genahert werden kann: 

1 
sin ((X + {}) sin ( (X - {}) cos2 {} - cot2 (X sin 2 {} _ r - sin2 {}]-l _ sin2 {} 

-I '2 -1+'2 + .... 
SIn (X SIn (X 

(92) 

. 2 {} 

Darnach gilt bei Vernachlassigung von s~n2 gegen 1, also in zweiter Naherung, 
SIn (X 

nach elementarer Rechnung: 

d(v y) =t= Y cot (IX =t= {}) du = ° 
auf del' links- und rechtslaufigen Mach-Linie. 

(93) 

In erster Naherung ist: 

d(v y) =t= y cot tXoo du = 0, (94) 

worin IXoo nicht unbedingt del' Mach-Winkel del' Anstramung zu sein braucht, 
es kann au<:h ein mittlerer Mach-Winkel del' Umgebung sein, in welcher man mit 
diesel' Naherung rechnet. Man kann den Zustand des Punktes P durch Lasung 
zweier linearer Gleichungen mit zwei Unbekannten durch die Zust3.nde in den 
Punkten PI und Pr ausdrucken: 

1 
v y - (v yh = "2 (y + y/) cot tXoo (u - u/), 

(95) 
1 

v y - (v y),. = -"2 (y + Yr) cot tXoo (u - u r)· 

N och schneller geht es, wenn in del' u, v y-Ebene die Bilder del' Machschen 
Linien konstruiert werden (Abb 210). Die konstanten Zustande von PI und 

U 

Abb. 210. Charakteristikenmethode nach SAUER-HEINZ. 

P r legen diese Punkte in del' 11, v y
Ebene fest. Die Neigungen del' Bilder 
del' Mach-Linien in diesel' Ebene er
geben sich einfach mit Gl. (95) aus 
den mittleren y-Werten del' Punkte: 

linkslaufig: d(v y) = 1!"± ... 'yl cot tX oo ; 
du 2 

rechtslaufig: d~:) =_ YiJiTcottX= 

In einen Randpunkt mundet nul' eine Mach-Linie, dafur ist abel' - wie bei ebener 
Stramung - am festen Rand vy = {} U oo Y und am Strahlrand u bekannt. 

Bei Linearisierung herrscht auf dem von del' Karperspitze ausgehenden Mach
Kegel del' ungestarte Anstramzustand. Riel' ergeben sich also die Ausgangs
gitterpunkte mit hekannten Zustanden (Abb. 211). 

Bei del' Durchfiihrung des Verfahrens kommt stets nul' u und v y VOl'. Eine Be
rechnung von v selbst ist gar nicht erforderlich, da auch die Randbedingung am 
festen Karpel' fur v y angegeben werden kann. Lediglich fur die Berechnung des 
Geschwindigkeitsbetrages und des Druckes wird in Gl. (IV, 31) die Stramungs
richtung am Karpel' benatigt. 
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Das Verfahren laBt sich auch fiir die Anderung der GroBen mit dem AnstelI
winkel durchfiihren36, indem von den Differentialgleichungen fiir die abgeleiteten 
GroBen u" v. bei e = 0 ausgegangen wird. Jedoch ist die Methode dann kompli
zierter, wahrend die Formeln, welche aus der Methode 
der Singularitatenbelegung folgen, gerade besonders 
einfach sind. Es ergibt sich beim Charakteristiken
verfahren lediglich der Vorteil, daB die Randbedin
gungen exakt erfiillt werden. Ob dies allein aber ein 
viel komplizierteres, mit linearisierten Gleichungen 
arbeitendes Verfahren rechtfertigt, ist sehr zweifelhaft, 
weil die Linearisierung selbst eine starke Fehlerquelle 
einschlieBt. 

Gl. (93) gestattet noch eine Erweiterung der 

A bb. 211. Konstrukt ionsbeginn 
an dcr K orperspitze. 

Methode auf schwache Storungen in zweiter Naherung, was etwa der ebenen 
Profilstromung in isentroper Naherung in Abschnitt 17 und 18 entsprache. Die 
Machschen Linien in der Stromungsebene miissen nun mitkonstruiert werden, 
die Richtungen in der u, v y-Ebene hangen nun auch vom Zustand ab, was 
natiirlich wesentlichen Mehraufwand erfordert, weshalb im nachsten Abschnitt 
gleich ein exaktes Verfahren behandelt werden solI. 

30. Isentrope achsensymmetrische Stromung. 
Die Verfahren fiir achsensymmetrische Stromung wurden etwa gleichzeitig 

von G. GUDERLEy 36 (in sehr allgemeiner Form), von R. SAUER37 und von TOLLMIEN38 

(zunachst als Felderverfahren) entwickelt. K.OSWATITSCH39 und R. E. MEYER40 

geben eine zusammenfassende Darstellung aller Charakteristikenverfahren der 
Hydrodynamik. Dabei wird wie auch hier neben der Stromungsebene die Zustands
ebene benutzt. Es handelt sich bei den verschiedenen Autoren stets im wesent
lichen urn ein und dieselbe Methode in modifizierten, den praktischen Erfordernissen 
angepaBten Ausfiihrungsformen. Bei Isentropie ist die Durchfiihrung keines
wegs zeitraubend, kann von eingearbeiteten Rechenkraften ausgefiihrt werden 
und verdient eine starkere Verwendung, als ihr im allgemeinen zuteil wird. 

Die Richtung der Mach-Linien in einem Punkte ist wie bei ebener Stromung 
durch die Winkel {} ± .x gegeben. Wie bei dieser, konnen diese Richtungen also 
mit Hilfe des Charakteristikendiagramms bestimmt werden. Es besteht wieder 
die Orthogonalitatsbedingung (Abb. 181) in dem Sinne, daB die Machschen 
Linien der achsensymmetrischen Stromung im Bildpunkte im Hodographen 
senkrecht auf den Charakteristiken der ebenen Stromung stehen. Es ist daher 
zweckmaBig, das Diagramm (Tafel II) auch hier zu verwenden. Keineswegs 
sind aber die Bilder der Machschen Linien im Hodographen bei achsensymmetri
scher Stromung fest. Diese Bilder miissen schrittweise konstruiert werden. 
Natiirlich kann auf eine solche Hodographenkonstruktion verzichtet werden, 
doch bietet sie neben der Einfachheit der Zustandsbestimmung wegen ihrer 
Anschaulichkeit weitgehende Sicherheit gegen Rechenfehler. Ein solcher ist meist 
an der ausgefallenen Lage des entsprechenden Punktes leicht zu erkennen. 

Fiir die Konstruktion der Bilder der Mach-Linien im Hodographen sei die 
exakte Gl. (89) als Differenzengleichung geschrieben. Sie lautet dann auf der 
links- und rechtslaufigen Mach-Welle: 

{} {} cot IX (W W ) +. . {} l-ll 0 
- I - ----w- - I sm .x sm -y- = , 

{} {} cot IX (W W ) . . {} 1 - IT 0 - + r -----w- - T + sm.x sm -y- = . 

(96) 
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D · K ff" t cot IX d sin IX sin {} k" . P k Ie oe lZ16n en -w- un y onnen 1m un te P z und Pr 

genommen werden, wo sie bekannt sind. Genauer freilich ist es, sie an 
Zwischenpunkten von P Pz und P Pr zu nehmen. Dies macht nach einigen 
Schritten keinerlei Schwierigkeit, weiI sich Mittelwerte dann leicht durch Extra
polation abschatzen lassen. l - II und l - iT sind die Abstande des Punktes P 

.fr 
Jlt 

von PI und P T in der Stromungsebene (Abb. 212). 
Die dritten Summanden in den Gl. (96) lassen 
sich in einer Nebenrechnung leicht bestimmen. 
Bei ausgedehnteren Rechnungen ist es dann 
praktisch, am Charakteristikendiagramm noch 

sin IX = ~~ und sin {} zu notieren. Diese Sum-

manden ergeben sich aber auch sehr einfach 
graphisch als das Verhaltnis zweier Strecken. INir 
den rechtsgelegenen Punkt Pr beispielsweise (Ab
bildung 21:3) ist es das Verhiiltnis des Normal-
abstandes des Punktes P von der Stromungs

.r 
Abb. 212. Ab tiinde an den lInch. inicn. richtung von P r dividiert durch den Achsen-

abstand von P T in dieser Richtung. 
Die Gl. (96) hat formal dieselbe Form wie die entsprechenden Gleichungen bei 

ebener Stromung, wenn folgende GroBen eingefuhrt werden: 

{}- {} . . {} l-ll {}- . {} . . Q l-lT 
Z = I - SIn IX SIn ---; T = r + SIn IX sm 1J' ------. 

Y Y 
(97) 

D. h. der Zustand im Punkte P der Zustandsebene ergibt sich wie bei ebener 

Stromung, nur mit dem Unterschied, daB nun von zwei Punkten PI (Wz, {jz), 
Pr (Wr> lir) mit korrigierten Winkelwerten auszugehen ist (Abb.214). Die 

J) 

Abb. 213. strecken im Zusatzglied bei Achsen- Abb. 214. Bestimmung des Zustandes bei achsen-
symmetrie. symmctrisciler Stromung. 

Winkelkorrekturen sind dabei stets entgegengesetzt. Bei positivem Stromungs
winkel {} ist {}z zu verkleinern, {} r zu vergroBern. Wird {} in Winkelgraden gemessen, 

so muB auch die Korrektur durch Multiplikation mit J_~.O _ auf Winkel grade um-
n 

gerechnet werden. 
Etwas weniger anschaulich, abel' noch kurzer fur die Rechnung ist es, wenn 

nach GUDERLEY die GroBen A und flo eingefuhrt werden [Gl. (84)]. Diese beiden 
Veranderlichen, ursprunglich die Bilder der Mach-Linien einer ebenen isentropen 
Stromung im Hodographen, konnen als zweckmaBig gewahlte Hodographen
Koordinaten angesehen werden. Mit Ihnen lautet Gl. (89): 

d ' ISO. '.Q dl 0 d ISO. '.Q dl 0 
Il. + -2- SIn IX SIn 'U' - =, flo + -2- SIn IX SIn 'lj' --- = 

n y n y 
(98) 

exakt auf del' links- und rechtslaufigen Mach-Linie. 
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Gl. (98) als Differenzengleichung geschrieben, gibt die A- und,u-Werte in P (A,,u) 
einfach wie folgt: 

, , 180. . {} l-l~ 180.. {} l-lr 99) 
/I,=/I,~--~-smlXsm --; ,u=,u ----smlXs1n --. ( ... 

2n y r 2n y 

Die Korrekturen fur die A-, ,u-Werte sind also halb so groB wie jene fur die 
Winkel in Gl. (97), sonst abel' in gleicher Weise zu ermitteln. Gl. (99) gibt direkt 
die Lage des neuen Punktes im Hodographen, woraus del' gesamte Zustand sofort 
folgt. Ein Eintragen del' Punkte ist auch hier zweckmaBig, weil die Lage del' 
Punkte dort ohnehin fur die Bestimmung del' Richtungen del' Mach-Linien 
benotigt wird. Wegen del' Korrekturen ist eine Beschrankung auf runde A- und 
,u-Werte bei achsensymmetrischer Stromung naturlich nicht moglich. 

Je kleiner die Korrektur ist, desto weniger kommt es darauf an, in welchen 
del' drei Punkte P, P~, P r eines Schrittes die GroBen sin IX, sin {} und y genommen 
werden. Urn die Korrektur in Achsennahe klein zu halten, darf del' Gitterpunkt
abstand nicht zu groB gewahlt werden. Diese Forderung steht im Einklang damit, 
daB auch del' Gitterpunktabstand fur die Konstruktion des Machschen Netzes in 
del' Stromungsebene in Achsennahe am kleinsten sein muB, weil dort die starksten 
Zustandsanderungen auftreten: Bei achsensymmetrischer Stromung klingen die 
Storungen in Abstanden ab, welche von del' GroBenordnung des Korperdurch
messers sind. Daher werden die Gitterpunktabstande nicht groBe:' als del' Korper
radius gewahlt werden durfen. Daraus folgt abel', daB del' Aufwand fur schlanke 
Korper und niedrige Mach-Zahl, wo del' Abstand von Kopfwelle und Korper groB 
ist, sehr groB wird. Del' Aufwand wird also gerade dort gering, wo die linearisierten 
Verfahren (SAUER-HEINZ) versagen. 

Die Genauigkeit del' Methode ist eine Frage des Gitterpunktabstandes und 
damit eine Frage des Arbeitsaufwandes, del' mit dem Quadrat des Gitterpunkt
abstandes wachst. Es empfiehlt sich die Zusammenarbeit zu zweit, eine Rechen
kraft am Konstruktionsbrett mit Zeichenmaschine, die andere am Rechen
protoko'.l. Zwei eingearbeitete Krafte berechnen etwa 20 Gitterpunkte in del' 
Stunde. 

Del' Behandlung del' Randbedingungen seien die allgemeinsten Methoden 
vorangestellt. 

31. Anisentrope, ebene nnd achsensymmetrische Stromung. 

Einfache strenge Kriterien fur die Grenzen, bis zu welchen mit wirbelfreien 
Stromungen gerechnet werden kann, wurden bisher noch nicht aufgestellt. Selbst
verstandlich ergeben sich solche Grenzen abhangig von del' geforderten Genauig
keit. Ferner hangen die Grenzen von den Krummungsverhaltnissen am Korper 
ab, wobei die Korperkrummung zunachst den StoB krummt. Die dann ent
stehenden Wirbel wirken abel' erst im EinfluBgebiet stromabwarts. Die Verhalt
nisse werden also etwas verwickelt. 1m allgemeinen wird mit zunehmender Mach
Zahl und zunehmender Korperwolbung del' WirbeleinfluB ansteigen, wobei sich 
Abschatzungen aus den folgenden Formeln ergeben. 

Mit Berucksichtigung del' Anisentropie nimmt del' Arbeitsaufwand stark zu. 
Es ist daher nicht einmal so wesentlich, ob die Stromung eben odeI' achsen
symmetrisch ist, weshalb die Behandlung gemeinsam erfolgen kann. Wie auch 
bei del' instationaren Fadenstromung, gibt es keine grundsatzlichen Schwierig
keiten. Es sei angenommen, daB die Stromung durch StoBe Wirbel erhalten hat. 
Sie ist dann isoenergetisch, abel' anisentrop. Ruhetemperaturen und kritische 
Geschwindigkeit sind uberall konstant, Entropie und Ruhedruck hingegen sind 
nur auf Stromlinien konstant und gegeben und andern sich quer zu dieser. 

Oswatitsch, Gasdynamik. 21 
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Die Bestimmung der Richtung der Mach-Linien erfolgt wie stets mit Hilfe 
der Orthogonalitatsbedingung, aus der Richtung der A- und ,u-Kurven des Charak
teristikendiagramms der ebenen isentropen Stromung. Fur die Bestimmung des 
Stromungszustandes ergeben sich wie bei instationarer Stromung im wesentlichen 
zwei Moglichkeiten. Bei der hier erst behandelten wird die Entropie (der Ruhe
druck) in die Gleichung eingefuhrt. Die in Differentialen geschriebenen Vertrag
lichkeitsbedingungen (47) auf der links- und rechtslaufigen Mach-Linie: 

df} cot IX d { . . f} dl } 0 (100) ± + Q W2 P + Ism IX sm y = 

schreiben sich dann wie folgt. Mit Gl. (1, 35), (II, 25) und (II, 6) ist fUr das 
ideale Gas: 

~ dp = - T ds + di = -. W2,l ds - W dW 
Q M2 U (cp - cv ) 

und in Gl. (100) eingesetzt: 

± df} - cot IX dwW - sin IX cos IX ds + {sin IX sin f} d1,,1} = O. (101) 
u (cp - cv ) , 

Wie im letzten Abschnitt konnen nun Winkelkorrekturen eingefuhrt werden, 
oder es wird mit GUDERLEY wieder mit A und,u gearbeitet. Dann ist in Erweiterung 
von Gl. (99): 

, , + 180 . S - Sl 180 I . . {} l-ll I 
II. = Al ~ sm IX cos IX u (cp - cv ) - 2 n Ism IX sm ---y---,' 

180 . S - sr 180 { . . {} l- lr \ ,u =,u + --.- SIn IX cos IX - ._- sIn IX sIn . -- ~. 
r 2 n u (c p - cv) 2 n y J 

(102) 

Hierin unterscheidet sich die ebene Stromung von der achsensymmetrischen 
nur durch das eingeklammerte Glied. Es kommt also jetzt noch eine Entropie

.2: .... 

Abb. 215. Stromlinien (-- -) im 
Machscllen Netz. 

korrektur hinzu. Zu deren Bestimmung mussen 
nun die Stromlinien mitgezeichnet werden (Ab
bildung 215). Durch Interpolation ergibt sich die 
Entropie in den Punkten P, P l und Pr> womit 
dann auch die Entropiedifferenzen feststehen. 

Wahrend Gl. (102) fur ebene Stromung schon 
recht praktisch ist, ist es bei achsensymmetrischer 
Stromung zweckmaBig, die Entropieunterschiede 
durch die Punktabstande auszudrucken. Mit s ist 

. :8_ nur Funktion der Stromfunktion "p und daher 
~ .. 

also auf der Stromlinie bekannt. Die Anderung 
von s mit l, der Bogenlange langs einer der Machschen Linien, druckt sich 
bei Achsensymmetrie also wie folgt aus: 

os ds o~ ds (OX oy ) 
fj[ = d~ fj[ = d~ "pxTz + "pyTz = 

= :~ e y [ - v cos (f) ± IX) + u sin ({) + IX)] = 

= -~ e y W [sin ({) ± IX) cos {} - cos ({) ± IX) sin {}] = ± dds e y W sin IX, 
~ ¥ 

mit dem oberen Vorzeichen fur die linkslaufige Mach-Linie. Es sei "p* = 0* IW* "p 

die auf die kritische Stromdichte der Anstromung bezogene Stromfunktton. Die 
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kritischen Dichten im StoB andern sich wie die Ruhedichten, also wie die Ruhe
drucke. Damit ist: 

e W ~L=~~ e* w* e* w* e* e* w* Po' (103) 

e; ~* ist dabei die isentrope Stromdichtenfunktion und Po/Po das auf der 

StromIinie bekannte Ruhedruckverhaltnis. Mit G1. (103) und G1. (II, 41) fur den 
Ruhedruck ist dann: 

08 ± dB e W . ± d8 Po e W . 
7Jf = dtp* e* W* Y 13m £x = dtp* Po e* W* Y 13m £x = 

. ( ) 1 dpo e W . 
= ± cp - Cv - -d * A* W* Y 13m £x. 

Po tp e 

(104) 

Die Anderung der Entropie mit der Bogenlange auf del' Mach-Linie 1st damit 

durch die auf StromIinien bekannte GroBe :t:, den Abstand y und eine von £x 

abhangige GroBe ~~ ~* sin £x ausgedruckt. Damit ergeben sich die beiden 

letzten Differentiale in G1. (101) zu: 

. d8 +. . _Il dl - SIn £x cos £x ( ) sIn £x SIn 'U' - = 
" Cp - Cv Y 

. dl [ sin {} 1 dpo e W. ] 
= SIn £x -- =t= -- -d * Y A* W* SIn £x COS £x 

Y " Po tp e 

(105) 

auf der links- und rechtslaufigen Mach-Linie. Allerdings steht im zweiten Glied 

nun wieder eine GroBe ::~., die sieh von Stromlinie zu StromIinie andert. 

Ein Mitzeichnen der Stromlinien kann also im allgemeinen nicht umgangen 
werden. Jedoch ist eine genauere Interpolation nun nicht mehr edorderlich, da 
nicht mehr der Unterschied in zwei Punkten, sondern der 
Wert irgendwo zwischen zwei Punkten auftritt. 

Von gewisser praktischer Bedeutung zur Gewinnung 

einfacher Beispiele ist jene Losung, bei welcher ::: 

konstant ist, weil dann auf eine StromIinienkonstruktion 
verzichtet werden kann. Das kann nur fur ganz bestimmte 
StoBformen erreicht werden, weshalb die Stromungs- lTl;; 

berandung oder die Korperform in einem solchen Fall Abb. 216. Bildpunkte in der 
nicht vorgeschrieben werden kann, sondern sich aus der In p, II-Ebene bei ebener Stro
StoBform ergibt. Von den G1. (105) kann leicht zu den ent
sprechenden Formen der G1. (102) ubergegangen werden. 

mung. 

Die zweite MogIichkeit zur Behandlung anisentroper Stromungen besteht in der 
Verwendung von o., £x und pals abhangigen VeranderIichen. Ohne die Verein
fachungen, die sich aus der Hyperschallstromung ergeben, kann die VertragIich
keitsbedingung (100) mit G1. (74) fur ideale Gase wie folgt geschrieben werden: 

± dO. + sin £x cos £x ~ d(ln p) + {sin £x sin o. ~} = O. (106) 

Hier wird man neben dem Charakteristikendiagramm zur Ermittlung der 
Neigungen der Mach-Linien noch eine In p, o.-Ebene zur Ermittlung der Zustande 
verwenden. Es ist dies die Ebene, in welcher die Herzkurven eingezeichnet 
werden. Der Zustand im Punkte P (Abb. 216) ergibt sieh aus den Lagen der 

Punkte P z und Pr und den Neigungen der Kurven ±..!.. sin £x cos £x bei ebener 
" 

21' 
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Stromung sehr schnell. Bei achsensymmetrischer Stromung llluB, wie in Ab

bildung 214 von Punkten i\ und Pr mit korrigierten Winkelwerten aus
gegangen werden. Dabei ergeben sich die Winkelkorrekturen wieder durch Gl. (97), 
wahrend die Neigungen dieselben sind wie bei ebener Stromung. In jedem Fane 
wird in der In p, '!9-Ebene zunachst nur Druck und Stromungswinkel im neuen 
Punkt bestimmt. Der Ruhedruck im neuen Punkt ergibt sich aus del' Stromungs
ebene durch Mitzeichnen der Stromlinien. Aus dem Verhaltnis von Druck und 
Ruhedruck ergeben sich dann sofort der Mach-Winkel und die iibrigen gesueh
ten GroBen. 

In der Praxis wird man zweckmal3igerweise an die Stromlinie den Wert von 

In Po schreiben. Ferner tragt man <X uber In !! auf und notiert an die Abszisse auch 

~ sin IX cos IX und Ch(M*). Dann ergibt ~fch sehr schnell In ! = In p - In Po, 
H ~ 
womit aile anderen Werte aus dem Kurvenblatt folgen. 

In allen hier geschilderten Methoden wird die Stromungsebene in kartesischen 
Koordinaten gezeichnet. Es ist aber durchaus moglich, daB sieh die Arbeit ver
einfacht, wenn Stromlinienkoordinaten benutzt werden. Dies entspricht etwa 
der Verwendung Lagrangescher Koordinaten bei instationarer Stromung. Die 
Richtungen der Machschen Linien sind dann einfach durch den Machschen 
Winkel gegeben. Uber eine Entwicklung solcher Verfahren ist bisher nichts 
bekanntgeworden. 

32. Randbedingungen (allgemein). 
Grundsatzlich ergeben sich bei der Beriicksichtigung del' Randbedingungen 

keine neuen Gesichtspunkte. Stets fiihrt zu einem Randpunkt nur eine .Mach
Linie. Es gibt also nur eine Vertraglichkeitsbedingung langs einer Mach-Linie. 
Diesel' Vertraglichkeitsbedingung entspricht stets ein Kurvenstiick in del' Zu-

• . _Q dl 
smd Sill u':f 

standsebene, ob diese nun durch 
den Hodographen odeI' durch die 
In p, '!9-Ebene repriisentiert wird. 
Wahrend sich abel' del' Zustand in 
einem gewohnlichen Gitterpunkt 

-- - -- -- -- als Schnittpunkt zweier solcher 

L--------------+------~lnp 

I f'/'~/~/' J't/'CIIJ//,ilntl 

Abb, 21 i. Ermittiung des ZlIstandes in einem Randpunkt 
bei achsensymmetrischer anisentroper Striimllng. 

Kurvenstiicke ergibt, ist der Zu
stand in einem Randpunkt dadurch 
festgelegt, daB eine ZustandsgroBe 
- am festen Rand '!9, am freien 
Strahlrand p odeI' W - bekannt 
ist. Die andere ist dann an dem 
die eine Vertraglichkeitsbedingung 
darstellenden Kurvenstiick abzu

lesen. Erforderlichenfalls ist, wie in dem in Abb. 217 gezeigten Beispiel, von Punk-
~ ~ 

ten P mit korrigierten Winkelwerten {} auszugehen. 
Wird nach GUDERLEY del' Wert von fl und A berechnet und au13erdem auf das 

Eintragen in eine Zustandsebene verzichtet, so ergibt sich del' eine Wert aus der 
Vertraglichkeitsbedingung [etwa G1. (102)] und der andere aus G1. (88). Dabei 
ist am freien Strahlrand zu beachten, daB die Geschwindigkeit M* und damit 
Ch(M*) aus dem Druck mit dem am Strahlrand herrschenden Ruhedruck zu 
bestimmen ist. 

Wie ublich, wird hier unter "freiem Strahlrand" die Begrenzung eines Strahies 
durch ein ruhendes Medium bezeichnet. Eine exakte Behandlung ist schwierig, 
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wenn der Strahl durch ein mit Unterschallgeschwindigkeit bewegtes Medium 
begrenzt wird. Dies gehort in den Problemkreis der schallnahen Stromung. 
Keine Schwierigkeiten entstehen hingegen an der Grenze zweier Uberschall
strahlen. Diese Aufgabe ist zu losen, wenn beispiels
weise eine durch einen GabelstoB oder durch eine 
StoBkreuzung (Abb. 165) entstandene Unstetig
keitslinie in einem veranderlichen Stromungsfeld 
weiter zu konstruieren ist . Bei Verwendung der 
In p, .o.-Ebene ergibt sich ein Punkt auf der Un
stetigkeitslinie wie jeder gewohnliche Gitterpunkt 
aus den Vertraglichkeitsbedingungen beiderseits der 
Unstetigkeitsstromlinie. Eine Mehrarbeit erwachst 
nur daraus, daB die Machschen Linien in der 
Stromungsebene so zu ziehen sind, daB sie sich 

.r 

gerade auf der Unstetigkeitslinie treffen, was in der Regel eine Interpolation er
fordert (Abb. 218). Aus dem gleichen ,Druck, aber den unterschiedlichen Ruhe
drucken beiderseits der Unstetigkeitsstromlinie ergeben sich dann die unterschied
lichen Geschwindigkeiten, Mach
Zahlen usw. Am Rand zweier be
liebiger "'Oberschal1strahlen springt 
nicht nur der Ruhedruck, wie an 
einer Unstetigke:tsstromlinie nach 
einem GabelstoB, sondern auch 
die Ruhetemperaturen und damit 
auch W max, c* usw. Dies darf bei 
der Berechnung der absoluten 
Geschwindigkeiten nicht iibersehen 
werden. 

Ein konvex geknickter Rand 
in achsensymmetrischer Stromung 
kann in seiner unmittelbaren Um
gebung stets als ebenes Problem 
behandelt werden. Denn ein Knick 
bleibt in kleinsten Abmessungen 
stets eine unstetige Richtungs
anderung, also ein endlicher .o.
Sprung, wahrend der Betrag des 
Zusatzgliedes der achsensymmetri
schen Stromung in der Vert rag
lichkeitsbedingung - beispiels
weise in Gl. (89) - mit abnehmen
dem Gitterpunktabstand unter aHe 
Grenzen sinkt. So ergibt sich in 
Abb. 219 in der unmittelbaren 
Umgebung der Miindungskante 
eine gewohnliche Prandtl-Meyer
Expansion. Die Umgebung muB dabei stets klein gegen den Achsenabstand y 
sein. Nur auf der Achse selbst ist eine ahnliche Betrachtung nicht moglich, 
jedoch kommt dort ein konvexer Knick nicht in Frage. 

Wenn die achsensymmetrische Stromung bis an die Achse heranreicht 
(Abb. 219) ergibt sich dort die Randbedingung # = o. Die Achse ist dies
beziiglich einem festen Rand gleichzusetzen, nur mit dem Unterschied, daB das 
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Zusatzglied der achsensymmetrischen Stromung [etwa in Gl. (89)] dort unbestimmt 
wird, indem y und sin {} verschwindet. Damit ahneln die Verhaltnisse vollig 
jenen an der Achse einer Zylinderwelle (Abschnitt III, 32). In Achsennahe kann 
bei einer rechtslaufigen Mach-Linie gesetzt werden (Abb. 220): 

{}=-'L{} + 
Yr r 

Damit ergibt sich erster Naherung: 

. . {} l-lr (l -ir) sin <X {} = ~ (l -lr) sin <X {} _ {} (107) 
SIn IX SIn -y- = Y Yr r - r' 

Ganz Entsprechendes gilt fur eine linkslaufige Mach-Linie. Die Entropie
glieder erhalten keine neue Form. Bei isentroper Stromung folgt daraus fur den I Achsenwert einfach nach Gl. (96) (mit {} in Winkel-

y ~_-;_ _ graden): --J ~ 1:0 "~" (W - W ,) o~ Ch(M,') -Ch(M*) ~ 2 Ii,. 

~ ,x" (108) 

Abb. 220. Gitt.erpunkt 900 der Aehsc. Gl. (108) kann auch so gedeutet werden: Die 
Bilder der Machschen Linien im Hodographen 

haben in Achsennahe die halbe Neigung der Charakteristiken der ebenen Stro
mung (Abb. 221). Daraus ergibt sich bei isentroper Stromung also eine Ver
einfachung, in Achsennahe liegen die Charakteristiken im Hodographen auch 
bei achsensymmetrischer Stromung fest. Die besonderen Verhaltnisse in 
Achsennahe sind auch bei der Bestimmung des Zustandes eines Gitterpunktes 
zu berucksichtigen, dessen einer Ausgangspunkt auf der Achse liegt (Abb. 222). 

It 

Abb.221. Neiguog der Charakteristiken an der Achse 
im Hodographen. 

Abb. 222. Gitterpunkte in Achsenniihc. 

Beim Auftreffen der ersten Verdunnungen auf der Achse bei einem austreten
den Uberschallstrahl (Abb. 219) entstehen dort (ahnlich wie bei einer Zylinder
oder KugelweIle) unendliche Beschleunigungen, was nicht immer beachtet 
wird. Es ergeben sich namlich bei der Rechnung aus diesem Umstand keine 
Besonderheiten und es kann offen bar ohne wesentlichen Fehler mit der hie,' ge
schilderten Methode daruber hinweg gerechnet werden. AIle Singulantaten an 
der Achse konnen im ubrigen umgangen werden, wenn die Achse mit einem sehr 
dunnen starren Zylinder umgeben wird. Da der Stromungsquerschnitt dadurch 
kaum geandert wird, andert so ein Zylinder das Stromungsbild kaum. Damit 
erklart sich aber auch, daB die Singularitaten auf der Achse fUr die gesamte 
Stromung keine wesentliche Bedeutung haben konnen. 

Wahrend eine ebene Stromung beliebig gedreU werden kann, ist dies bei 
achsensymmetrischer Stromung nicht mehr moglich, weil die Achsenrichtung 
durch {} = 0 ausgezeichnet ist. Ebensowenig ist eine Translation in y-Richtung 
gestattet. 
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33. Konstruktion der StoJlfronten. Beispiele. 
Fur StoBfronten, welche an konkaven Knicken von Berandungen ansetzen, 

gilt dasselbe, was uber konvexe Knicke gesagt wurde. In einer Umgebung des 
Knickes, der klein gegenuber dem Achsenabstand des Knickes ist, kann die 
Stromung als eben angesehen werden. Die Naherung gilt urn so genauer, je mehr 
man sich dem Unstetigkeitspunkt nahert. Dasselbe gilt auch fur StoBlrreuzungen, 
GabelstoBe usw. in isentroper oder anisentroper StrDmung, oder fUr das Auftreffen 
von StoBen auf feste Wande und freie Strahlrander. Das Auftreffen von StOBen 

~~ _________ . ___________________________ ~ b 

Abb. 223. Stromungsbild und Druckverteilung an einem Rotatlonskorper bel Moo = 1,86 (a) und 5,08 (b) 
nach M. SCHAFER. 

auf Unstetigkeitsstromlinien oder der Fall von StoBkreuzungen auf Unstetigkeits
stromlinien ist ebenfalls wie das entsprechende Problem bei ebener Stromung zu 
behandeln, wobei die Entropie auf der Stromlinie springt, beiderseits des Sprunges 
aber als konstant angesehen werden kann. Die Losung solcher Sonderfalle bleibe 
dem Leser uberlassen. Sie ist nach Beherrschung der hier wiedergegebenen Bei
spiele leicht zu finden und ist durch die Bedingung gleichen Druckes und gleichen 
Stromungswinkels beiderseits der abgehenden Stromlinie stets ausreichend 
festgelegt. 

Es bleibt also die Behandlung der Fortsetzung einer irgendwo entstandenen 
StoBfront sowie die Behandlung der Verhaltnisse auf der Achse, da dort das 
Herausgreifen einer Umgebung, welche klein gegen den Achsenabstand ist, un
moglich ist. Dabei stellt ein konkaver Knick auf der Achse eine kegelige Stromung 
dar, die der in Abschnitt 12 behandelten Parallelanstromung eines Kreiskegels 
urn so naher kommt, je kleiner die Umgebung der kontinuierlich veranderlichen 
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Stromung ist, welehe man an del' Kegelspitze herausgreift. Aueh dies Problem 
ist damit erledigt. In del' Praxis handelt es sieh in del' uberwiegenden Anzahl 
von Fallen iiberhaupt urn die Parallelanstromung von Kegelspitzen. Ein Ab
weiehen von del' exakt kegeligen Stromung ergibt sieh erst dadureh, daB die 
Korperform mit zunehmendem Abstand von der Spitze von del' Form eines Kreis
kegels abweieht. 

Bei der Konstruktion von schwachen StoBfronten ergeben sich keine neuen 
Gesichtspunkte gegeniiber der gleichen Aufgabe bei ebener isentroper Stromung. 
Die Neigung schwacher StoBfronten ist das Mittel zwischen den Neigungen del' 
Machschen Linien VOl' und hinter del' Front Gl. (59). Untersehiede in del' Fort
setzung bei ebener odeI' achsensymmetriseher isentroper odeI' anisentroper 
Stromung ergeben sieh also lediglieh in der Konstruktion des Gitterpunktnetzes 
vor und hinter der Front. Damit ist aber bereits del' wiehtigste Fall behandelt, 
da in del' Praxis meistens starke StoBe wegen del' damit verbundenen Verluste 
vermieden werden. Abb. 223a zeigt eine solche von M. SCHAFER bereehnete 

Abb. 224. tromung bei 1l! 00 = 3,0 an einem DiHu orkopf. 

Stromung an einem Rotationskorper. Ausgehend von del' exakten Kegelstromung, 
nahert sich die StoBfront sehr schnell del' Maeh-Richtung del' Anstromung. Die 
Schwachung ist hier also bedeutend starker als bei ebener Stromung (Abb. 185), 
wei! die Impulse und die Energie wie bei einer ZyIinderwelle nach zwei Raum
richtungen zerstreut werden. 

Bei starkeren StoBen muB eine allgemeine Methode verwendet werden. Del' 
Zustand hinter dem StoB ergibt sieh aus dem Zustand VOl' dem StoB mit Hilfe 
del' StoBpolaren, womit eine Beziehung zwischen {} und W odeI' zwischen {} und In p 
hinter der StoBfront gegeben ist. Der Zustand vor dem StoB muB zu diesem 
Zwecke bekannt sein. Dies ist besonders einfach bei Kopfwellen, da VOl' diesen 
iiberall derselbe Zustand herrscht. 1m allgemeinen muB abel' del' Zustand vor 
dem StoB durch Extrapolation del' StoBfront erst bestimmt werden (Abb.197). 
Ferner miindet in die StoBfront von hinten eine gleichlaufende Maehsche Linie. 
Ausgehend vom Ietzten Gitterpunkt el'gibt die VertragIiehkeitsbedingung auf 
del' Mach-Linie eine zweite Beziehung zwischen {} und W oder zwischen {} und 
In p. Dabei wird bei isentropel' Stromung del' Hodograph (Busemannsehe StoB
polal'e), bei anisentroper Stromung gleiehberechtigt das Herzkurvendiagramm 
verwendet werden. Aus dem Schnitt beidel' Kurven ergibt sich also del' Zustand 
hinter dem StoB in einem neuen Gitterpunkt. Daraus ergibt sieh die neue StoB
frontrichtung. Gegeniibel' einem gewohnlichen Gitterpunkt besteht nm del' 
Unterschied, daB an Stelle del' einen Vertragliehkeitsbedingung die StoBpolare 
odeI' die Herzkurve tritt, was die Kenntnis des Zustandes VOl' dem StoB erfordert. 
Ein praktisehes Beispiel einer Anwendung zeigt A bb. 224. Es handelt sich 
UIll einen "Fangdiffusor", mit del' Aufgabe, die Luft illl Flug zur Verwendung 
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in einem Antrieb zu verdichten. Die Kopfwelle halbiert dabei die Richtungen 
der Machschen Linien davor und dahinter nur mehr naherungsweise. Dennoch 
ist die .Anderung der StoBstarke aller StoBe so gering, daB die Stromung als 
drehungsfrei angesehen werden kann. Der wesentliche Teil der komprimierten 
Luft wird in einen Kanal eingefuhrt und schlieBlich in einem senkrechten StoB auf 
Unterschallgeschwindigkeiten verdichtet. Die Lage dieses letzten senkrechten 
StoBes ergibt sich aber nicht mehr aus den 
Rand- und Anstrombedingungen, sondern - da 
er auf Unterschall fiihrt - aus den Drucken 
stromabwarts. 

Ein weiteres Beispiel einer Kopfwellenkon
struktion, welche die genaue Methode erfor
derlich macht, liefert Abb. 223 b. Hier machen 
sich schon Hyperschalleigenschaften geltend. 
Trotz der Schlankheit des Korpers wurde wegen 
der Entropieunterschiede hinter der Front nicht 
mehr wirbelfrei gerechnet. Ein Mitzeichnen der 
Stromlinien ist erforderlich. 

Praktische Anwendungen der Charakteristiken

I 
I 
I 
I 
I 
I 

verfahren ergeben sich bei den sogenannten _._.-. _ . _. _ ._.
"Strahlablenkern" an SchuBwaffen. Diese haben 
den Zweck, die hinter dem GeschoB austreten
den Pulvergase umzulenken. Eine solche achsen

Abb. 225. Ach cnsymmetri-che m
lenkllllgsschauiel mit {)ffnunll an der 

Aellse. 

symmetrische Umlenkungsschaufel ist in Abb. 225 gezeigt. Sie hat in der 
Fortsetzung der Mundung ein Loch fur das GeschoB, durch welches dann naturlich 
ein Teil der Pulvergase hindurchtritt. Hier kommt es auf Verluste in StoBen 
nicht an, sondern es ist die Aufgabe zu losen, die Pulvergase auf moglichst 
kurzem Wege moglichst glatt umzulenken. Zur Verminderung des Rechen
aufwandes wurde deshalb hier ein kriiftiger StoB angesetzt, der eine starke 
Umlenkung verursacht und in dem gleichzeitig dPold1p* konstant ist. Wie sich 
aus Gl. (105) ergibt, ist ein Mitzeichnen der Stromlinien nicht mehr erforder
lich. Diese konnen nachtraglich - soweit sie interessieren - konstruiert werden, 
woraus sich dann auch 
die zum vorgegebenen 
StoB gehorende Schaufel
form ergibt. 

Einer eingehenden 

/ //////////~(~ 

Betrachtung bedarf ein _ ._ ._ ._. __ _ ._ ._ . __ ._ ._ ._ 
StoB, welcher auf die 
Achse zulauft. Dieses 
Problem ergibt sich in 

Abb. 226. StoG im konvergenten Rohr. 

einfachster Form etwa, wenn ein Rohr auf einem Streckenstuck eine Ver
engung konstanter Neigung aufweist (Abb. 226) und vor dieser Parallel
stromung herrscht. AIle Zustande hinter dem StoB liegen dann auf einer 
StoBpolaren und auf einer Herzkurve. Der erste Gitterpunkt 1 am StoB 
kann dem Wert bei ebener Stromung gleichgesetzt werden. Von hier aus 
ist nun eine Machsche Linie an die Wand zu fuhren. In diesem Punkte 2 
ergibt sich nach Gl. (106) bei gleichem negativem -& wegen der Achsenkorrektur 
der Druck etwas hoher als im Punkte 1. Von 2 auf einer rechtslaufigen Mach
Linie fortschreitend ergibt sich im Kreuzungspunkt, Punkt 3 mit dem StoB 
(mit der Herzkurve) ein hoherer Druck und ein starkerer negativer Winkel -&. 
Damit erhalt man aber im Punkt 4 eine weitere Drucksteigerung, und diese 

21 a 
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ist im Punkt 5 mit einer weiteren VergraBerung del' Stromlinienneigung ver
bunden. Die StoBfront steilt sich wie bei einer Zylinder- odeI' Kugelwelle mit An
naherung an die Achse auf, ein Vorgang, del' in del' hier gezeigten Art nur so 
lange zu verfolgen ist, als hinter dem StoB Unterschallgeschwindigkeit herrscht. 
Offenbar vvird jeder auf die Achse zueilende StoB in Achsenn~ihe schlieBlich senk
recht (siehe auch 40, 2. Teil). Dies bildet ein Gegenstuck zur starken Schwachung 
von Kopfwellen mit zunehmendem Achsenabstund. Damit entsteht also wieder 
eines del' so schwer zu behandelnden Probleme del' schallnahen Stromung. 

~An der Achse lIluB irgendeine :Form del' StoBreflexion auftl'eten, die allerdings 
bei niedrigen Mach-Zahlen nicht mit einem GabelstoB verbunden sein kann, da 
es diesen dann nicht gibt. Hei nicht zu starken StaB en und hoheren Mach-Zahlen 
mug sich del' ganze Vorgang del' schallnahen Stramung mit senkrechtem StoB 
auf unmittelbare Achsenniihe beschriinken, denn mit Ubergang zu verschwindender 
Stogstarke muB del' ganze Effekt verschwinden. Da del' StoB an der Achse senk
recht ist, ist das abel' nul' so moglieh, daB die Front des senkrechtell StoBteileH 
immer kleiner wirel, je schwiicher del' von auBen kommende StoB wird. Die Gabel 
selbst liiBt sich bei schwiicheren Vorgiingen noch gut konstruiel'en, da das kurze 
Stiickchen senkrechten StoBes auf del' Achse senkl'echt sitzen llluB. Es ware nun 

AblJ. 22b. Austritt rines aeh:-;cnsymnwtrisehell Vreistrahles gegen rnterdrllck. 

oft sehr unangenehm, werlll lllan keinesfalls iibel' die Gabelung hinaus rechnen 
konnte. Doch kann man sich wegen der geringen Bedeutung del' Vorgange 
in unmittelbarer Achsermiihe so helfen (Abb. 227), daB man Entropie und 
Mach-Zahl hinter dem senkrechten Stog gleichsetzt den GraBen hinter dem reflek
tierten schiefen Stog. DaR auf diese Art gewonnene Bild nach Abb. 227 
deckt sich vallig mit entsprechenden Sehlierenbeobachtungen. Man kann sich 
bei diesem Problem auch flO heIfen, daB man die Achse mit einem starren Zylinder 
umgibt. 

In Wirklichkeit diirfte sieh die Stroll lUng an der Achse naeh dem Sto13vorgang 
rasch expandieren und IIU Uherschallgeschwindigkeiten beschleunigen, wozu 
sie wegen ihrer geringen Menge 11111' wenig lIusatdichen Raumes bedarf. Rei starken 
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Geschwindigkeitsunterschieden an der Unstetigkeitsstromlinie nach der StoB
gabel spielt auch die Heibung entscheidend herein. Deshalb ist eine exakte 
Li:isung bei schwachen StoBen hi:iherer Mach-Zahl von geringer praktischer Be
deutung, wenn die Heibung vernachlassigt wil'd. 

Abb.227 stellt die Erganzung von Abb. 225 fUr die Stromung durch die 
Umlenkschaufel dar. Die Wand verlauft dabei durchaus achsenparallel und 
der StoB entsteht dadurch, daB die Stromung eine radiale Komponente hat. 
Dies verursacht eine unbedeutende KOIllplikation, ohne das Wesen des Vorganges 
zu beeinflussen. 

Der Effekt des Aufsteilens der Sto13front mit Annaherung an die Achse ist 
auch an drehsymmetrischen Uberschallfreistrahlen zu beobachten. Dabei ergeben 
sich in periodischen Abstanden senkrechte StoBe, was naturlich Dampfung zur 
Folge hat (Abb. 228). 

Da Uberschallrotationskorper meistem; ziemlich abgehackt enden, lost sich dort 
die Stromung ab und es ents~eht ein "Totwasser". Dessen Druck, der sogenannte 
Bodendruck, ist bei niedriger Uberschallgeschwindigkeit fUr den Widerstand von aus
schlaggebender Bedeutung. Bei geniigend langem Korper hangt der Bodendruck 
im wesentlichen nur von den Anstrombedingungen ab, wahrend die innere Reibung 
und die Korperform eine untergeordnete Rolle spielen. Eine exakte Behandlung des 
Problems ist bisher nicht gelungen und ein ausfiihrliches Eingehen im Bahmen dieses 
Buches ist leider nicht moglich. Doch seien mit Riicksicht auf die Bedeutung der 
Fragestellung einige Arbeiten zitiert41 , 42, 43, 44, 68. 

34. Angestellte Rotationskorper. 
Die Stri:imung urn einen angestellten Rotationskorpel' (Abb. 93) hangt 

eigentlich von drei Raumkoordinaten abo Wenn aber del' Anstellwinkel der An
stromung klein ist - und das ist gerade del' meist interessierende Fall -, dann 
andern sich die Storungen in einer bestimmten Querschnittsebene des Korpers 
x = konst. und in einem bestimmten Abstand r = konst. wie cos X (tg X = zjy). 
Wie bei schlanken Korpern (Abschnitt VII, 4 und VIII, 3), weichen die Storungen 
am starksten in der x, y-Ebene von denjenigen Werten ab, welche sie bei 8 = 0 
annehmen und welche auch bei 8 =!= 0 noch in del' z, x-Ebene herrschen. Die 
Stromung urn einen dicken, wenig angestellten Rotationskorper kann also als 
schwach gestorte Stromung des nicht angestellten Ki:irpers angesehen werden, 
sie kann nach 8 linearisiert werden. Dies kann wie in Abschnitt VI, 18 durch eine 
Differentiation nach 8 geschehen, oder auch einfach durch einen Ansatz, bei 
welchem die Zusatzstorungen als klein angesehen werden. Der letztere Weg solI 
in diesem Abschnitt der groBeren Anschaulichkeit wegen vorgezogen werden. 
Die Zylinderkomponenten der Geschwindigkeit (Abschnitt VI, 7) ki:innen dann 
wie folgt angesetzt werden: 

u(x, r, X) = u(x, r). ~ () + U (x, r) ['; cos X; 

WI(x, r, X) = WI(x, r). co 0 + WI (x, r) 8 cos X; (109) 

W2 (x, r, X) = W2 (x, y) sin X; 

was dem Ansatz (VII, 29) vi:iIlig entspricht. Bei anisentroper Stri:imung ist auch 
s(x, r, X) noch analog anzusetzen. Natiirlich gIlt ahnliches auch fur p, 12, C usw. 

Wird mit diesen Ansatzen in die Ausgangsgleichungen eingegangen und 

werden aIle Glieder gestrichen, welche die "Sti:iramplituden" u 8, WI 8, W2 8 usw. 
quadratisch enthalten, so ergeben sich schlieBlich Gleichungen, welche lediglich 
die unbekannten, quergestrichenen GroBen linear, aber nicht mehr den Winkel X 
enthalten. Dabei ist zu berucksichtigen, daB die Ausgangsgleichungen voraus
setzungsgemaB von der Losung bel ['; = 0: Us ~ Ih W16 ~ 0 erfullt werden. 

21 ,,* 
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Am einfachsten w~~den die Losungen beim wenig angestellten Kreiskegel. 
Die Storfunktionen ii, WI> und W2 hangen dann nur vom Verhiiltnis fix ab, und 
es ergibt sieh, wie bei der Stromung am nicht angestellten Kreiskegel, ein System 
gewohnlicher Differentialgleiehungen. Dabei ist die Stromung nieht mehr als 
ganze, jedoeh noeh in Liingssehnitten isentrop. Die "Amplitude" der Entropie
stCirung ist eine Konstante. Die Stromung urn den wenig angestellten Kreis
kegel ist bereits gereehnet und tabuliert50 • Betreffs der Anwendung del' Tabellell 
beachte die Hinweise65 • 66• Auch HERRI67 behandelt die Aufgabe. 

Ein Charakteristikenverfahren fur das allgemeine Problem gibt beispiels
weise G. GUDERLEy36 an. Ausgehend von der Stromung bei c; = 0 und deren 
Mach-Linien als Charakteristiken aueh fUr c; =1= 0, ergeben sieh abei' so viele 
Korrekturglieder, daB del' Aufwand kaum zu bewaltigen ist. 

Dagegen ist es vorzuziehen, direkt von den Gl. (VI, 66, 67) auszugehen und 
diese auf die x, y-Ebene anzuwenden51 ({3 = X). Mit Gl. (109) ergibt sieh dann 
fUr wirbelfreie Stromung und y > 0: 

(C2-U2) ~ + (c2- W12)i!lVL_2uWl~11 c= _ c2 (WI _ lV2F); 
OX dy i:Jy Y.lf (1l0) 

~u _O_WL _ 0 
by ax - . 

Dieses System unterseheidet sieh von dem fur aehsensymmetrisehe Stromung 

nur dureh das Zusatzglied: c2 ~2~. Die GroBe W2 c; kann mit einer del' restliehen 
y 

Gl. (VI, 67) bei jedem Schritt ermittelt werden. Es ist: 

J3tW~_~ = U -1),8_= 0 oder O(W2 6) = WI .-- WI. ~ 0 __ W2 (Ill) 
ox Y oY !I Y 

dabei muB die Losung fUr c; = ° bereits bekannt sein. Die Maehschen Linien 
unterseheiden sieh bei der skizzierten Methode von jener bei c; = 0, mussen also 
mitkonstruiert werden, doeh reduzieren sieh dadureh die Korrekturen in ent
seheidendem MaBe. Anwendungen sind noeh nieht bekanntgeworden. 

In del' Darstellungsweise von Absehnitt VI, 18 uber die Abhangigkeit des 
Stromungszustandes vom Anstelhvinkel ist die Methode so zu deuten, daB erstens 
die Anderung del' GroBen mit c; auf den Mach-Linien und zweitens die Anderung 
del' Mach-Linien mit c; bei c; = 0 zu berechnen ist. 

:Fiir angestellte Rotationskorper ist eine linearisierte Charakteristiken 
Theorie - etwa entsprechend jener von Sauer-Heinz fUr nicht angestellte 
Korper - von geringem Interesse, weil die Singularitatenmethode (Abschnitt 3, 
S. 271) so einfaehe Ergebnisse liefert. Anders ist es bei angestellten ring
formigen Korpel'n, fUr welche W. HAACK61 neuerdings ein einfacheres Ver
fahren angibt. 
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IX. Stationare, reibungsfreie, schallnahe Str(hllung. 
1. Vorbemerkung. 

Mit dem Wort "Sehallnahe" sei alles umfaBt, was das Wort selbst bereits 
ausdruekt. Es ist dabei nieht erforderlieh, daB die gesamte Stromung Maehsehe 
Zahlen nahe an M = I aufweiFlt. Schon das Erreiehen oder Uberschreiten der 
kritischen Gesehwindigkeit an einer einzigen Stelle bei sonst tiefen Unterschall
gesehwindigkeiten oder hohen Ubersehallgesehwindigkeiten genugt, urn die Str(i
mung in den Problemkreis dieses Teiles einzuordnen. Freilich wird in der Praxis 
nur dann auf die besonderen Erseheinungen Rueksicht zu nehmen sein, wenn die 
sehallnahe Stromung einen wesentliehen Teil del' betraehteten Stromung aus
maeht. Denn genau genommen ubersehreitet die Gesehwindigkeit aueh bei 
niedrigster Maeh-Zahl del' Anstromung an einer konvexen Kante stets den Wert 
M* = 1, und es befindet sieh aueh in der praktisehen AusfUhrung an der Spitze 
jedes noeh so schnell fliegenden Gesehosses ein lokales Untersehallgebiet. Doeh 
werden solehe Erseheinungen nur dann der "sehallnahen Stromung" zuzuzahlen 
sein, wenn man sieh ganz Rpeziell fiir die Vorgange in diesem fur die Gesamt
stromung unbedeutenden Teilgebiete interessiert. 

Zumeist werden in der Literatur Vorgange behandelt, bei welchen die Ge
schwindigkeit in allen Teilen schallnahe ist. Dann wird die kritische Geschwin
digkeit bereits bei kleinen Geschwindigkeitsstorungen durchschritten. Das er
leichtert nicht nur die Behandlung der Aufgaben etwas, sondern entspricht 
auch weitgehend den praktisehen Erfordernissen, weil kleine Storungen auch im 
allgemeinen mit kleinen Widerstanden verbunden sind. 

Del' Begriff der "Sehallnahe" deckt sich weitgehend mit dem, was im anglo
amerikanischen Sprachgebraueh mit "transonic" (richtiger trans-sonic) bezeichnet 
wird. Dabei ist ein Durchschreiten der Schallgeschwindigkeit nicht unbedingt 
erforderlich. Besonders bei Uberschallgeschwindigkeit zeigen 8ich die Effekte 
del' Schallnahe schon deutlich, wenn die Sehallgeschwindigkeit an den Stell en 
geringster Geschwindigkeit auch nul' erreicht wird. 

1m Gegensatz zu den letzten Teilen muB man sich bei sehallnaher Stromung 
trotz del' groBen Bedeutung, welche dies em Problemkreis zukommt, mit ver
haltnismaBig bescheidenen Ergebnissen begnugen. Es ist anzunehmen, daB noch 
wesentliche FortsehrHte erzielt werden, so daB nur das berichtet werden soli, 
wo das Resultat den Aufwand einigermaBen rechtfertigt. Daruber hinaus sei 
dem Forschenden ein Bild uber die bisher beschrittenen Wege gegeben. 

Zwei Problemkreise stehen bei 8challnaher Stromung im Vordergrund, 
jener des in Unterschallstromung eingebetteten lokalen Uberschallgebietes und 
jener des in Uberschallstromung eingebetteten lokalen Unterschallgebietes. Das 
erstere erscheint bei Unterschallstromungen an Stellen hochster Ge8chwindigkeit, 
wenn die mittlere Geschwindigkeit uber ein gewisses MaB gesteigert wird. Lokale 
Unterschallgebiete wurden im letzten Teil bereits ofter erwahnt. Sie treten an 
der Spitze stumpter Korper oder auch an stumpfen Kegeln auf. 

Zl1 oiesen Hauptproblemen tritt das Durchschreiten der Schallgeschwindigkeit 
auf allen StromJinien, wie es in der engsten Stelle von Laval-Dusen auftritt. Fur 
dieses einfachste Problem dieses Teiles gibt es sowohl Naherungslosungen als 
auch exakte Beispiele. Diese ergeben sich dadurch, daB gewisse exakte Losungen 
(etwa die Wirbelquelle, Abschnitt VI, 10) zwischen zwei geeignet gewahlten 
Stromlinien betrachtet werden. 

Eine besondere Stellung nimmt schlieBlich die Umstromung eines Korpers 
bei Sehallgeschwindigkeit im Anstromgebiet selbst ein. Da die Stromdichte 
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dabei weit VOl' dem Korper den Maximalwert annimmt, lUuB sie im Rtorgebiet 
des Korpers also kleiner als im Anstromgebiet sein, und es ist nicht einzusehen, 
wie das Medium am Korper - der selbst auch noch Raum beansprucht - vorbei 
soIl. Es mu13 also angenommen werden, da13 es bei Anstromung mit exakt Moo = 1 
keine stationare Losung gibt. Diesel' Schlu13 betrifft allerdings nur den Fall 
Moo = 1, nicht aber eine Mach-Zahl def AnstrolUl1ng, welche sich - wenn al1ch 
noch so wenig - von eim; unterscheirlet . Darnach diirfte es wohl Gren)f,)f,l1stande 
geben, welchen die Stromung zustrebL wenn 21f 00 yon oben odeI' unten an den 
Wert Moo = I heranruckt. 

2. Uberblick tiber das Umstromungsproblem, Binfltisse und Abhangigkeiten. 
Das allgemeine Vel'halten del' Striilllung um ein Profil bei verschiedenen 

Mach-Zahlen del' Anstrolllung M oo nahe an eim; HiBt sich dllrchaus yerstehen, 
wenn alleh eine quantitative Berechnung 
graBen Sehwierigkeiten begegnet. Bei der 
Besprechung des Umstrijmnngsproblems bei 

r 

steigenden 1l100-Werten kommen die wesent
lichen Be::;ondel'heiten ~tller schallnahen 
Stri)mungen zm Sprache. Die Uberschall
gebiete entstehen in Untersehallstromung an 
den Stellen hoelHlter Geschwindigkeit, d. h. 
in del' Niihe des Dickenmaximums, die 
Unterschallgebiete an den Stell en niedrigster 
Geschwindigkeit in Uberschallstrolllung, d. h. 
an den Rtellen gro13ter Diekenzunahme, 
meistens a],;o all del' Flugelnase. Diese sei 
zugespitzt, auch habe das Pl'ofil keine kon
vexell Ecken, flO dar~ es bei kleinem Jlfoo eine 

Abb. :WI. Lokalos ClJcrschallgcbiet am l'rofil reine Untel'sehall-, bei gro13em l1f 00 eine reine 
(_. - - - stol.lfreic Geschwinaigkeitsvertcilung). Uberflchallfltramung gibt . In den Unter-

schallteilen der Striimung werden sich be
Honden; die Unterseh'Llleigensehaften, in den UberHclu.llteilen die Uben;ehall
eigenschaften geltend machen, und dieH um so mehr, je ausgedehnter da;; 
entspreehende Gebiet ist. 

Typisch fUr M < list dabei das Wirken einer Starung naeh allen Seiten. 
Die Dicke eines Kiirpers macht sicll weit stramaufwiirts geltend, daher ergibt 
sieh die gro13te Stromdichte und damit die hochste Geschwindigkeit in del' Nahe 
des Dickenmaximums. Bei M > I hingegen reagiert die Stromung auf eine 
Dickenzunahme wie auf eine Verengung, auf eine Dickenabnahme wie auf eine 
Erweiterung des Stromfadens. Daher liegt bei M > I die geringste Stromdiehte 
und damit die hochste Geschwindigkeit an Stellen gro13ter Dickenabnahme 
(gro13ter negativer Neigung des Oberfliichenelementes) (Abb. 141). 

Nach Uberschreiten del' kritischen Mach-Zahl ~7I100 - das ist jene Macll-Zahl 
del' Anstromung Moo < I, bei welcher in einem Punkt am Profil Schallgesehwindig
keit erreieht wird - bildet sieh ein Uberschallgebiet aus, in welchem das Ge
sehwindigkeitsmaximum zu abnehmenden Profildicken hin verlagert ist (Abb. 229). 
Ein starkeres Abrucken des Geschwindigkeitsmaximums, d. h. des Sogmaximums, 
ergibt Widerstand. Es muE also mit clem Erscheinen von Sto13en verbunden 
sein, in welchen ein Teil der Bewegungsenergie in Warme verwandelt wird. Dies 
ist die energetisehe AuBerung ein und desselben Widerstandes, del' sich in den 
Oberflachenkraften durch ein Stromabwartswandern des Soges und im Impuls 
dmch Ver)f,ogerungen del' Geschwindigkeit im Profiluachlauf wiederfindet. 
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Bei Moo-Werten, welche nur etwas tiber .<;fer kritischen Mach-Zahlliegen, scheint 
es auch sto13freie Stromungen mit lokalen Uberschallgebieten zu geben. Sicher ist 
das allerdings nicht, weil schwache Sto13e von lokalen Druckanstiegen theoretisch 
wie experimentell schwer zu unterscheiden sind, wobei im letzten Fall die Beobach
tungen noch von Grenzschichterscheinungen gestort 
werden. Au13erdem kann es sein, da13 solche sto13freie 
lokale UberschaHgebiete instabil sind und bei kleinster 
Storung in ein Uberschallgebiet mit Sto13 iibergehen. 
Da13 es bei einem bestimmten Profil bei manchen Moo
Werten mehrere Losungen gibt, ist durchaus moglich. 
Solche Mehrdeutigkeiten bei bestimmten Randbedin
gungen haben sich ja schon bei der Stromung durch 
einen zweimal verengten Kanal ergeben (Abschnitt II, 11). 
Sicher gibt es vom mathematischen Standpunkt mehrere 
Losungen, d. h. wenn im Widerspruch zum zweiten 
Hauptsatz der Warmelehre Verdiinnungssto13e zugelassen 
werden. Bei der Umstromung eines Kreisbogenzweieckes 
mit StoB (Abb. 230) konnen, wie bei allen Stromungen, 
die Stromungsrichtungen in allen Punkten umgekehrt 
werden. Das ist gleichbedeutend damit, daB es eine um 
die y-Achse gesp'~egelte Geschwindigkeitsverteilung gibt, 
bei welcher das Uberschallgebiet mit einem Verdiinnungs
stoB beginnt. Yom mechanischen Standpunkt miiBte 
diese dieselben Stabilitatseigenschaften besitzen wie ihr 
Spiegelbild. Eine allenfalls dazwischenliegende Losung 
braucht allerdings nicht, wie in Abb. 230 eingezeichnet, 
glatt zu sein. Sie konnte auch symmetrische Verdich
tungs- und VerdiinnungsstoBe aufweisen. Da13 es sich 
dabei um eine labile, zwischen zwei stabilen Losungen 

Abb. 230. Mechanisch miigliche 
Geschwindigkeitsverteilung am 

Kreisbogenzweieck. 

befindliche Losung handelt, hat viel fUr sich. Auch in Abschnitt II, II iiber die 
Stromung durch einen zweimal verengten Kanal ergab sich zwischen zwei stabilen 
L6sungen eine labile. Wahrend dort aber alle L6sungen auch thermodynamisch 
moglich waren, ergabe sich hier noch eine Auslese durch den zweiten Hauptsatz 
der Warmelehre, der die Losung mit Verdiinnungssto13 in Abb. 230 verbietet. 

Mit Steigerung von Moo nimmt das -oberschallgebiet an Ausdehnung zu. 
Der StoB nahert sich immer mehr dem Profilende und diirfte dieses erreichen, 
noch bevorMoodenWertl annimmt (Abb.231). 
Der StoB am Ende des lokalen -oberschall
gebietes geht bei Moo > 1 in die Schwanz-
welle iiber. Diese ist also schon bei Moo < 1 
vorhanden, wahrend eine Kopfwelle erst bei 
Moo> I auftreten kann. Tatsachlich befindet 
sich die Schwanzwelle bei -oberschallstromung 
in einer Umgebung von viel hoherer Geschwin
digkeit als die Kopfwelle. Wird von Wert en 
Moo> 1 kommend die Geschwindigkeit der An- ,J.f-7 
stromung vermindert, so erhalt sich verstand
licherweise die Schwanzwelle mit dem -ober
schallgebiet davor viellanger als die Kopfwelle. 

!I 

Ein Punkt vor dem lokalen -oberschallgebiet 
iibt einen Einflu13 ohne weiteres iiber die ganze 
Stromung aus. Ein Punkt im lokalen -ober-

Abb. 231. Lokales "Oberschallgebiet bis 
schallgebiet kann zunachst nur innerhalb eines zum Profilende. 

EinfluBgebietes wirken. Dieses stort aber an der 
Schallisotache und am Stof3 die Unterschallstromung und iibertragt den EinfluB des 
Punktes auf diese Weise auf die gesamte Stromung. Ein Punkt nach dem lokalen 
-oberschallgebiet kann stromaufwarts wirken. Dadurch beeinfluBt sein Zustand 
direkt den AbschluB des lokalen -oberschallgebietes. Durch dieses hindurch 

Oswatitsch, Gasdynamik. 22 
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kann sich sein EinfluB aber nieht geltend machen, sondern nur urn dieses herum. 
Auf dies em Wege macht sich die Profilform am Profilende auch vor dem Uber
schallgebiet und in dies em selbst geltend. Es leuchtet aber ein, daB diese Wir
kungen stromaufwarts mit der GroBe des lokalen Uberschallgebietes stark ab
nehmen werden, womit sieh der Ubergang zur Uberschallstromung mit begrenzten 
EinfluBzonen ganz stetig vollzieht. 

Ein Widerstandsanstieg des Profiles maeht sich erst bemerkbar, nachdem 
die kritische Maeh-Zahl ganz wesentlich ubersehritten ist. Da das UbersehalI-

c gebiet nahe am Diekenmaximum entsteht, ma.cht 
sieh namlieh eine Verlagerung des Soges strom
abwarts erst dann im Widerstand geltend, wenn 
sieh das lokale Uberschallgebiet uber Profilteile 
erstreekt, deren Dicke wesentlich unter dem 
Maximalwert liegt. Bei Profilen, die nieht wie das 
Kreisbogenzweieek auch noeh urn eine y-Gerade 
symmetriseh sind, beginnt das Stromabwandern 
des Soges (Abb. 244) bereits vor Erreichen der 
kritischen Maeh-Zahl, also in reiner widerstands
freier Unterschallstromung. Genauer ergibt sieh 
die Verzogerung des Widerstandsanstieges aus 
fclgender energetischen Uberlegung. Der Verlust 
im StoB ist proportional der dritten Potenz der 
StoBstarke. Die Lange der StoBfront laBt sieh 
als proportional der StoBstarke absehatzen 1, so 
daB der gesamte Entropie- und Widerstands
anstieg also erst mit der vierten Potenz der 
StoBstarke beginnt. Aueh wenn sofort naeh Uber
sehreiten der kritisehen Maeh-Zahl StoBe auf
treten, so ist der daraus resultierende Wider
standsanstieg zu gering, urn daraus einen Ruck
sehluB auf ein lokales Uberschallgebiet mit oder 
ohne StoB maehen zu konnen. 

A 

Mit dem Auftreten von StoBen verliert die 
Stromung exakt ihre Wirbelfreiheit. Dennoeh 
kann, wie in der "isentropen Naherung", wirbel-

Abb. 232. Prom vijllig untcr dcm Ein· frei gerechnet werden. Es ist nieht richtig, ein 
lIull des lokalcn nrerschaUgcbietes. 

"Zusammenbreehen del' Potentialstromung" fUr 
die im Zusammenhang mit den StOBen auftretenden Erseheinungen ver
antwortlich zu maehen. Aueh unter del' Annahme eines Gesehwindigkeits
potentials ergibt sieh genau dasselbe Bild, die auftretenden Wirbel sind viel zu 
sehwaeh, als daB Ihnen eine wesentliche Bedeutung zukame. 

In groBerem Profilabstand herrseht reine Unterschallstromung. Sie wird 
dureh die Prandtlsche Linearisierung wieder ausreiehend genahert. Das Ab
klingen def Storung in gfoBer Entfernung erfolgt also wieder wie bei reiner 
Untersehallstromung, jedoch ist fur die Abklingkonstante nicht mehr die Profil
dieke aBein, sondern aueh die GroBe des Iokalen Ubersehallgebietes maBgebend. 
Unter del' Annahme von Drehungsfreiheit folgt daraus, daB naeh Gl. (IV, 25) 
das Linienintegral der Gesehwindigkeit langs der Profilstromlinie versehwinden 
muB, ein Resuitat, welches die Skizzierung der Verhaltnisse etwas erleichtert. 

Der stationiire Stromungszustand bei Moo = 1 sei ubergangen, da an seiner 
Existenz zu zweifeln ist. Jedoeh ist bei Moo ~ 1 fur Stromungen mit Moo < 1 
und Stromungen mit Moo > 1 ein stetiger Ubergang zu erwarten. Da sieh bei 



IX, 3. Entwicklungen in Schallnahe. 339 

Moo < lund geringen Uberschallgeschwindigkeiten vor dem Korper ein sehr 
groBes UnterschaIlgebiet befindet, der StoB bei Moo < I wahrscheinlich sogar 
schon vor Moo = I in die Position der Schwanzwelle wandert, nahern sich die 
Bilder der Umstromung bei Moo < I und Moo > I einander stetig, je mehr 
sich die Anstromgeschwindigkeiten einander nahern. 

Abb. 232 gibt ein Stromungsbild bei geringer Uberschallgeschwindigkeit. Alle 
Storungen, welche zwischen Punkt A und C auf die Kopfwelle auftreffen, beein
flussen das gesamte lokale Unterschallgebiet und wirken sich damit im gesamten 
EinfluBgebiet des lokalen Unterschallgebietes aus. Dies vermengt und erweitert 
demnach aIle auftreffenden Einfliisse. Es steht selbst noch unter dem EinfluB 
aller jener Profilteile, von denen aus noch Mach
Wellen auf die Schallisotache auftreffen. Der letzte 
solche Punkt (Punkt F in Abb. 232) begrenzt das 
Abhangigkeitsgebiet der Unterschallzone am Profil. 
Die Kenntnis des iibrigen Profilteiles ist zur Be
rechnung des Unterschallgebietes nicht mehr notig. 
Anderseits kann ausgehend von der Schallinie in 
Abb. 232 die gesamte Geschwindigkeitsverteilung 
am Profil auskonstruiert werden, wobei die Profil
form nach Punkt F noch variiert werden darf. 

In Abb. 233 ist Moo gesteigert und damit die 
Ausdehnung des Unterschallgebietes vermindert. 

A 

Der Profilteil stromabwarts yom Punkt G liegt It _, 
/loa 

nun im EinfluBgebiet der KopfweIle iiberPunkt C. 
Damit laBt sich die Geschwindigkeit abwarts von 
Punkt G, dessen Lage im iibrigen wohl definiert, aber 
sonst unbekannt ist, mit der isentropen Naherung 
angeben. Diese Naherung ist in G selbst noch nicht 
sehr genau, da die StoBpolare im Punkte C mit Schall
abstromung nur ungenau durch die Charakteristik ge
nahert wird, wie in Abschnitt 3 noch zu zeigen sein 
wird. Mit Steigerung von Moo nimmt das berechen
bare Gebiet an Ausdehnung zu. AuBerdem sind noch 

·-OC-·-)l:-lJ. ~C · 

Abb. 233. Profil teilweise un ter 
dem EinfluB des !oka!en nter· 

scha!lgebietes. 

die Staupunktswerte bekannt. Das Unterschallgebiet nimmt an Ausdehnung und 
EinfluB ab und verschwindet schlieBlich bei ausreichend zugespitzten Profilen. 

1m UnterschaIlgebiet herrscht die fiir Moo < I typische Geschwindigkeits
verteilung mit dem Wert W = 0 im Staupunkte. Das Unterschallgebiet wirkt 
stromaufwarts und schiebt dabei die Kopfwelle gegen die Anstromung. Ebenso
wenig wie bei der isentropen Naherung sind die Flachen der Unter- und Uber
geschwindigkeiten einander gleich. Auch bei reiner UberschaIlstromung mit 
schaIlnahen Teilen geben die Potenzreihenentwicklungen von Charakteristik und 
StoBpolare schlechte Resultate. Sie werden durch besondere Entwicklungen 
in SchaIlnahe zu ersetzen sein. 

Die ausrichtende Wirkung der lokalen UberschaIlgebiete auf die Einfliisse 
in Unterschallstromung und die Polsterwirkung der lokalen UnterschaIlgebiete 
in UberschaIlstromung ist fiir alle Probleme dieses Buchteiles typisch. 

3. Entwicklungen in Schallnahe. 

Eine Behandlung der Stromungen in Schallnahe erfordert eine moglichst 
weitgehende Vereinfachung der Gleichungen in diesem Bereich. Eine Entwick
lung der gebrauchlichen Beziehungen liegt daher nahe. Das typischeste Verhalten 

22· 
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zeigt bei M = 1 die Stromdiehte. Ihr Maximum bei del' kritisehen Gesehwindig
keit wird am best en dureh eine Parabel darzustellen seiu. Diese ergibt sieh 
beispielsweise, wenn die Stromdiehte naeh del' Gesehwindigkeit bis zu dem 
quadratisehen Glied (einsehlieBlieh) entwiekelt wird. Die Kurve hat dann mit 
dem exakten Wert an der Stelle der Entwieklung gleiehe Tangente und gleiehe 
Kriimmung. Eine noeh einfaehel'e Form ergibt sieh, wenn neben der Fol'derung 
gemeinsamer Tangenten im Punkte del' Entwieklung W = WI die Forderung 
erhoben wird, daB das Stromdiehtemaximum bei W = c* erreieht wird. D. h. 
die vereinfaehte Stl'omdichtekurve solI ebenfalls den Weehsel yom elliptisehen 
zum hyperbolisehen Typus bei kritiseher Gesehwindigkeit aufweisen. Daraus 
ergibt sieh del' Ansatz: 

e W _ 2 ( W ) ( W )2 --W- 1 -(l-MI ) -w-- 1 +A W--1 + .... 
el 1 1 1 

Mit G1. (VI, 148) kann 1 - MI2 dureh den Prandtl-Faktor el'setzt werden, 
bei WI> ci ware statt dessen eot2 (Xl (:..-=:MI2 -1) zu nehmen. A bestimmt 
sieh aus del' Forderung eines Maximums bei W = c* und man el'halt: 

e~~1 -I =PI2
( :1 -1)- ~ T~1:~ I) (-:::1 -Ir + ... (I) 

Del' erste Summand stellt die Prandtlsehe Naherung dar. Diese versagt 
natiirlieh stark beim Durehgang dureh die Sehallgesehwindigkeit. Ein Vergleieh 
der Entwieklung in G1. (1) mit den exakten Werten in einem speziellen Fall gibt 
Tabelle IX, 1. Das Res1l1tat 1st sehr zufriedenstellend. 

Tabelle IX, 1. Exakte Werte der Stromdichte, Niiherung nach PRANDTL und nach 
GZ. (1) fur M1 = 0,80 und u = 1,400. 

M M* 
~--l 
(It W, 

------ --- ---

exakt , GJ. (1) I l'RANDTL I I 

0 0 -1,000 -1,209 
I 

-0,360 
0,1 0,109 -0,821 -0,952 -0,312 
0,2 0,218 -0,650 -0,724 -0,26.5 
0,3 0,326 -0,490 -0,528 -0,218 
0,4 0,431 -0,347 

i 

-0,366 -0,172 
0,5 0,535 -0,225 -0,231 -0,126 
0,6 0,635 -0,126 

I 
-0,128 -0,082 

0,7 0,732 -0,051 -0,051 -0,041 
- ------ .. _- -

0,8 0,825 0 0 0 
.-~~-. ~---- - -- ----,-- .. _--

0,9 0,915 0,029 0,029 0,039 
1,0 1,000 0,038 

I 
0,038 0,076 

1,1 1,082 0,030 I 0,030 0,1l2 
1,2 1,158 0,007 I 0,007 0,145 
1,3 1,231 -0,026 -0,028 0,177 
1,4 1,300 -0,068 

I 
-0,074 0,207 

1,5 1,365 -0,1l7 -0,128 0,236 

Die Gro13en f3I und MI* konnen mittels der exakten Formeln in Tab. II, 5 
leieht ineinander iibergefiihrt werden. In Sehallnahe ist: 

f32 = 1-M2 = (u + I) (1- M*) r 1- (u - ~) (1- M*) + ... ] 

= (u + 1) (-~* -1)11- (u + ~)( ~* -1) + .. OJ. 
(2) 
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Vielfaeh ist es jedoch praktiseher, {31 und Ml* nebeneinander zu verwenden. 
(Bei M > 1 ist {3 durch cot IX zu ersetzen.} 

Fur die Entwieklung bei W 1 = c* ergibt sieh damit: 

12 W _ x + 1 (W )2 I 
12* c* - 1 - - - -2- C* - 1 T" .. (3) 

Fur jede andere Gesehwindigkeit W 1 :f c* erweist sieh hingegen folgende 
Sehreibweise als geeignet: 

~-I 
121 WI W - WI 1 ( W - WI )2 (4) 

( 
1 ) = c* - WI - 2 c* - WI + ... 

fl12 MI*-I 

Auf der linken Gleichungsseite steht eine "reduzierte Stromdiehte", auf der 
reehten eine "reduzierte Gesehwindigkeit" . Da in Sehallnahe gem mit solchen 
"reduzierten" GraBen gearbeitet wird, empfiehlt es sieh, fur diese besondere 
Bezeichnungen einzufuhren, namlieh fur Untersehallgeschwindigkeit im Punkte 
der Entwieklung: 

~-l 
M < 1 121 WI = Q,' 1: - \7 

flI2 (~I* -I) 
=u; 

(5) 

{31 Y = y; 

Die ZweekmaBigkeit der Abkurzungen wird sich im weiteren Verlauf zeigen. 
Vorlaufig sei nur darauf hingewiesen, daB die Koordinatentransformationen 
in genau derselben Weise vorgenommen werden wie bei der Pr. Regel (Ab
sehnitt VI, 20). Aueh die Verhaltnisse der Gesehwindigkeitskomponenten zu
einander sind dieselben wie bei der Pr. Regel. Die einzelnen Gesehwindig
keitskomponenten haben allerdings einen Faktor, der eine besondere Form 
der Pr. Regel ergibt . 

1.0 

Ir~ 8 
Ii' / a / ri '/ 

as \ ' y 
al 

Vt't 
h 

-0.5 /J.J J.Q l.5 

-M 

-lQ 

Abb. 234. Reduzierte Stromdichte und Prandtl-Gerade abhangig von der reduziertcn Geschwindigkeit. 

Die Stromdiehte stellt sieh naeh Gl. (4) nun wie folgt in reduzierten GraBen 
dar (Abb_ 234)_ 

(6) 
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M = 1 bedeutet nach Gl. (5) W = 1. Dort hat die reduzierte Stromdichte 

ihren Maximalwert mit fJ = ~. Zu beach ten ist, daB die reduzierten GroBen 

auch bei kleinen Storungen in Schallnahe die GroBenordnung der Einheit an
nehmen. Sie sind nicht klein gegen diese, wie die in iiblicher Weise (etwa Ab
schnitt VI, 5) gebildeten StorungsgroBen. 

Bei Uberschallgeschwindigkeiten von WI wird fJI imaginar. Die reduzierten 
GroBen sind dann ein wenig anders zu bilden. Damit sich Ubergeschwindigkeiten 
und positive v-Komponenten auch in den reduzierten GroBen als positive Werte 
ergeben, setzt man zweckmaBig: 

~-1 
fU, M, > I, (:'-"" ~,.) tg'", ~ @; :::,--=-~; ~ ro; ;;,,~ ~: ~ u; (7) 

w 
~~-~ tg IXI = ttl; Y cot IXI = Y; z cot !Xl = 3. 
Wl-c* 

Daraus folgt die Stromdichtebeziehung: 

1 
MI>I: fJ=-W- 2 W2, (8) 

mit dem Maximalwert fJ = ~ bei W = -I, welcher Wert bei MI > I Schall

geschwindigkeit bedeutet. 
Fiir die Mach-Zahl ergibt sich folgende Beziehung, wenn analog zu den 

Forderungen bei der Stromdichte verlangt wird, daB M bei W = WI und W = c* 
richtig wiedergegeben wird: 

I-M2 = (1-M12) [1- ;= ~~l (9) 

Mit_Gl. (5) und (7) ergibt sich daraus fiir: 

MI < I: fJ2 = 1-M2 = fJl2 [1- W], 

MI > I: cot2 IX = M2 - I = cot2 IXI [I + W J. 
(10) 

(11 ) 

Wie die Entwicklung (I) gehen auch diese Gleichungen einen Schritt weiter 
als die Pro Linearisierung. Mit Hilfe der Gl. (II, 49) konnen die Gl. (6) und (10) 
oder (8) und (11) auch direkt ineinander iibergefiihrt werden, wenn Schallnahe 
vorausgesetzt wird. Wahrend aber bei der Stromdichtegleichung stets Isentropie 
vorausgesetzt werden rouB, ist diese Forderung bei den letzten drei Gleichungen 
nicht erforderlich 
, Nach der Entwicklung der Bernoullischen Gl. (II, 52) ergibt sich der Druck 

in Schallnahe einfach als lineare Funktion der Geschwindigkeiten bis auf Glieder 
dritten Grades. Der reduzierte Druckkoetfizient ist einfach wie die reduzierten 
Geschwindigkeiten zu bilden: 

MI < 1: __ c1J. __ = -2W; 
_1 __ 1 
Ml* 

.1.lfl > 1: ~-1-- =-2W. 
1---

Ml* 

(12) 

Ein besonders typisches Verhalten zeigen Charakteristik und StoBpolare. 
Aus Gl. (VI, 81) folgt fiir Schallnahe: 

{} -{}* = ± ~_l_ (M2 _ 1)3/2 + ... = 23 VI( +1 (M* - 1)3/2 + .... (13) 
3 x + 1 
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Eine Entwicklung in dieser Gegend in einer Potenzreihe entsprechend 
Gl. (VIII, 55) kann darnach gar nicht befriedigend erfolgen, da darnit das 
Imaginarwerden fUr M* < 1 SO"wle die Verzweigung bei M* = 1 nicht erfaBt 
werden kann. Tab. IX, 2 gibt einen Vergleich exakter und nach Gl. (13) genaher
tel' Geschwindigkeiten in del' Prandtl-Meyer-Expansion. Die Ubereinstimmung 
erweist sich dabei noch in einem Bereich als gut, del' weit uber "kleine Schwan
kungen" hinausgeht. Besonders auffallend und wichtig im folgenden ist die 
starke Geschwindigkeitsanderung bei nul' geringer Stromungswinkelanderung. 

Tabelle IX, 2. Entwicklung der Charakteri8tik nach Gl. (13) fur" = 1,400 . 

. ~ - o· I 0° I 1° I 2° I 3° I 4° 1 6° 1 SO I 10° 1 12° I 14° 1 16° 

I I· , I I M. . . . . . . . . . . . . . .. 1,00011,082 1,133,1,177 1,218 1,293 1,365 1,435 1,502 1,57°11,638 
M*_I{exakt .... ° 1°,0670,1071°,1410,171 0,2270,2760,3230,3661°,4091°,448 

Gl. (13) .. ° 0,066 0,105 0,137 0,166 0,218 0,263 0,306 0,345 0,383 0,418 

Wird in Gl. (13) f} = 0 fur M* --'-- MI* angenommen, wie das der Fall ist, 
wenn die Storungen eines Anstromzustandes studiert werden, so laBt sich {}* 

durch .11f I ausdriicken und es ergibt sich: 

M* = M I, {} = 0: ±{} = ! V" + 1 [(MI* -1),/, - (M* -1)"/.]. 

Mit Gl. (2) kann die Oharakteristik in gleicher Naherung wie folgt durch die 
reduzierten GroBen Gl. (7) ausgedriickt werden: 

__ 1}_~fL(Xl_ = ~ [1- (1 + ro),/,] oder n = ~ [1-(1 + u)"/.] (14) 

(1- ~l*) 3 3' 

Die Formel fur f} ist bei starkeren Geschwindigkeitsschwankungen genauer 
als die fur n. Tatsachlich ist meist durch die Oberflachenneigung f} und nicht 1) 

gegeben, was del' Genauigkeit zugute kommt. Man uberzeugt sich leicht, daB 
im Punkte W = WI: ro = 0 nicht nur der Wert von f}, sondern auch noch die 
Tangente richtig wiedergegeben wird. 

Bei del' Ableitung del' StoBpolaren fUr Schallnahe ist zu beachten, daB sich 
die Geschwindigkeit sowohl VOl' wie nach dem StoB von del' Schallgeschwindigkeit 
nur wenig unterscheiden saIl. Mit Rucksicht darauf ergeben sich aus Gl. (VIII, 39) 
vier Glieder von derselben GroBenordnung: 

02 ,,+ I [( u )3 ( U )2 ( U ) -=-- --1 - --1 --1 + 
C*2 2 c* c* c* 

- (; - 1) (~ - 1 r + (~ - 1 fJ + .... 
(15) 

Die nachsten Summanden sind vom vier ten Grad. Werden hier wieder 
reduzierte Geschwindigkeiten eingefuhrt, so ergibt sich mit Gl. (2) nach 
elemen-tarer Rechnung die reduzierte StofJpolare wie folgt: 

(16) 

das ist bei kleinem Stromungswinkel das Produkt zweier Geschwindigkeits- und 
zweier Stromdichtedifferenzen. Gl. (16) schreibt sich noch einfacher, wenn die 
Bezugsgeschwindigkeit gleich der Stromungsgeschwindigkeit vor dem StoB ist: 

.. ~2 ~ ~ u ( ~2) 
fur u = WI: 1) = U U + 2 . (17) 
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Aus Gl. (16) lassen sich aIle typischen Eigenschaften der StoBpolare leieht 
ablesen. Man erhalt: 

£; = 0: fur 1. it = 0: 
(18) 

A Il2 
2. U + 2 = 0; U = - 2. 

Die Quergeschwindigkeit verschwindet 1. bei verschwindender StoBstarke 
und 2. beim senkrechten StoB. Letzterer ist ein Sprung auf diesel be reduzierte 
Stromdichte. Dabei liegt die Geschwindigkeit hinter dem StoB genau so viel 
unter del' kritischen Geschwindigkeit, wie jene vor dem StoB daruber liegt (vgl. 
etwa Abb.245). Dies ergibt sich auch direkt aus der PI'. Formel Gl. (II, 36) 

unter der Annahme kleiner 
Sprunge. Es ist jener Be
reich, in welehem die Ver
luste mit der dritten Potenz 
des Geschwindigkeitssprun
ges ansteigen. 

Die maximale Ablenkung 
'-=-=---_-.l1.l.".5----,l~=----f:----7IE:----~f-c--;:--71.0 im StoB ist bei kleinen Sto

rungen identisch mit der 
maximalen v-Komponente. 
Durch Nullsetzen del' Ab
leitung von £> nach u ergibt 
sich aus Gl. (16) der Maxi
malwert: 

Abb. 235. Reduzierte StoBpolare, Charakteristik und Potenzreihen· 
entwicklung Gl. (76) im reduzierten Hodographen (u, v nach Gl. (7». 

A 4 V-3 b' A 4 
v = 9 el U =-3' 

(19) 

also, wie bekannt, bei Unterschallgesehwindigkeit hinter dem Rto13. Bei 
Schallgeschwindigkeit ergibt sieh: 

A 1 -
M = 1: it = -1; v* = 2 V2. (20) 

Dieser Wert liegt stets uber dem Wert der Charakteristik gleichen Ausgangs
wertes (Abb. 235), welcher nach Gl. (14) gegeben ist durch: 

2 
M = 1: U = - 1; v* = 3' (21 ) 

Damit ergibt sich folgender prozentuale Unterschied der reduzierten v-Kom
ponenten, del' in gleicher Weise unabhangig von x auch fur die gewohnlichen 
v-Komponenten bei Schallnahe gilt: 

0* - v* v* - v* 3 V-M = 1: ---- = . = - 2 - 1 = 0 0606. 
v* v* 4 ' 

(22) 

Dieser Unterschied von rund 6% ist in Schallnahe unveranderlich gleich 
groB, stellt demnaeh also keinen Effekt hoherer Ordnung dar. Fur den praktischen 
Gebrauch wird er meist unberucksichtigt bleiben konnen. 1m Ausgangspunkt 
stimmen Tangente und Krummung beider Kurven uberein. 

Aus den Potenzreihenentwicklungen Gl. (VIII, 55), (VIII, 56) und (VIII, 57) 
laJ3t sich das Abweichen beider Kurven bei Schallgeschwindigkeit schlecht bestimmen. 
In den Abweichungen vom kritischen Zustand (etwa 1 - M*) nehmen alle Glieder 
dieselbe Potenz an. Sie unterscheiden sich nur mehr durch Koeffizienten, welche 
gewohnliche Zahlen sind und fUr die ersten beiden Glieder ubereinstimmen. So 
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kommt es, daB der prozentuale Unterschied der kritischen Zustande von Charakteristik 
und StoBpolare sich als feste Zahl ergiht, die aUerdings aus den Potenzreihen wegen 
der schlechten Konvergenz beim kritischen Zustand nur schlecht zu berechnen ist. 
Wegen dieser schlechten Konvergenz hat die Bedeutung der h5heren Glieder zu· 
genommen. 

Die Eigenschaft, daB die vom Ursprung in Abb. 235 ausgehende Charakteristik 
die Gerade u = -1 (M = 1) unter der StoBpolaren trifft, bedeutet, daB die 
Schallgeschwindigkeit bei einer Knickung der Stromlinie erst unter einem etwas 
graBeren 'Winkel erreicht wird als bei entsprechender stetiger Kriimmung der 
Stromlinie. Dies ist typisch fiir Schallnahe. Bei hOherem Dberschall ist es gerade 
umgekehrt. Bei hOchsten Anstramgeschwindigkeiten wird M = 1 bei einer 
Knickung von rund 45° stets erreicht, ein Effekt, der bei stetiger Kriimmung 

jI cold 

!,Q 1.1 7,2 l..l M !,f; 

Abb. 236. R cdu ktionskocffizicntclI flir x ~ 1.~OO. 

erst bei 130° auftritt. Bei etwa M = 1,4 haben StoBpolare und Charakteristik 
im Hodographen nicht nur gleiche Tangente und Kriimmung, sondern beriihren 
sich nochmals am Schallkreis. 

In den Formeln fiir die reduzierten GraBen erscheinen im wesentlichen 
folgende Funktionen der Mach-Zahl: 

(n) 
M I > 1: cot (Xl; (1 - ~l * ) ; cot (Xl (1 - ~l * ); cot2 (Xl ( ~l * - 1). 

Sie sind bei gleichem ~ im wesentli{lhen folgenden Potenzen proportional: 

fJI' fJ12, fJ13, fJl4 und cot (Xl' cot2 (Xl' cot3 (Xl> cot4 (Xl' 

Wegen ihrer Bedeutung, die sich in den kommenden Abschnitten erweisen 
wird, seien hierWerte fiir ~ = 1,400 in folgender Tabelle und in Abb. 236 wieder
gegeben. 

Tabelle IX, 3: Reduktion8koeffizienten bei Schallnahe ('K. = 1,400). 

M ................... 0,7 0,8 0,9 0,95 
fJ .................... 0,714 0,600 0,436 0,312 
(I/M* - 1) .......... .. 0,366 0,212 0,093 0,044 
fJ(I /M*-I) ........... 0,261 0,127 0,040 0,014

1 fJ2(I /M*-I) .......... 0,187 0,076 0,018 0,004 
---~-. 

M ....... .. ........... 1,05 1,10 1,20 1,30 1,40 
cot (X ••••••••••••••••• 0,320 0,458 0,663 0,831 0,980 
(1- I/M*) .. .......... 0,039 0,076 0,136 0,188 0,231 
cot (X (1 - l/M*) ....... 0,013 0,035 0,090 I 0,156 0,226 
cot2 (X (1 - I/M*) .. . ... 0,004 0,016 0,060 I 0,130 0,222 
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4. Gasdynamische Gleichung fUr Schallnahe. 

Unter der Voraussetzung kleiner Geschwindigkeitskomponenten quer zur 
Anstromrichtung, was in Schallnahe gleichbedeutend damit ist, daB die Geschwin
digkeitskomponenten auch klein gegeniiber der Schallgeschwindigkeit sind, 
laBt sich die gasd. Gl. auf folgende Form bringen: 

(1- M2) AU , ~ + ~ = o. 
ox I oy OZ 

(24) 

Sie unterscheidet sich von der der Pr. Regel zugrunde liegenden Form dadurch, 
daB der Ausdruck 1 - M2 nun nicht mehr als konstant angenommen wird. Mit 
Riicksicht darauf, daB 1-M2 in Schallnahe negative und positive Werte an
nehmen kann, sei die line are Naherung durch die Geschwindigkeit nach Gl. (9) 
benutzt. Da hier vorziiglich Umstromungsprobleme behandelt werden, 
werde WI = U oo gesetzt. Ferner sei die Schwankung der u-Komponente der 
Geschwindigkeitsschwankung gleichgesetzt. (Die Berechtigung dieser Naherung 
bei Achsensymmetrie wird anschlieBend gezeigt.) Entsprechendder isentropen 
Naherung bei Uberschallstromung kann Wirbelfreiheit angenommen werden. 

Die Vernachlassigung der Summanden von der Form 

~(OU +~) 
c2 oy ox 

in der gasd. Gl. wird bei der Prandtl-Linearisierung wegen v <S c vorgenommen. 
Allerdings ist der Faktor I - M2 bei Schallnahe im Mittel kleiner als bei reiner 
Unterschallstromung, so daB bei den folgenden Anwendungen schlankere Profile 
und Korper vorausgesetzt werden miissen, als dies bei einer Unter- oder Uberschall
stromung erforderlich ist. Dies ist auch schon deshalb notwendig, weil meist 
die Voraussetzung kleiner Storungen gemacht wird. Es ist aber bekannt, daB 
besonders bei ebener Stromung auch Profile kleineren Dickenver~1aItnisses er
hebliche Storungen aufweis:m. Die auf Gl. (24) beruhenden Ergebnisse (etwa der 
A.hnlichkeitstheorie), geIten bei raumlichen flachen Korpern (Dreiecksfliigel) 
mit wesentlich hoherer Genauigkeit als in ebener Stromung. Damit gelten sie 
aber gerade im praktisch interessierenden Gebiet besser. Die theoretische Be
deutung der ebenen Stromung beruht darauf, daB sie vielfach als eine Vorstufe 
zur Losung des raumlichen Problems angesehen werden kann. Die Berechtigung 
der Vernachlassigung des besprochenen Gliedes bei geniigender Schallnahe und 
ebener Stromung wurde exakt von K. OSWATITSCH 2, die Berechtigung der An
nahme der Wirbelfreiheit wurde exakt von G. GUDERLEy 3 gezeigt. 

Unter diesen Voraussetzungen ergibt sich mit Gl. (9) folgende gasd. Gl.: 

[ l-Mbo- ~~ *M1x, (~--1)1 ~ (.~ -1) +-
_ IjMoo-I U oo . ox U oo 

o(V) O(w)_O + oy U oo + Tz U oo - . 

Werden nun mit B als zunachst willkiirlichem Faktor folgende neue Ver
anderlichen eingefiihrt: 

x=x; y=By; 3=Bz; 

u = _1_ I - M&, (_u~ _ 1). t) = _1_ 1 - M&, _v_. 
B2 _I_~ I Uoo ' B3 _I_~ I u oo ' (25) 
M~ M~ 

1 I-M&, w 
U) = -B3 --1 ~.-~ U-' 

---I 00 

M~ 
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so erhalten die gasd. Gl.'und die Gleichungen der Wirbelfreiheit folgende Form: 

( l-M60 -u)~+~+~=o; 
B2 ox oy OJ 

~-~=O· ~-~=O· ~-~=O. 
Of OJ 'OJ ox 'ox of 

(26) 

Hierin kommt allerdings noch Moo, die Mach-Zahl der Anstramung, vor, 
doch kann durch entsprechende Wahl des Faktors B leicht eine Form hergestellt 
werden, bei welcher Moo eliminiert ist. Die Schwankungen der Geschwindigkeits
komponenten sind in Gl. (25) durch einen gemeinsamen Faktor, nach Gl. (2) im 
wesentlichen: 

(27) 

dividiert, was stets maglich ist. Daruber hinaus erscheint die v- und w-Komponente 
um den Fakkr liB gegenuber der u-Komponentenschwankung vergraBert. 
Dies ist erforderlich, wenn die Wirbelgleichungen bei einer Streckung von y und z 
die einfache Form beibehalten sollen. 

Der -obergang zur Gleichung bei Ach8en8ymmetrie kann wie in Abschnitt VI, 2 
gemacht werden, mit dem Resultat: 

~-~=o. ox oy (28) 

Aus den Abschatzungen in Abschnitt VI, 17 ergab sich, daB das erste Glied 
der Kontinuitatsbedingung Gl. (28) besonders in Schallnahe in der Umgebung 
des Karpers keine Rolle spielt, was zur Folge hatte, daB dOl t V Y = konst. gesetzt 
werden konnte. Das erste Glied kann allerdings nicht gestrichen werden, da, die 
Gleichung auch den AnschluB an die Anstramung herstellen muB und dort aHe 
drei Summanden gleichwertig sind. Wahrend die Geschwindigkeitsschwankung 
am Karper durch die u-Schwankung nur sehr mangelhaft genahert wird, ist diese 
Naherung in groBem Karperabstand so gut wie bei ebener Stramung. Beispiels
weise ergibt sich aus Gl. (VII, 28) fur die linearisierte Unterschallstromung, die 
fur Abschatzungen weit vom Korper auch fUr schallnahe Unterschallstromung 
ausreicht, daB die u- und v-Schwankungen in allgemeiner Richtung von gleicher 
GroBenordnung sind. Es ist daher berechtigt, den Faktor I - M2 durch I - M&, 
und die Schwankung der u-Komponente allein auszudl'ucken, weil dadurch die 
Geschwindigkeitsschwankung gerade dort gut genahrt wird, wo das entsprechende 
Glied der Kontinuitatsbedingung eine Rolle spielt. 

Die Vel'einfachung der gasd. Gl. fur Schallnahe wurde zuerst von K.08-
WATITSCH4 dul'chgefUhrt. Dies Gleichungssystem ist nicht mehr linear, kann es 
auch nicht mehr sein, wenn es beispielsweise bei ebener Stromung im -oberschall
gebiet hyperbolisch, im Unterschallgebiet abel' elliptisch sein soIl. Doch wird 
der -obergang von eiflem Typus zum anderen in einfachster analytischer Form 
erfaBt. 

Um die Beschrankung auf kleine v-Komponenten zu vermeiden, konnte bei 
ebener Stromung zu Stromlinienkoordinaten ubergegangen werden. Man erhalt 
dann die Gl. (VI, 74, 75), in welchen an Stelle von Geschwindigkeitsbetrag und 
I - M2 nun folgende Ausdrucke treten (vgl. etwa 5): 

Je d;_ und ~ (1-M2). 
e 
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Die Naherung von I/Q2 (1- M2) als lineare Funktion von f (! d; ist abel' 

leider nul' in einem sehr beschrankten Bereich brauchbar, so daB die Korrektur 
einer Ungenauigkeit mit einer anderen Ungenauigkeit erkauft werden muB. 
Fur spezielle Probleme kann sich daraus allerdings ein Vorteil ergeben. 

5. Ahnlichkeitsgesetze fur Schallanstromung. 

Wenn es auch zweifelhaft ist, ob bei Schallanstromung stationare Stromungen 
moglich sind, so behalt dieses Gesetz doch seine Bedeutung fUr Anstromungen, 
welche sich von del' Schallgeschwindigkeit kaum unterscheiden. Es handelt sich 
dann um einen Spezialfall des im nachsten Abschnitt besprochenen Gesetzes. 

Fur Moo = 1 bekommt das Gleichungssystem (26) sofort eine vom speziellen 
Wert von B unabhangige Form: 

au a)) alP 
-u~+--+-=O' ax oy 03 ' 

alP OJ) _ 0' au oro _ 0' ~ _ ~ = ° 
Ty - a; -, 03 -7}X -, ax oy . 

(29) 

Das trifft ebenfalls bei Achsensymmetrie Gl. (28) zu und braucht nicht 
besonders wiedergegeben zu werden. Gl. (27) gilt auch, wenn es sich mit Moo = 
= M~ = 1 um eine unbestimmte Form handelt, womit die reduzierten Ge
schwindigkeitskomponenten in Gl. (25) folgende Form annehmen: 

1 w 
W = B3 (x + 1) C*' (30) 

die wieder ebenso fUr Achsensymmetrie gilt. 
Die Randbedingung am flachen Korper (die die ebene Stromung um flache 

Profile mit einschlieBt) kann mit Gl. (VI, 112) wie folgt geschrieben werden: 

2 hm d ( h ) Y = 0: o(x, 0, 3) = (x + 1) -Jj3- (ix' Thm . 

Fur Korper, welche durch affine Verdickung ineinander ubergehen, ist 

d: (2 ~m) wie die relative Dicke selbst, diesel be Funktion von x und z. Da

mit die relative Dicke auch diesel be Funktion von x und 3 ist, muB del' Korper 
in z-Richtung wie die Koordinate z = B-1 3, also verkehrt proportional zu B, 
gedehnt werden. Mit 

h 
h = q (x, 3), B3 = (x + 1) 2 hm 

m 
(31) 

bekommt die Randbedingung schlieBlich eine von x und hm vollig unabhangige 
Form: 

y = 0: O(X,0,5) = ddx (2~m)' (32) 

Die Dickenverteilung q(X,3) bleibt dabei willkurlich. Die Randbedingung 
im Anstromgebiet bleibt formal auch in den reduzierten Veranderlichen Gl. (25) 
dieselbe, weil die reduzierten Komponenten mit den Storkomponenten verschwin
den und die verzerrten Koordinaten mit den ursprunglichen Null und unendlich 
werden. 

Bei gleichen Differentialgleichungen und Randbedingungen fUr die reduzierten 
GraBen ergeben sich fur diese auch dieselben Losungen. Aus ihnen rechnen 
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sich die gewohnlichen Koordinaten und Komponenten mit Gl. (30) und (31) 
fur flache Korper wie folgt: 

w 
-;j< = 2 hm w. 
c 

(33) 

Als "entsprechende Punkte" werden Punkte gleicher reduzierter Koordinaten 
x, y, 3 bezeichnet. Ihre Lage errechnet sich mit Gl. (33) aus dem Verhaltnis 
der hm - und (x + l)-Werte. 

Das Ahnlichkeitsgesetz wurde zuerst von v. KARMAN6 , 7 formuliert und kann 
fur gleichbleibendes x der VergleichsfiiIle wie folgt ausgedruckt werden: 

Die Geschwindigkeits- und Druckstorungen an flachen, mit Schallgeschwindig
keit angestromten, affin verdickten Korpern wachsen wie die Potenz 2/3 des 
Dickenverhaltnisses. Das Seitenverhaltnis, die Pfeilung ist bei den Vergleichs-
korpern proportional zur Po- ~--------- -- ----
tenz _1/3' + 1/3 des Dicken- Moo ' 1J,.f __ _ _ Moo olJ,.9 

::~~::' £:;n!:l~~::e ~~~~~~~~~~ :==~~~~=~===-= = 
verhaltnis und eine starkere ~------~- --~ 
Pfeilung anzunehmen. Die Nei- - - - - -~
gungen der Stromlinien in ent
sprechenden Punkten wach
sen verstandlicherweise ein

Abb. 237. Mittelschnitt, GrundriB und Stromlinien zweier 
"ahnlicher" Fliigel. 

fach wie das Dickenverhaltnis. Hingegen nehmen die Abstande entsprechen
der Punkte von den Ebenen y = 0 und z = 0 mit k;.l/S zu, d. h. sie nehmen 
mit zunehmender Dicke abo Stromlinien gehen also keineswegs ineinander uber. 
Auch das Stromlinienbild am Korper selbst andert sich vollig. Der dickere 
Korper (Abb. 237) zeigt bei starker Pfeilung die groBeren Stromlinienneigungen 
zur x-Achse, was wegen der starkeren Dickenabnahme in z-Richtung physikalisch 
verstandlich ist. Der Umstand, daB die Stromlinien nicht richtig abgebildet 
werden, macht sich deshalb nicht storend bemerkbar, weil die w-Komponente 
nicht in die Randbedingung flacher Korper eingeht. 

Die Beiwerte der Luftkrafte ergeben sich einfach aus den Drucken. Beim 
Widerstandsbeiwert geht das Dickenverhaltnis nochmals ein, wenn dieser Bei
wert auf die Projektionsflache des Korpers bezogen wird. 

1st der Korper in y-Richtung asymmetrisch, was schon bei Anstellung der 
Fall ist, so ist die Randbedingung auf y = 0 durch zwei verschiedene Gleichungen 
zu ersetzen, welche an beiden Seiten der z, x-Ebene gelten. Am Resultat andert 
sich hierdurch nichts. Eine Anstellwinkelanderung kommt einer Anderung des 
Dickenverhaltnisses gleich. Verschiedene Anstellungen konnen demnach nur 
dann aufeinander bezogen werden, wenn gleichzeitig das Seitenverhaltnis geandert 
wird. 

Die achsensymmetrische Stromung kann einfach mit den Veranderlichen 
von Gl. (30) behandelt werden, wenn man sich auf die Betrachtung der x, y-Ebene 
beschrankt, in welcher w Null zu setzen ist. Mit Gl. (VI, 109) kann die Rand
bedingung am Korper auf eine Bedingung auf der x-Achse reduziert werden 
und lautet in reduzierter Form: 

y =0: 
x + 1 F'(x) 

VY=-!>,:n; -W-. (34) 
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Wenn diese Randbedingung unabhangig von der absoluten Dicke des Karpers 
sein soIl, muB B2 proportional zum Flachenquerschnitt F (x) sein, oder mit hm als 
maximalem Radius und q(x) als Dickenfunktion des Karpers: 

h 
2h = q (x), 

m 

Daraus folgt mit Gl. (30) und (25): 

1 v 
Y=----V" + 1 2hm ' 

(35) 

(36) 

Die fvlgenden Aussagen seien wieder auf gleichbleibendes x beschrankt. 
Darnach wachsen die Starungen der u-Komponente in entsprechenden Punkten 
wie hm2. Da aber wieder die Stromlinien nicht ineinander libergehen, denn die 
Achsenabstande und die Stromlinienneigungen vic transformieren sich ver
schieden voneinander, so entsprechen die Werte am Karper y = h (x) keinesfalls 
einander, ein Umstand, der oft zu wenig beachtet wurde. Die Geschwindigkeiten 
am Karper kannen auch keineswegs entsprechend zu den Verhaltnissen an flachen 
Karpern jenen auf der Achse gleichgesetzt werden. Dort wachs en sie logarithmisch 
liber aIle Grenzen. Vielmehr ist eine Umrechnung mit Gl. (VI, 110) erforderlich. 
Werden die betrachteten Vergleichsfalle mit den Indizes 1 und 2 bezeichnet, 
so ergibt sich die Lage eines Oberflachenpunktes y = hI des ersten Karpers in 
folgender Entfernung von der Achse des zweiten. Entsprechende Punkte sind 
durch gleichen v-Wert gekennzeichnet, woraus mit Gl. (36) folgt: 

_ l/ffil + 1 2 hml l 
Y2 - ,,+ t" ~ . ~l· 

2 m2 

Das Verhaltnis zur entsprechenden Karperordinate h2 ist: 

~ = V "1 + 1 2 hm1 · hI = V "1 + 1 (2 hm1 )2. 
h2 "2 + 1 . 2 hm2 . h2 "2 + 1 2 hm2 

Mit Gl. (VI, 110) ist dann auf Y = h2 : 

~ _ 1 = ( : _ 1) ___ 1_ F2"(X) In ~ = ( u; _ 1) (2 hm2 )2. + 
c* C y, 2 n Y2 c 2 hml 

__ 1_ F2"(X) In (V "2 + 1 4 h~2). 
2 n "1 + 1 4 hml 

Aus dieser Gleichung foIgt fUr die Geschwindigkeitsstarungen: 

~ _ 1 = ~ _ 1 + ~ (~)2 = (~_ 1) ( 2 hm2 )2 + 
c* c* 2 dx c* 2 hm1 

+ ~ (2 hm2)2 (dhl )2 _ -1-F2"(X) In (V "2 + 1 4h~2). 
2 2 hm 1 dx 2 n "1 + 1 4 hin1 

Dies IaBt sich symmetrisch schreiben. Mit Gl. (35) sei: 

h 2 (x) h(x) 

2 hm2 2 hm 

und folgIich auf y = h: S 

( 1 )2 ( W ) d2 ( h)2 (4_ ) 
2 hm2 C*2 - 1 + dx2 2 hm In VX2 + 1 .2 hm2 = 

1 ( W ) d2 
( h)2 ( 4 ) = (2hml)2 C*1 -1 + dx2 2hm In VX1 + 1. 2hm1 · 

(37) 
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Die Verwandtschaft mit Formel (VIII,29) und (VII,26) ist offen bar und 
verstandlich, da sie auf gemeinsamen Eigenschaften schlanker achsensymmetri
scher Korper beruht. Die Umrechnungsformel gilt in gleicher Weise fur den Druck
koeffizienten. Bei Berechnung des Druckwiderstandes des Mantels verschwindet 
ubrigens das logarithmische Glied fur einen beiderseits zugespitzten oder 
zylindrisch endenden Karper. Der auf den Querschnitt bezogene Widerstands
beiwert ist dann (von Reibung und eventuell Bodendruck abgesehen) dem 
Querschnitt proportional. 

Fur die Querkrafte ergaben sich unabhangig von Moo bei kleinen Storungen 
diesel ben Formeln. Sie geIten also auch in Schallnahe. Die Formeln kannen 
dort ja in gleicher Weise abgeleitet werden. Die Ahnlichkeitsgesetze kannen 
also den Formeln direkt entnommen werden (Abschnitt VII, 4· und VIII, 3). 

Befinden sich die Karper in einem Kanal (Ahnlichkeitsgesetze fur Kanal
versuche mit wesentlichen Kanaleffekten), oder handelt es sich urn Dusenstromun
gen, so gehen in die Randbedingungen noch Abstande von Wanden ein. Diese 
mussen sich dann genau so wie die y- und z-Koordinate transformieren, wahrend 
sich die Kanalwande im allgemeinen wie die Stromlinien, also wie die Querkompo
nenten der Geschwindigkeit andern mussen. Die jeweiligen exakten Bedingungen 
ergeben sich, wenn die zusatzlichen Randbedingungen durch die reduzierten 
GroBen ausgedruckt werden. 

6. Ahnlichkeitsgesetze fUr schallnahe Anstromung. 

Fur schallnahe Anstromung ergibt sich ein fUr Moo < I und Moo> I guItiges 
Ahnlichkeitsgesetz, das zuerst von G. GUDERLEy 3 in einem kurzen Abschnitt 
fur theoretische Zwecke wiedergegeben wurde und unabhangig dann etwas 
spater gleichzeitig von TH. v. KARMAN7, 9 und K. OSWATITSCHIO entdeckt und 
fur die praktischen Bedurfnisse ausgestaltet wurde. v. KARMAN behandelt nicht 
nul', wie die beiden anderen Autoren, den ebenen Fa']l, sondern auch die achsen
symmetrische Stromung. Die Formeln del' letzteren bedurfen aber einer Kor
rektion, wie sich das schon im letzten Abschnitt bei Moo = I als notwendig 
erWles. 

Fur Moo '*' I kannen die G1. (26) und (28) sofort auf eine von Moo unabhangige 
Form gebracht werden durch entsprechende Wahl von B. Damit B allerdings 
stets reell bleibt, muB die Wahl unterschiedlich fur Moo < 1 und Moo > I 
getroffen werden. Es sei: 

fur Moo < I: B = VI-Mix, = Poo, 

fur Moo> I: B = V Mix, -I = cot IXoo. 
(38) 

Damit ergibt sich die gasd. G1.: 

(1 - u) .~ + ~ + ~ = 0 
ox oy 03 ' 

(l + u) ~ - ~ - OlD = 0 
ox oy 03 ' 

(39) 
fur Moo> I: 

deren einfachere Formen fur ebene und achsensymmetrische Stromung wohl 
nicht besonders vermerkt zu werden brauchen. 

Die reduzierten Komponenten und Koordinaten von G1. (25) erhalten damit 
die in G1. (5) und G1. (7) wiedergegebene Form, worin nur PI = Poo und IXI = IXoo 

zu setzen ist. Stromdichte und M2 -I werden hier eben im Zustand del' An
stromung entwickelt. 
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Die Randbedingung an flachen K6rpern (mit EinschluD del' ebenen Profil
stromung) bekommt folgende Form G1. (VI, 112): 

11100 < 1: tJ = r; (2 ~m _ 1) -ddx ( 2 ~m ) ; 

00 M~ 

" = 0: (40) 

Wieder ist die Bedingung im Anstramgebiet von selbst in reduzierten GroDen 
erfullt. Bei asymmetrischen Korpern in y treten wieder zwei Bedingungen 
beiderseits der x, z-Ebene auf, fUr deren jede die folgenden Forderungen zu er
fUllen sind. 

Damit in den Vergleichsfallen auf y = 0 dasselbe tJ (x, 3) und damit diesel be 
Lasung in den reduzierten GroDen auf tritt, sind folgende Forderungen zu erful1en: 

h h -- = ---'-- = q (x, z)' 
2 hm 2l1m ' 

h (1 
2h = 2h- = q(x,z); 

m '[m 

( 41) 

11 ist eine "reduzierte Korperhohe", 11m eine "reduzierte Maximalhahe". Die 
Reduktion hat dabei wie bei v zu erfolgen, denn die Hohe geht schlieBlich aus 
einer Integration von tJ uber x, welches unverzerrt bleibt, in der x, z-Ebene helvor. 

Die Vergleichskorper mussen nach Gl. (41) gleiche "reduzierte Hohen" 
haben. Ihre Seitenverhaltnisse (ihre Pfeilungen) muss en sich darnach wie die 
z-Koordinate, also nach Gl. (5) und (7) bei 11100 < 1 wie (3~, bei 11100 > 1 
wie tg iXoo andern. (Letzteres ist sehr einleuchtend, denn es heiBt, daB sich Pfeilung 
odeI' Seitenverhaltnis wie die Neigung der Machschen Linie im Anstromgebiet 
andern muD.) Ferner muD nach G1. (41) die reduzierte Maximalhohe del' Karper 
die gleiche sein. Ihre wirklichen Hahen h mussen sich also bei 11100 < 1 wie die 

Faktoren (300 (M~ - 1), bei 11100 > 1 wie cot iXoo ( 1 - ~~) verhalten. 

Je naher also die Anstromgeschwindigkeit an 11100 = 1 liegt, desto dunner 
muD del' Karpel' sein. 

Nach G1. (5) und (7) verhalten sich die Geschwindigkeitsstorungen, also auch 
die Druckstorungen und Druckkoeffizienten von Vergleichskorpern, welche die 
Ahnlichkeitsforderung gleicher reduzierter Hahen erfullen, wie die Unterschiede 
von Anstromgeschwindigkeit und kritischer Schallgeschwindigkeit. 

Die Ergebnisse sind ohne weiteres auf die Luftkriifte ubertragbar. Da sich die 
Reduktionskoeffizienten bei gleichem " nach G1. (23) wie die verschiedenen 
Potenzen von (300 und cot iXoo verhalten, kann das Ahnlichkeitsgesetz etwa fur 
~M 00 < 1 auch wie folgt ausgedruckt werden: Wenn sich die Hohen affin ver
dickter Korper wie (3~ und die Seitenverhaltnisse wie (3~ verhalten, so verhalten 
sich die Druckkoeffizienten wie (3'/x" also wie h"/;. Eine Mach-Zahl, welche auDer
ordentlich nahe an 11100 = Iliegt, ergibt nach einer Umrechnung auf eine andere 
Profilhahe wieder eine ganz nahe an Moo = lliegende Mach-Zahl del' Anstromung. 
Die Druckkoeffizienten haben sich aber wie h~~ geandert. Damit ergibt sich 
das im letzten Abschnitt abgeleitete Gesetz fUr 11100 = 1 als Grenzfall des Gesetzes 
fur 11100 =l= 1 bei Annaherung 11100 -> 1. 
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In dieser DarsteUung ist die ebene Stromung der Spezialfall unendlich groBen 
Seitenverhliltnisses. Die Fordel'ung nach Anderung des Seitenverhaltnisses der 
Vergleichskorper faUt dann weg. Es ist lehrreich, die Vorgange bei der Trans
formation in anderer Hinsicht zu betrachten (Abb.238). Ganz entsprechende 
-oberlegungen sind auch im letzten Abschnitt moglich. Gleiche u-Verteilung in 
entsprechenden Punkten bedeutet, wenn u- Schwankungen und Geschwindigkeits
schwankungen gleichgesetzt werden, daB Schallgeschwindigkeit (u = 1) in ent
sprechenden Punkten, also auch an gleichen Profilstellen erreicht wird. Dasselbe 
trifft auch fiir die Lage der StoBfront zu. Da entsprechende Punkte mit {3~ 
an das Profil heranriicken, liegt auch die ~challisotache beim dickeren Profil 
proportional zu {3z,6 naher, die Neigung del' Machschen Linien nimmt ebenfa11s 
mit {3~ zu. Nun miissen sich bei ahnlicher Stromung nicht nur die Isotachen, 
sondern auch die Machschen Linien und wohl auch die StoBfronten entsprechen, 
da durch sie die ganzen EinfluB- und Abhangigkeitsverhaltnisse bestimmt werden. 
Die Neigung der Mach-Linien laBt sich auch mit Gl. (10) wie folgt ausdriicken: 

tg cx = (VM2-1)-1 = po!:, (VW _1)-1 = {J;6 (VU-l)-l + 
Natiirlich ergibt sich bei 

Unterschallstromung ({3oe ree11) 
nur im -oberschallgebiet (U > 1) 
ein reeller Machscher Winkel cx. 
Und dieser ist - aus der Ge
schwindigkeit berechnet - in 
entsprechenden Punkten wieder 
proportional po!:,. Die starkere 
Neigung der Mach-Linie beim 
dickeren Profil ergibt sich nun 

Abb. 238. Lokale "Cberscha.llgebiete iihnlicher Stromungen. 

aus der mit der groBeren Dicke verbundenen hoheren Storgeschwindigkeit. 
Der Druckkoeffizient in entsprechenden Punkten ergab sich proportional zu 

~& -1 nach GJ. (12). Daraus folgt ein auf die Profillange und Breiteneinheit 

bezogener Widerstandsbeiwert [mit Riicksicht auf die geanderte Dicke G1. (41)] 

proportional zu (M~ - 1 r {3oe. Dieser Faktor sei nochmals iiber die StoB

verluste bestimmt. Da der StoB senkrecht am Profil auftrifft und auch weit 
drauBen an der Schallisotache senkrecht zur Stromungsrichtung stehen muB, 
kann die Betrachtung auf einen senkrechten StoB beschrankt werden. Fiir einen 
solchen kann der Entropieanstieg G1. (II, 39) mit G1. (2) wie folgt geschrieben 
werden: 

~ -_~_ = ~ (M2-1) (~ _1)2 + ... , 
x(cp - cv) 3 c 

(42) 

worin sich M und W unmittelbar auf den Zustand vor dem StoB beziehen. Mit 
G1. (5) und (10) driickt sich der Entropieanstieg durch die reduzierten GroBen 
nach kurzer Rechnung wie folgt aus: 

x (:p-=-8cv ) = ; fJ~ (,J& -1 r (W - 1)3 + .... (43) 

Aus dem Entropiesatz Gl. (IV, 37) ergibt sich der Widerstand als Integral 
iiber den Entropieanstieg langs del' StoBfront bei kleinen Storungen in Schall
nahe wie folgt fiir die Breiteneinheit, wenn y wie stets durch die Profillange 
dimensionslos gemacht ist: 

2 f 8-8 
Cw = M~ x(cp-cv) dy + 

Stoll 

Oswatitsch, Gasdynamik. 
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Da das letzte Integral fiir ahnliehe Profile gleiehe Werte annimmt, ergibt 
sieh wieder dieselbe Abhiingigkeit des Widerstandsbeiwertes von 1~1 00' welehe 
zuvor aus den Drueken errechnet wurde. x tritt in keiner der Darstellungen 
explizit auf. Damit ist gezeigt, wie sich aIle Naherungen del' schallnahen Stromung 
zu einem geschlossenen Bild vereinigen. 

Einen Vergleich von Versuchen beziiglich des Ahnlichkeitsgesetze~ zeigt 
Abb.239. Ein besseres Bild wiirde sich ergeben, wenn Versuche in Hinblick 
auf das Ahnlichkeitsgesetz an besonders flachen Profilen vorgenommen wilrden. 
Die Storungen in den gezeigten Beispielen konnen keineswegs mehr at; klein 
bezeichnet werden, sie betragen bei den dickeren Profilen mehr als 50%. Bei 
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Stromungen an Dreiecksfhigeln sind nicht nUl' die Storungen selbst, sondei'll auch 
das starker gestol'te Gebiet viel kleiner, so daB mit einer weitgehenden Brauch
bal'keit del' Ahnlichkeitssatze zu rechnen ist. Immerhin ist auch Abb . 239 sehr 
lehrreich, weil sie zeigt, daB sich die Druckverteilung bei dickeren Profilen im 
Sinne gel'ingel'er Widerstande verschiebt. Das stimmt damit iiberein, daB aueh 
del' StoBverlust als proportional del' dritten Potenz des Geschwindigkeitssprunges 
bei starkeren Storungen zu hoch angesetzt ist. 

Die Reduktionen del' Komponenten und Koordinaten einer achsensymmetrischen 
Stromung haben wie frilher gemaB Gl. (38) zu erfolgen, damit man zu einer Dar
stellung del' Differentialgleichungen (28) kommt, welche nur mehl' reduzierte 
GroBen enthalt . Diese miissen also wie beim flachen Korper nach GI. (5) und (7) 
gebildet werden. In ihnen schreibt sich die Randbedingung am Korper wie folgt 
[GJ. (VI, 109)]: 

1 F'(x) 
lJ \' = _.- --- -. 

, 2n ( __ 1 -1)' 
M"· • 00 

\' = o· . , < 

I 
I F'(x) 

lJ \' = -- --- --

. 2 n (1- ~&or 
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Der Korperquerschnitt muB sich also proportional zu -~* - 1 andern, wenn 
.. 00 

die Randbedingung fur die reduzierten GroBen bei Anderung von Moo dieselbe 
bleiben soIl. Dann gibt es in den reduzierten GroBen dieselben Losungen, also 
ahnliche, aufeinander abbildbare Stromungen, wobei sich allerdings - wie im 
letzten Abschnitt bei Moo = 1- die y-Werte verkleinern, wenn sich die Quer
schuitte vergroBern. Ein Korperpunkt geht also nicht in einen solchen uber. 
Die Geschwindigkeiten muss en wieder mit G1. (VI, 110) auf die Korperoberflache 
umgerechnet werden. Dabei ergibt sich8 auf dem zweiten Korper y = h2 fUr 
Moo < 1 bei Berucksichtigung der Moglichkeit ungleicher Anstromgeschwindig
keiten u100 und u2oo : 

~-1 = (~-1) -~ F 2"(x) ln~ = 
u200 U oo Y. 2 Y2 

_1 __ 1 

= (~_ 1) M~oo _ _ 1_ F2 ,,(x) In h2f3200. 
u lOO __ 1_ -1 2 n h 1 f3100 

M~oo 

Hier kann wieder auf die Geschwindigkeitsstorungen ubergegangen werden. 
Mit Rucksicht auf die Ahnlichkeitsforderung: 

_1 __ 1 
M-:oo 

1 
---1 
M~oo 

h 2 
1 

h22 

ist dann folgende symmetrische Darstellung moglich (Moo < 1): 

y=h: 
~-1 
u 200 1 F2"(X) [ V-l-] 

---:-:-=----- + ~2 ~ 1 In fI200 M*200 - 1 = 
_1 __ 1 .. ---1 
M~oo M~oo 

--~-1 
u lOO 

___ 1 __ 1 
M~oo 

1 
+ 2n 

F1f/(x) l V-I ---] 
1 In (1100 M~oo -1 . 

---1 
M~oo 

(46) 

(47) 

Hierin ist fur Moo > 1 nur (100 durch cotiXoo und V M1* -1 durch Vl-~ 
00 . Moo 

zu ersetzen. Ganz Entsprechendes gilt fur den Druckkoeffizienten. Das logarith-
mische Glied verschwindet wieder bei der Mantel-Widerstandsberechnung an 
einem beiderseits zugespitzten oder hinten zylindrisch endenden Korper. Wegen 
der Voraussetzung kleiner Storungen muB der Korper bei Moo < 1 und bei 
Moo > 1 stets mit einer Spitze beginnen. 

Angestellte Drehkorper sind bei Schallnahe wie bei Dnter- oder Uberschall
stromung zu behandeln. 

Fur Ahnlichkeitsgesetze von Kanalstromungen, in welchen sich auch Korper 
befinden durfen, gilt dassel be wie im letzten Abschnitt. Die Wandabstande mussen 
sich wie die entsprechenden Koordinaten andern. 

Mit den hier geschilderten Beispielen sind die Moglichkeiten fUr Ahnlichkeits
gesetze keineswegs erschopft. Beispielsweise ergibt sich ein kritischer Zustand 
fUr einen flachen gepfeilten Flugel dann, wenn die Kopfwelle die Vorderkante 
erreicht, wenn also Pfeilwinkel und Mach-Winkel etwa ubereinstimmen. Wird 
hier uber die einfache, durch Linearisierung gegebene Theorie hinausgegangen, 
so ergeben sich besondere Ahnlichkeitssatze12• 

2:)* 
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Nie ist abel' eine trberschallanstromung hier mit einer Unterschallanstromung 
vergleichbar. Die Streckung del' y- und z-Richtung enthalt Faktoren floo und 
cot cXoo, welche jeweils nur fiir Moo < 1 odeI' fUr Moo> 1 reell sind. 

". Diisenstromung. 

Kennzeichnend fiir eine Stromung durch Diisen ist die starke Veranderlich
keit del' Stromung in Richtung del' Diisenachse gegeniiber einer nur geringen 
Veranderlichkeit quer dazu. Dies ermoglicht besondere Ansatze, welche zuerst 
von K. OSWATITSCH und W. ROTHSTEINI3,18 gegeben wurden, und die mit 
ziemlich geringem Aufwand zu einem recht allgemeinen Resultat fiihren. Stets 
sollen hier zur x·Achse symmetrische Diisen vorausgesetzt werden. Wie in del' 
einfachen Stromfadentheorie, gibt es auch hier zwei Moglichkeiten del' Durch
stromung einer Laval-Diise. Die Diise selbst zeigt ein im wesentlichen zum engsten 

y 
Querschnitt symmetrisches Bild. Das Bild del' 
Stramung kann abel' zum engsten Querschnitt 
asymmetrisch odeI' symmetrisch sein. Die asym-

______ !-____ ....:.Z'~ metrische Losung wurde zuerst von TH. MEYER14 
mit einem Pdenzreihenansatz in x und y be
handelt, und die symmetrische Lasung in ahn
hcher Weise von G. J. TAYLOR15. 1m letzten 
Fall interessieren besonders die Unterschall-

Abb. 240. Koordlnaten zur DOsen· stramungen mit lokalen trberschallgebieten an 
striimung. 

den Diisenwanden in del' Nahe des engsten Quer-
schnittes. Del' trbergang von diesel' Losung zur asymmetrischen Lasung wurde 
von H. GORTLER16 und spateI' von S. TOMOTIKA und K. TAMADA17 behandelt. 

Das Stromungsprofil in einem Diisenquerschnitt kann naherungsweise im 
allgemeinen sehr gut durch eine Potenzreihe in y (Abb. 241) dargestellt werden. 
Bei einer zur Diisenachse symmetrischen Diise und bei entsprechend symmetri
scher Anstramung ist daun u als symmetrische und v als antisymmetrische 
Funktion in y anzusetzen. Hier sei die Entwicklung auf das erste y-Glied 
beschrankt: 

u_uo a 2 • 
>i<->i<+-2 y + ... , c c 

-;. =by+ .... 
c 

(48) 

Hierin seien die Koeffizientenfunktionen Uo (x), a(x), b(x) zunachst freie 
Funktionen von x, die so bestimmt werden sollen, daB die Randbedingungen 
und Differentialgleichungen erfiillt werden. Damit wird dem Geschwindigkeits
profil ein bestimmter Charakter gegeben - eine Parabelform -, ohne daB abel' 
etwa die Wolbung des Profils odeI' del' Wert del' Geschwindigkeit auf del' Achse U o (x) 
von vornherein festgelegt wird. Unter den Koeffizientenfunktionen ergeben sich 
aus den Differentialgleichungen durch Vergleich del' Koeffizienten von y Bin
dungen. 1m einfachsten FaIle folgt hier aus del' Wirbelfreiheit (Striche bedeuten 
Ableitungen nach x): 

o(U) o(V) , oy C* = a y + ... = ax C* = by: a =b'. (49) 

b(x) ergibt sich abel' aus del' Bedingung, daB v am Diisenrand y = h(x) 
durch die Wandneigung festgelegt ist. Mit Ws als "Stromfadengeschwindigkeit", 
also als jenem Wert, del' sich ergibt, wenn konstante Zustande iiber den Quer
schnitt angenommen werden, ist mit ausreichender Genauigkeit fiir y = h(x): 

-;- = h'(x) ~9 = b h. (50) 
c c 
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Daraus folgt bereits mit G1. (49): 

b = ~ W s • 
h c*' 

h" W h' W' h'2 W 
a = h c*s + h7--i1,2 c*"· (51) 

Der Linearansatz von v in G1. (48) bedeutet, daB in dieser einfachsten Form 
der Theorie ein linearer Dbergang der Stromlinienneigung von der Achse 
zum Rand angenommen wird. Zur Vereinfachung der Schreibung seien die 
durch die bekannten Funktionen Ws(x) und h(x) festgelegten Koeffizienten
funktionen a (x) und b (x) zunachst noch nicht durch die Ausdriicke der G1. (51) 
ersetzt. 

Das starkste Interesse gilt der Stromung im engsten Diisenquerschnitt. 
Dort ist die v-Komponente sehr klein, die Geschwindigkeit kann der u-Kom
ponente gleichgesetzt werden. Diese vereinfachende Annahme mit ihrer Be
schrankung der Giiltigkeit der Formeln sei nur hier zugunsten einer iibersicht
licheren Darstellung gemacht. (Der allgemeine Fall wird referierend wieder
gegeben.) 1m Ausdruck fiir a der G1. (51) miissen dann die letzten beiden Glieder, 
welche aus der Diisenneigung resultieren, gestrichen werden. Es bleibt nur das 
erste aus der Wandkriimmung sich ergebende Glied. 

Unbekannt geblieben ist noch die Achsengeschwindigkeit U o (x). Sie soll 
so festgelegt werden, daB sich die vorgeschriebene DurchfluBmenge im symmetri
schen Fall, die Maximalmenge im asymmetrischen Fall ergibt. Diese Erfiillung 
der Kontinuitatsbedingung in Integralform hat den Vorteil, daB sich im Mittel 
in jedem Querschnitt die richtige Geschwindigkeit ergeben muB. Sie kann nicht 
tiber den ganzen Querschnitt zu groB oder zu klein herauskommen. 

1st Y = Ys jener Ordinatenwert, bei welchem u = W = Ws ist, so gilt mit 
G1. (8): 

~ = :: = ~s + ; (y2_ Ys2), (52) 

worin nun anstatt uo(x) die Unbekannte ys(x) steht. 
Mit G1. (43) ist dann die Stromdichte: 

.-Llf:'_ = ~ = 1- u+ 1 [(~-1) + (~_~)]2 = e* c* e* c* 2 c* c* c* 

~= 1-~~ ( Ws _1)2 _ U + 1 ( W" -1) a(1l-y 2) _ u +...!5!!... (y2_ y2)2 = 
2 c* 2 c* . s 2 4 ., 

= es W, _ u + 1 (Ws -1) a (y2 _ Y 2) _ U + 1 !!!... (y2 _ Y 2)2. (53) 
e* c* 2 c* s 2 4 s 

Damit ergibt sich die Stromdichte als Stromdichte der Stromfadentheorie, 
vermehrt urn zwei Zusatzglieder. An Stellen, an denen sich Ws wesentlich von c* 
unterscheidet, ist das zweite Glied wesentlich, wahrend bei Ws = c* erst das dritte 
Glied einen Zusatz zur Stromfadendichte (]s Ws bringt. 

Bis hierher gilt die Ableitung in gleicher Weise fiir ebene und fiir achsen
symmetrische Diisen, da die Randbedingungen und die Gleichung fiir die Wirbel
freiheit formal dieselben sind. Ein Unterschied ergibt sich erst bei Anwendung 
der Kontinuitatsbedingung. Diese ergibt fiir ebene Stromung mit G1. (53) fiir die 
DurchfluBmenge G der Breiteneinheit der Diise: 

h 

/:c* = I e~:*dy = !s*~, h- u; 1 (~: -1) a (h; - Ys2h) + 
o 

u + 1 a2 (hS h3 ) ---- --2- y 2+ y 4h 245 3 s s· 

(54) 
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Fur die engste Stelle j' = 0 ergibt sich im asymmetrischen Fall oder im 
symmetrischen Fall mit Ws = c* dann die Maximalmenge G, wenn del' letzte 
Klammerausdruck seinen kleinsten Wert annimmt. Dies ist der Fall fUr: 

d~s (~4 - 2 ~ Ys2 + Ys4) = - 4 ~3 Ys + 4 Yss = 0; Ys2 = _~2 . (55) 

Mit Gl. (52) und (51) ergibt sich daraus folgende Geschwindigkeitsvel'teilung: 

21[* = ~ = W, [1 + ~ (Je -~) h" h] (1':6) c* c* 2 h2 3; ,) 

Als Durchflu13menge ergibt sich mit Gl. (55) und (51): 

G 1" + I (h" h)" 1" + I (h*)2 h* e*c* = -go . ;,~o = -----go 7i* . (57) 

1m engsten Quel'schnitt ist h" dem dortigen Kl'iimmungsradius R* gleichzusetzen. 
Die Durchflu13menge weicht also nur mit dem Quadrat des Vel'haltnisses von 
halber Diisenhohe h* und Kl'iimmungsradius R* im engsten Querschnitt von der 
Stl'omfadenmenge ab, wobei auch noch del' Faktor auBerordentlich klein ist. 

Uberall dart, wo sich Ws und c* wesentlich unterscheiden, ist das letzte Glied 
in Gl. (54) von hoherer Ordnung. Die Stl'omfadengeschwindigkeit ergibt sich 
aus der Durchflu13menge durch G = (!s Ws h. Nur bei kritischer Geschwindigkeit 
ist das nach Gl. (57) nicht exakt erfiiIlbar, wobei del' Unterschied gerade durch 
das letzte Glied in Gl. (54) gegeben ist. Damit ergibt sich fiir Ws of c*: 

"~ I ( ~s _ 1) a (~ - Ys2) = 0 odeI' Ys2 = 4~. 

Das ist abel' dassel be El'gebnis wie in Gl. (55). Stets wird die Stromfaden

geschwindigkeit bei Ys = l/S V3 h erreicht, womit Gl. (56) also in beiden Fallen 
gilt. 

Die auf die kritische Stl'omdichte bezogene Durchflu13menge ergibt sich 
mit Gl. (53) bei achsensymmetrischer Stl'omung wie folgt: 

h 

G 2 r e U d es Ws h2 h2 
( + 1) ( Ws 1) (h2 2) + e* c* = . n, e* c* y y = e* c* - 2 x C* - a 2 - Ys 

o 
_ n:2 (x + 1) a2 (~4 -Ys2h2 + Ys4). (58) 

Wie bei ebener Stromung el'geben sich fiir die beiden FaIle: Ws = c* und 
W s wesentlich verschieden von c*, diesel ben Wel'te von y s' namlich: 

(59) 

Mit Gl. (52) folgt dann die Geschwindigkeitsverteilung bei Achsensymmetl'ie: 

}~f* = ~ = ~s [1 + ~ (X: -- ~) h" h 1 (60) 

Die Mengenkorrekturen beim achsensymmetrischen Fall gegeniiber del' Strom
fadenmenge ist nun mit Gl. (58) und (59): 

~;c--G~ = 1- -"_ +~ (h" h)· _ = 1- " + I (~_)2. (61) 
h*2 ne*c* 96 x-o 96 R* 

Sie unterscheidet sich also nul' wenig von del' entsprechenden Korrektur 
nach Gl. (57) bei ebener Stromung. 
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Mit Hilfe der Formeln kann leicht die Form der Schallisotache beim asymmetri
schen Fall berechnet werden. Aus Gl. (II, 58) ergibt sich die Stromfadengeschwin
digkeit am engsten Querschnitt wie folgt: 

eben: Ws = 1 + W"-,- x = 1 +~V_l __ ~~. 
c* c* h* u + 1 R* ' 

achsensymmetrisch: Ws _ I -L X V 2 h* 
C"*- ,¥ u+l R*' 

Daraus erhiiIt man beispielsweise bei ebener Stromung die Schallisotache 
mit Gl. (56): 

[ XV 1 h*] [- 1 ( y2 1) h*] 
1 = .1 + h* u + 1 R* 1 + 2 h*2 - 3 R* = 

x V 1 h* 1 (y2 1) h* 
= I + ¥ u + 1 R* + 2 h*2 - 3 R* + 

Nach entsprechender Rechnung bei Achsensymmetrie werden folgende 
Parabelformen fiir die Schallisotachen gefunden: 

c· 

eben: 

achsensymmetrisch: 

x 
h* 

Vx-+T Vh* (~_L). 
2 R* 3 h*2' 

(62) 
V2(u + 1) V h* (~_L) 

4 R* 2 h*2' 

Diese Gleichungen enthalten natiirlich wieder besondere Formen def A.hnlich
keitsgesetze fiir Schallnahe. 

Abb. 241 zeigt den asymmetrischen 
Fall und den symmetrischen Fall mit 
lokalen Dberschallgebieten bei ebener 
Stromung. Abb. 24219 gibt Versuch 
und Theorie beim symmetrischen Fall in 
einer achsensymmetrischen Diise. Beim 
Vergleich von Versuch und Theorie im 

II.~11,2 -11, 1 0 11,1 D.' t. 
ftr,fvcn Yo .Jtdnton 

-6'1. (50) 
- - -Jtromf"ao'entneor/IJ 

Abb.241. Asymmetrische und symmetrische cbene 

Stromung durch eine Lavaldiise mit -~: = 0,20. 

Abb. 242. Geschwindigkeitsverteilung auf der Achse 

einer rotationssymmetrischen Lavaldiise mit ~. = 0,21. 

symmetrischen Fall muB entweder die DurchfluBmenge bekannt sein, oder es 
kann die Ubereinstimmung in einem wilIkiirlich herausgegriffenen Punkt er
zwungen werden. Ein MaB fiir die Giite der Theorie ergibt sich dann aus der 
Dbereinstimmnng im iibrigen Stromungsfeld. 
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Die Theorie fiir starkere Diisenwandneigungen fiihrt nach K.OSWATITSCH und 
W. ROTHSTEIN zu folgenden Resultaten: 

r eben: =l+~(r-~)(hh"+ Ws'hhl)+ 
2 h2 3 Ws 

v/W,~ ! h', W/W, ~ ! __ ~_ Ws' h h'. 
6 Ws ' l oohoon,,,,=., ~ 1 + ! (~: -- !) (h h" + W ~h_ hI) + 

-{ -~i h h'. 
s 

Daraus ergibt sich ein Kriimmungseffekt (h h") und ein Neigungseffekt der -Wand. 
Es zeigt sich, .. daB beide Effekte bei Unterschallstramung einander entgegenwirken, 
hingegen bei Uberschallstramung einander verstarken. Eine Verfeinerung der Theorie 
liefert Formeln, in denen hahere Ableitungen von h auftreten. Diese durfen nicht 
zu hahe Werte annehmen, wenn die Theorie erster Ordnung richtig sein solI. Physi
kalisch bedeutet das, daB nicht nur h h" und h' klein gegen die Einheit sein miissen, 
sondern daB sich die GraBen mit x nicht zu rasch andern diirfen. Das leuchtet ein, 
weil es anderenfalls unmaglich ware, die Geschwindigkeitsverteilung aus de!-l artlichen 
Wandeigenschaften zu berechnen. Aus demselben Grund kann man im Uberschall
gebiet nicht mit derselben Genauigkeit rechnen wie bei Unterschall- und Schallstra
mung. Bei M > 1 kann der Stramungszustand eines Punktes ja nur von jenen strom
aufwarts gelegenen Wandteilen abhangen, in deren EinfluBgebiet der Punkt liegt. 
Die Abnahme der Genauigkeit mit wachsender Mach-Zahl bei M > 1 start wenig, 
weil dann ja die Berechnung mit Charakteristiken-Methoden maglich ist. 

Der asymmetrische Fall laBt sieh aueh so behandeln, daB in der gasd. G1. 
der Gesehwindigkeitsgradient vorgegeben wird. Damit ergibt sieh naherungs
weise eine lineare Differentialgleiehung vom Warmeleitungstypus (paraboliseher 
Typus), in welcher der Durehgang dureh die Sehallgesehwindigkeit nieht aus
gezeiehnet ist. H. BEHRBOHM5 wendet diese Methode auf das Gleiehungssystem 
G1. (VI, 74,75) mit Stromlinienkoordinaten an. Er bekommt eine Lasung, deren 
Fehler mit Annaherung an die Sehallisotaehe versehwindet. Diese Lasung ent
halt keine Besehrankung der Stromlinienneigungen. In einer weiteren Arbeit 38 

behandelt derselbe Verfasser mit kartesisehen Koordinaten den Schalldurehgang 
in einer Diise allgemein raumlieh. Auf ein interessantes Resultat sei bei einer 
Diise beispielsweise von elliptisehem Quersehnitt hingewiesen. Erreiehen beide 
Aehsen des el1iptisehen Quersehnittes an del' engsten Diisenstelle ihr Minimum, 
so bildet die Sehallisotaehe, wie zu erwarten, eine bauehige Flaehe. Doeh kann 
aueh der Fall vorkommen, daB eine Aehse an der engsten Stelle ein Minimum, 
die andere hingegen ein weniger starkes Maximum erreieht. In dies em Fall 
bildet die Sehallisotaehe eine Sattelflaehe. Mit Hilfe der Hodographenmethode 
wurde das ebene Problem fUr die exakte isentrope Stramung von LIGHTHILL39 

behandelt. Wie weit man an der engsten Stelle sogar mit der Stromfadentheorie 
kommt, zeigt eine Arbeit von ACKERET-RoTTV ' 3 (siehe Absehnitt V, 4). Versuche 
zur ebenen Str6mung machten MARTINOT-LAGARDE und GOUTIER44. 

8. Nliherungsweise Darstellung sto6freier lokaler Uberschallgebiete. 

Die Darstel1ung stoBfreier lokaler Ubersehallgebiete an einer Wand ist auf 
verschiedene Art moglich, wenn nur die Wandumgebung betrachtet wird, ohne 
die Bedingungen in graBerem Wandabstand zu beriieksiehtigen. Beispielsweise 
enthalt schon die exakte Lasung von RINGLEB (Abb. 113) eine Anzahl soleher 
Beispiele, da jede Stromlinie als Wand angesehen werden kann. 

Aueh mit del' Methode des letzten Abschnittes lassen sieh lokale Ubersehall
gebiete aufbauen18. Wird nun mit y der Wandabstand bezeiehnet, dann sind 
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in der Potenzreihe nach y mit unbestimmten Koeffizientenfunktionen von x 
in Gl. (48) alIe Potenzen in y mitzunehmen. Die Symmetrieeigenschaften, welche 
zum einfachen Ansatz (48) fuhrten, fallen ja hier weg. Die Entwicklung fUr 
v hat nun mit Vo zu beginnen, welches durch die Korperform bestimmt ist. 
Die Koeffizientenfunktionen bestimmen sich wieder durch Einsetzen der Reihen 
in das Differentialgleichungssystem. Wahrend aber U o bei der Dusenstromung 
mittels der Kontinuitatsbedingung in Integralform bestimmt wurde, bleibt 
nun uo(x) frei und willkurlich wahlbar. Durch Vorgabe eines bestimmten uo(x) 
und vo(x) ergibt sich dann beispielsweise Abb.243. Doch braucht keineswegs 
wie in diesem Bild vo(x) oder uo(x) bezuglich x symmetrisch angenommen zu 
werden. Die Geschwindigkeitsverteilung am Profil liegt ja erst durch die Vor
gaben im Anstromgebiet fest. Die Freiheit in der Wahl von U o (x) ist daher ver
standlich. Die Schwierigkeiten der Ausdehnung dieser Methode auf die Berech
nung von Profilstromungen beruhen darauf, daB die Stromungsverhaltnisse in 
groBerer Korperentfernung durch einen Reihenansatz nur schlecht wiedergegeben 
werden. 1m einfachsten Fall beruht die Methode einfach 
darau~, daB die Geschwindigkeitsabnahme in y-Richtung 

durch die Wandkrummung (:;) mit der Gleichung der 

Wirbelfreiheit festgelegt ist. Damit ergibt sich aus uo(x) 
auch dasu in unmittelbarer Korpernahe. 

Abb. 243. Stollfreies 
Fur die direkte Anwendung ist ein symmetrisches lokales berschallgebiet. 

stoBfreies Uberschallgebiet nach Abb. 243 von geringer 
Bedeutung. Es tritt an Profilen, welche - wie der Zylinder, die Ellipse 
und das Kreisbogenzweieck - zu zwei orthogonalen Achsen symmetrisch 
sind und in Richtung einer Achse angestromt werden, schon bei der An
wendung der Pr. Regel auf uberkritische Moo-Werte auf. Genauere Theorien 
(Abschnitt 9 und 10) wei sen solche Losungen auch auf, wenn Moo nicht zu 
hohe Werte annimmt. Die Existenz solcher stoBfreier lokaler Uberschallgebiete 
ist darnach kaum anzuzweifeln, wenn auch ihre Stabilitat gegenuber kleinen 
Storungen vielleicht fraglich ist. Die geringe praktische Bedeutung solcher Gebiete 
beruht darauf, daB ihre Ausdehnung offenbar beschrankt ist, in kleinen Gebieten 
die StoBe aber nur schwach und kurz sein konnen, weshalb sie fur den Widerstand 
von untergeordneter Bedeutung bleiben. Wegen der Schwache der StoBe ermog
lichen Versuche auch kaum eine Klarstellung, weil die Grenzschicht Drucksprunge 
verwischt und die Randbedingungen etwas andert. Als sicher kann jedoch an
genommen werden (Abb.244), daB der Druckanstieg im lokalen Uberschall
gebiet keineswegs nur stoBformig erfolgen kann, wie auch die Thecrie zeigt20. 

Die Unmoglichkeit stoBfreier Gebiete nach Abb. 243 an umstromten Profilen 
bei zu hoher Anstromgeschwindigkeit zeigt folgende einfache UberJegung4 • 

Zunachst bestimmt die stetige Geschwindigkeitsverteilung mit einem Maximum 
in der Symmetriegeraden die Krummung der Stromlinien bis weit in die Stromung 
hinaus (Abb.243). Der Stromlinienabstand hat ja auf der Schallisotache ein 
Minimum. Das hat zur Folge, daB die Krummung auf der Symmetrielinie erst 
zunimmt, bei Schallgeschwindigkeit konstant bleibt und erst in der UnterschaIl
stromung abnimmt. Der Geschwindigkeitsabfall in y-Richtung liegt durch die 
Annahme der Wirbelfreiheit weitgehend fest. Anderseits muB die vom Profil 
verdrangte Luftmenge mit erhohter Stromdichte am Profil vorbei. Die Erhohung 
der Geschwindigkeit bringt aber nur solange eine Erhohung der Stromdichte, als 

11, - c* ~ c* - U oo (63) 

gilt. Die durch das Gleichheitszeichen in Gl. (63) gegebene Geschwindigkeit 
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nach G1. (5) u = 2 (siehe auch Abb. 234) ist demnach von besonderer Bedeutung. 
Sie kann in einem lokalen Uberschallgebiet nach Abb. 243 kaum wesentlich 
uberschritten werden, da eine Steigerung der Anstromgeschwindigkeit u= eine 
Zunahme des Gesehwindigkeitsabfalles in y-Richtung erzwingt und zu elller 
Abnahme der am Profil vorbeifliel3enden Menge fuhren mul3te. 

Die asymmetrisehen Geschwindigkeitsverteilungen andern das Bild nicht 
dureh das Auftreten von Wirbeln. Abgesehen davon, dal3 diese bedeutungslos 
sind, treten sie aueh erst naeh dem Dickenmaximum auf. Vielmehr fuhrt die 
Beschleunigung am Dickenmaximum zu einer rasehen Abnahme der Strom· 
linienkrummung. (Das einfachste Beispiel dafiir liefert die beschleunigte Dureh
stromung einer Laval-Duse.) Dadurch konnen nun ausgedehnte Gebiete erhohter 
Stromdichte in y-Richtung auftreten. 

Physikalisch weniger anschaulich, jedoch mathematisch exakter beschaftigt 
sich mit dem Problem des stol3freien Cberschallgebietes z. B. F. FRANKL21. 

Einen vollig anderen Weg zur Darstellung stol3freier lokaler Uberschall
gebiete beschreitet G. J. TAYLOR 22, welcher Weg spater auch von G. GUDERLEy 23 

benutzt wird. Die Schwierigkeit der Anwendung der gasd. GJ. liegt darin, daB 
eine Linearisierung unmoglich ist. Die Tatsache ist abel' nicht notwendig mit 
jeder schallnahen Stromung verbunden. So ergibt sich aus del' linearen Gleichung 
del' Wirbelfreiheit eine exakte schallnahe Stromung (Abb. 104), del' Potential
wirbel. Er hat die Schallisotache als Stromlinie. TAYLOR uberlagert nun diese 
Wirbelstromung mit kleinen, harmonisehen Storungen in Richtung des Umfanges, 
wie dies in Abb. 95 fiir die Parallelstromung gezeigt wird. Fur die Anderung 
der Wellenamplituden in radialer Richtung ergibt sich in erster Naherung eine 
gewohnliche Differentialgleichung. Die Schallisotache bleibt nicht Stromlinie. 
Da die Wellenlange wahl bar bleibt, 1st die Moglichkeit gegeben, entsprechend zu 
Abb. 243 stol3freie lokale Uberschallgebiete aufzubauen. 

9. Losungen mittels Integralgleichungen. 

Die Methode von JANZEN-RAYLEIGH (Abschnitt VII, 7) und ihre Abarten 
steBen den Kompressibilitatseffekt dureh ein zusatzliehes Quellenfeld dar. (Bei 
der Anwendung auf die Stromfunktion handelt es sieh physikalisch urn ein 
Wirbelfeld.) Eine solche Darstellung der Beitrage der nicht linearen Glieder 
etwa im Gleichungssystem der ebenen schallnahen Stromung [naeh G1. (39)] 
fur M= < 1: 

-~+~=u~, ox Of ox 
~_ at' =0 
0'1 ox 

(64) 

ist immer richtig, auch dann, wenn der als zusatzliche Quellverteilung dargestellte 
Beitrag der reehten Gleichungsseite in G1. (64) grol3er ist als eines der Glieder 
der linken Gleichungsseite. Das ist beispielsweise der Fall, wenn u > 1 ist, also 
an Stellen mit Uberschallgeschwindigkeit. 

Die Darstellung der lokalen Uberschallgebiete durch Quellfelder kann daher 
nieht fiir ein Versagen der Methoden von JANZEN-RAYLEIGH beim Versuch 
der Darstellung stoBbehafteter und widerstandserzeugender lokaler Uberschall
gebiete verantwortlich gemacht werden. Das Versagen der Methoden nach 
JANZEN und RAYLEIGH ist vielmehr in del Art der Iteration zu suchen, deren 
Konvergenz kaum erwartet werden kann, wenn von einer Losung ausgegangen 
wird, welche durch das Streich en eines Hauptgliedes gewonnen wurde. Wenn 
dennoch Konvergenz gegeben ist, so kann auf diese Weise beim symmetrisch 
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angestramten Kreisbogenzweieck (oder bei der Ellipse) nur eine bezuglich beider 
Symmetrieachsen symmetrische Lasung gewonnen werden. Ausgehend von einer 
solchen symmetrischen Lasung kann ja nirgends eine Asymmetrie entstehen. 
Es kann also nicht erwartet werden, daB das Vedahren von JANZEN-RAYLEIGH 

etwa mit der Prandtl-Naherung als erstem Schritt zu den gesuchten asymmetri
schen StoBlasungen konvergiert. Doch kann es maglich sein, daB eine andere 
Ausgangsnaherung eine Konvergenz zur gewunschten Endlasung ergibt. 

1m folgenden sei ein nicht angestelltes, symmetrisches Profil angenommen. 
Dann sind zu unterscheiden: die QueUbelegungen auf der x-Achse, welche die 
gewunschte Profilform ergeben sollen, und die Quellfelder in der Stramung, 
welche den Kompressibilitatseffekt darsteUen sollen. Letztere sind bei einem 
symmetrischen, nicht angesteUten Profil ebenfalls zur x-Achse symmetrisch. Sie 
erzeugen also auf der x-Achse keine v-Komponente. Die Q~ellbelegung auf der 
x-Achse muB damit dieselbe sein wie beim Fehlen des Kompressibilitatsgliedes 

u ~11. Das Weglassen dieses Gliedes entspricht nach Abschnitt 3 einer Naherung 
uX 

der Stromdichte durch eine Gerade, d. h. der Prandtl-Linearisierung. Das hier 
Gesagte bezieht sich offenbar ebenso auf flache symmetrische Karper und in 
ahnlicher Weise auch auf Rotationskarper. 

In Abschnitt VII, 3 [Gl. (7)] wurde die Wirkung einer QueUe oder Quell
verteilung auf der Achse auf die u-Komponente der Stromung berechnet. Bei 
den oben genannten Gleichungen ist zu beachten, daB nun u selbst schon eine 
Stargeschwindigkeit darstellt und der Prandtl-Faktor fJ ebenfalls aus den Gl. (64) 

eliminiert ist. Die mit der Prandtlschen Linearisierung (u ~ = 0) sich er-ox 
gebende Lasung, im folgenden "Prandtl-Losung" Uv genannt, liefert nach 
Gl. (VII, 7) unter Anwendung auf das System (64) einfach die Formel: 

(65) 

Fur die Zusatzquellen, welche sich aus dem Stromdichteglied u :: ergeben, 

sei die Quellwirkung auf dem Flachenelement d~ d'Yj berechnet. Die Quellwirkung 
ergibt sich daraus, daB anstatt der meist zu groBen Prandtl-Stromdichte u die 

exaktere kleinere Stromdichte u - ~2 genommen wird (Abb.234). Eine Zu

nahme der Geschwindigkeit wirkt dabei verdrangend, also im Sinne einer Quelle. 
Fur die Breiteneinheit des Stromfadens ergibt sich die Quellwirkung dann auf 
d~ zu: 

Auf der Breite d'Yj, also auf dem Element d~ d'Yj der Stramungsebene, ist die 
Quellstarke: ou 

u 8fd~ d'Yj. 

Die Quellstarken sind nun mit den Abstandsfunktionen Gl. (VII, 4) zu 
rnultiplizieren und liber die gesamte Strornungsebene zu surnrnieren, urn zusarnmen 
mit den Quellwirkungen des Profils die Geschwindigkeitsstorungen zu er
halten2, 24: 

(66) 
-00 -ex) -00 
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Hiermit ist eine Integrodifferentialgleichung fiir die Geschwindigkeit8-
verteilung in der Stromungsebene gewonnen, welche eine partielle Integration 
im letzten Summanden nahelegt. 

Nach der Klarlegung des Randwel'tproblems ist die Ableitung am miihelosesten 
mit Hilfe der bekannten Losungen der Poissonschen Gleichung fur das Geschwindig. 
keitspotential: fP", = II, fPy = tJ zu gewinnen (siehe etwa COURANT·HILBERT: Methoden 
der Math. Physik II, S.230. Springer 1937). Die gegebene Ableitung soUte nur ohne 
gl'oJ3eren Aufwand und ohne gl'oJ3el'e Anspriiche an die mathematischen Kenntnisse 
des Lesers zum Resultat flihl'en bei gleichzeitigel' Klarstellung des Sinnes del' einzelnen 
Gliedel'. 

Bei der Durehfiihrung der partiellen Integration ist besonders auf die Grenzen 
des ausintegrierten Bestandteiles zu achten. Mit Gl. (65) ergibt sieh - wobei 
mit einiger Sorgfalt vorzugehen ist - die Integralgleiehung: 

+00+00 

11 _ ~ = u _ -l-Jf'-~~' TJ) (~- X)2 - (1J - y)2 
2 p 2n. 2 [(~_X)2 + (1J_y)2J2 d~drJ. (67) 

-00 -00 

Das Doppelintegral ist dabei so zu verstehen, daB - wie in Gl. (VII, 8) -
an die Stelle x = ~ symmetrisch heranintegriert werden soIl, wobei die Stelle 
selbst ausgesehlossen bleibt (Cauehyscher Hauptwert). 

Das Doppelintegral in Gl. (67) hat die Eigenschaft, daB sein Wert an Sprung
stellen von 112, also an VerdichtungsstoBen, nicht springt, wovon man sieh durch 
Einsetzen einfaeher spezieller Funktionen leieht iiberzeugen kann. An einem StoB 
gibt das Doppelintegral also keine Sprungwerte und, da dort aueh 11p im allge. 
meinen stetig ist, ergibt sieh an einem StoB ein stetiger Ver1auf des Wertes del' 

2 

reehten Gleiehungsseite in Gl. (67). Fiir einen bestimmten Wert von 11 - T 
hingegen ergeben sieh zwei Werte 11, die sieh zueinander wie die Gesehwindig. 
keiten vor und hinter einem senkrechten StoB verhalten. Damit ist der senkrechte 
StoB mit in den Gleiehungen enth>tlte:l. Dies gilt natiirlieh in gleicher Weise fiir 
Verdiehtungs. wie fiir VerdiinnungsstoBe. Werden letztere miteinbezogen, so 
diirfte es eine groBe Mannigfaltigkeit von Losungen geben, welche mehrfaeh 
hintereinanderliegende Verdiehtungs. und VerdiinnungsstoBe enthalten. Aus 
dieser Auswahl ergeben sieh aber nur ganz wenige, welehe keine Verdiinnungs
stoBe enthalten, also mit Riieksieht auf den zweiten Hauptsatz der Warme· 
lehre moglich sind. Von diesen wenigen Losungen mag vielleieht nur eine gegen 
kleine Storungen stabil sein. 

Hauptsaehlieh interessiert die Gesehwindigkeitsverteilung am Profil (auf 
y = 0). Zu deren Berechnung muB nun allerdings die Gesehwindigkeitsverteilung 
im gesamten Feld bekannt sein, jedoeh konnen wesentliche Beitriige nur von 
der naehsten Profilumgebung kommen, da diese Storungen am naehsten liegen 
und am starksten sind. Der Geschwindigkeitsabfall in y-Riehtung ist nun aber 

mit der Gl. (64) fiir die Wirbelfreiheit dureh ::' d. h. durch die Kriimmung 

der Profilkontur festgelegt. Somit laBt sich der Wert des Doppelintegrals im 
wesentliehen dureh die gesuchte Gesehwindigkeit am Profil 11o(X) = u(x, 0) und 
durch die bekannte Profilform erfassen, so daB sich Gl. (67) in eine einfache 
Integralgleichung fiir Uo iiberfiihren laBt. Diese ist allerdings immer noeh kompli. 
ziert genug und exakten Methoden wenig zuganglich. Physikalisch ausreichende 
Naherungslosungen hingegen sind reeht schnell zu bekommen. 

Eine Moglichkeit zur naherungsweisen Losung besteht darin, daB ein Ansatz 
fiir 11 verwendet wird, welcher den eharakteristisehen Verlauf einer Stromung 
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mit lokalem Uberschallgebiet wiedergibt, aber noch einige Parameter, wie etwa 
die StoBlage und die StoBstarke, frei laBt. Die Integralgleichung kann nun in 
ebensoviel Punkten erfullt werden, als Parameter frei sind. Die Erfullung der 
Integralgleichung ist vor allem in besonders wichtigen Punkten anzustreben, 
z. B. an Stellen der hochsten Geschwindigkeit. Sind die Parameter auf diese 
Weise bestimmt, so wird diese sogenannte "Ausgangslosung" nur zur Berechnung 
von u - up verwendet. Auf die numerische Durchfuhrung sei hier nicht naher 
eingegangen, weil noch wesentliche Vereinfachungen mit der Zeit zu erwarten 
sind. 

Die Resultate gelten entsprechend dem Ahnlichkeitsgesetz abhangig von Moo 
fur verschiedene Dickenverhaltnisse 2 hm. Abb. 244 und245 zeigt zwei Geschwin
digkeitsverteilungen im Vergleich mit Versuchen. Bei der unterkritischen Stromung 
erscheint bemerkenswert, daB das Geschwindigkeitsmaximum gegenuber jenem 
der Prandtl-Naherung stromabwarts geruckt ist, ein Effekt, den die in Abb. 133 a 
wiedergegebenen Naherungstheorien 
gar nicht oder - wie die RINGLEB
Formel nur sehr schwach zeigen. 

u 

Abb. 244. Kritische Stromung am Profit 
NACA 00006-1,130. 

(_._-- Pr.- Regel.) 
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Abb. 245. tlberkritische Stromung am Profil 
XACA 00006-1,130. 

(----- Pr.-Regel.) 

Der Effekt kann an Ellipsen und Kreisbogenzweiecken nicht auftreten, muB 
aber an Profilen mit Dickenrucklagen ungleich 50% als gesichert an
gesehen werden. Eine besonders starke Steigerung des Unterdruckes in 
der Umgebung des Maximums ohne dessen Verlagerung wurde namlich zu 
einem Schub des Profils fiihren, wenn das Unterdruckmaximum vor dem 
Dickenmaximum liegt. Die eigentumliche Geschwindigkeitsverteilung im lokalen 
Uberschallgebiet durfte mit Rucksicht auf die Ungenauigkeit des Ansatzes zwar 
nicht in allen Einzelheiten stimmen. Theoretische -oberlegungen (A. A. NIKOLSKI! 
und G. J. TAGANOW20) fiihren zu Bedingungen fUr die -oherschallgeschwinilig
keit. Wie noch einige andere Schlusse, lassen sich diese mit Hilfe der Ver
traglichkeitsbedingung fur die Mach-Linien des lokalen Uberschallgebietes 
ableiten. Die zitierte Arbeit gibt einen Einblick fur die Brauchbarkeit der 
Charakteristiken auch im lokalen -oherschallgebiet. 

Auch die Beschleunigung der Stromung unmittelbar hinter dem StoB ist 
reell und experimentell erwiesen 25 • Angenommen, die Geschwindigkeit springe 
im StoB von Uberschallgeschwindigkeit auf etwa Anstromgeschwindigkeit, so· 
kommt dies wegen des plotzlichen Aufhorens aller Verdrangungswirkungen 
etwa den Verhaltnissen in einem hinteren Korperstaupunkt gleich. Nur sind 
die Erscheinungen dadurch etwas gemildert, daB die Verdrangung nicht wie 
bei einem Korper auf eine schmale Stelle konzentriert ist. Die Verdrangung ist 
vielmehr uber einen Teil der Stromungsebene "verschmiert". Genau dieselbe 
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Besehleunigung, welehe die Stromung bei der Bewegung aus einem hinteren 
Staupunkt erfahrt, stellt sieh aueh unmittelbar naeh der St013front ein. Hin
gegen kann sieh der St03 auf die Ubersehallstromung am Profil unmittelbar 
davor kaum bemerkbar maehen. Aueh die letztzitierte Arbeit 25 behandelt den 
Effekt kurz theoretiseh. 

Dieses eigentiimliehe Verhalten des Gases naeh dem St03 in der Ubersehall
stromung maeht manehe Sehwierigkeit bei der theoretisehen Behandlung erklar
lieh. Physikaliseh erweist sieh die Besehleunigung aueh aus folgendem Grund 
als notwendig. Bei Stromungen ohne Ablosung mu13 der Sto13 senkreeht am Profil 
enden. 1st dieses am St03 konvex gekriimmt, so muG der Druck vor und naeh 
dem St03 mit dem Profilabstand zunehmen. Anderseits ergeben aber die kleinsten 
Driieke vor dem StoB am Profil die hoehsten Driieke naeh dem StoB, was mit del" 
aus der Profilkriimmung abgeleiteten Bedingung im Widersprueh zu stehen 
seheint. In einiger StoGentfernung ergibt sieh nun dadureh ein vollig klace;.; Bild, 

Cw 

qlo -

o 5 % 
• .9 % 
... 72 % 
~ 75 % 
" 78% 

-Tl!eorie 

daB der Druck unmittelbac hinter dem 
StoB am Profil bei groBer Besehleunigung 
der Stromung wieder etwas abfallt. Un
mittelbar am Stol3, wo natiirlieh die 
Differentialgleiehungen ebenfalls erfiillt 
sein miissen, ist die Regelung dureh 
versehieden starke Besehleunigung del" 
Teilehen bei entspreehendel" Kriimmung 
der Sto13front moglieh. 

Die starke Besehleunigung hinter clem 
StoG diirfte del' Grund sein, daB in 
Druekversuehen oft nieht der volle Druek-
sprung erseheint, woraus dann irrtiim

Abb. 246. Widerstandsbeiwcrte all der Profil-
serio XACA 00006 bis 0001 - 1,130. lieh auf einen sehiefen Sto13 gesehlossen 

wird. Ein schiefer StoB hat aber an Stenen 
ohne Wandknick Ablosung zur Folge, welche sieh im Versueh durch nahezu 
gleiehbleibende Druckwerte kundgibt, so daG sich die Vorgiinge am Venmch 
sehr wohl auseinanderhalten lassen. 

Abb. 246 gibt die aus der Th€Orie resultierenden Widerstandsanstiege im 
Vergleich zu Versuchen. Diese solI en stets um einen aus der Reibung resultieren
den Anteil hoher liegen als die Theorie. Bei den schlanksten Profilen ergi bt die 
Theorie vollig zufriedenstellende Resnltate, was zeigt, daB der starke Widerstands
anstieg keineswegs aus Ablosungserscheinungen, sondern im wesentliehen aus der 
Versehiebung des Sogmaximums stromabwarts zu erklaren ist. Natiirlieh iiben 
die Reibungseffekte vielfach aueh einen EinfluG auf die gesamte Stromung aus, 
was noeh Gegenstand eines spateren Abschnittes sein wird. Der Widerstand 
wurde stets aus der Losung mit Sto13 berechnet. Da eine solehe fiir jede iiber
kritische Maeh-Zahl existiert, beginnt der Widerstandsanstieg theoretiseh bei 
der kritischen Mach-Zahl. Doeh entsteht das Uberschallgebiet zunachst nahe am 
Dickenmaximum. Mit der Kleinheit des Gebietes ist zunaehst alleh die Ver
lagerung des Sogmaximums stromabwarts gering und wirkt sieh aul3erdem auf 
den Widerstand kaum aus, weil Tangentialkrafte am Dickenmaximum kaum 
angreifen konnen. Erst mit dem Ubergreifen des Soges auf geringere Profil
dicken beginnt ein rapider Widerstandsanstieg, ein Effekt, der so stark ist, daB 
er auch mit viel groberen Theorien erfal3bar ist26 . Entsprechendes mu13 auch 
fiir die raumliehe Stromung gelten. Aueh aus StoBintensitat und Stol3lange er
gibt sieh energetisch ein Widerstandsanstieg proportional etwa zur vierten Potenz 
des Unterschiedes von M= und kritischer Mach-Zahl. 
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Die Widerstande del' dickeren Profile ergeben sich aus dem .Ahnlichkeitsgesetz 
und sind, wie in Abschnitt 6 besprochen, nach der Theorie fiir kleine Storungen 
etwas zu hoch. Immerhin ergeben sich aber auch bei dicken Profilen schon 
wertvolle Anhaltspunkte. 

Ftir die Berechnung lokaler Unt.erschallgebiete in Uberschallstr6mungen sind zwei 
verschiedene Wege denkbar. Der eine entspricht der eben geschilderten Methode, 
indem das lokale Unterschallgebiet einschlie131ich des anschliel3enden kurzen Uber
schallteiles, von welchem es abhangt (Abb. 233), als Unterschallstromung mit Z~~atz
queUen behandelt wird. Das lokale Unterschallgebiet laJ3t sich aber auch als Uber
schallstromung mit Zusatzquellen darstellen. Beim Problem der ebenen Str6mung 
etwa hat man mit Gl. (39) fUr Moo > 1 folgendes hyperbolische Syst.em: 

au aD all 
---= - u-; ax ay ax (68) 

Dies auf die Charakteristiken des linearen Systems transformiert (das sind steigende 
und fallende 45°-Geraden), ergibt dort Vertraglichkeitsbedingungen, welche die 
Geschwindigkeit am Profil darstellen als Geschwindigkeit nach Ackeret-Gl. (VIII, 3), 
vermehrt um ein Integral tiber Quellwirkungen. 

Wahrend es sich in allen beschriebenen Fallen um nichtlineare Probleme handelt, 
kann das Umstromungsproblem bei Anstellung auf ein lineares Problem zuriick
gefUhrt werden, welches die Losung um den nicht angestellten Korper enthalt, 
wie in Abschnitt VI, 18 gezeigt. Die zugehorigen Integralgleichungen sind dann 
auch linear. 

Mit der hier geschilderten Methode wurden bisher Arbeiten tiber die ebene Stro
mung urn das symmetrische Profil bei MCXl <; 1 ver6ffentlicht46 , 47. Die Integral
gleichung wurde dabei mit Hilfe des Greenschen Satzes in die geeignete Form gebracht. 

10. Losungen mit der Relaxationsmethode. 

Die Relaxationsmethode (Abschnitt VII, 8) ist gegeniiber Komplikationen 
in den Randbedingungen und Differentialgleichungen ziemlich unempfindlich. 
Diese Eigenschaft hat sie mit den meisten numerischen Verfahren, auch mit 
den Charakteristikenmethoden gemeinsam. In beiden Fallen steigt wohl in der 
Regel mit der Schwierigkeit des Problems auch der Aufwand bei der Losung, 
ohne daB jedoch die Losbarkeit dadurch in Frage gestellt wird. Das Anwendungs
gebiet der Relaxationsmethode ist im wesentlichen 
bei Unterschallstromungen zu suchen, weil dabei 
der Zustand in einem Punkte in Zusammenhang 
mit dem Zustand in Punkten gebracht wird, die 
nach allen Richtungen moglichst gleichmaBig ver
teilt sind, wodurch dem elliptischen Typus Rech
nung getragen wird. 

Charakteristikenmethoden konnen bei statio
naren Stromungen nur bei M > 1 angewendet 

J\ bb. 247, tromaufwiirts Ulul 
stromnbwii rts gclcgeoes Abhiingig

keit sgcbict. 

werden, weil es nur dann reelle Charakteristiken (Machsche Linien) gibt. 
Dabei ergibt sich der Zustand in einem Punkt abhangig vom Zustand in 
einem beschrankten "Abhiingigkeitsgebiet". Doch gibt es dabei zwei Moglich
keiten, indem der Zustand in einem Punkt sowohl aus einem stromaufwarts 
als auch aus einem stromabwarts gelegenen "Abhangigkeitsgebiet" allein be
stimmbar ist (Abb. 247) . Wenn also in Uberschallstromung kein Zusammen
hang zwischen den Zustanden beliebig gelegener Punkte besteht, so gibt es 
doch Zusammnhange zwischen Zustanden in gewissen stromabwarts und 
stromaufwarts gelegenen Punkten. Bei richtiger Wahl der Lage der Punkte 
kommt also auch eine Anwendung der Relaxationsmethode iill lokalen Uber
schallgebiet in Frage. 
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Abb. 248 zeigt die Stromung hinter der Kopfwelle an einem axial mit Moo > I 
angestromten Zylinder nach J. W. MACCOLL 27 • In derselben Arbeit werden auch 
andere ebene und achsensymmetrische Stromungen um endliche Keile und Kegel 

mit Unter- und Uberschallstromung behandelt. 
y Der VerdichtungsstoB und die Schallisotache 

werden im voraus durch allgemeine Uber
legungen festgelegt. Beispielsweise kann gezeigt 

c,1J werden, daB die Schallinie am Ansatzpunkt des 
Teiles konstanter Dicke normal auf die gerade 
Kontur davor mundet. Dies ist begreiflich, da 
an de;"Schulter" solch stumpfer Teile ahnliche 
Verhaltnisse herrschen mussen wie an der Kante 
einer Miindung bei Gasaustritt gegen starken 
Unterdruck. An der kantigen Schulter kommt 
es ansch1ieBend zu einer Prandt1-Meyer-Expan
sion. Mit ahnlichen Problemen beschaftigt sich 
G. DROUGGE 28, doch nimmt dieser Verfasser die 
Kopfwelle aus Versuchen. Das grundsatzlich 
mogliche Einbeziehen der Kopfwelle in das 
Verfahren erhoht den Aufwand bedeutend. 
Die gemischte Stromung in Diisen, an Profilen, 

Abb. 24. toll, Isotachen uDcI Strom
linieD an ciDer axial angestromtcn 'cheibe 

Daeh J . W. )L\CCOLL. 
in Kana1en und in freier Stromung wird von 

H. W. EMMONS 29 , 30, 31 behande1t. Die Ubereinstimmung mit den Versuchen ist 
zum Teil besonders bei den ersten Verfassern sehr gut, bei allerdings betracht
lichem Arbeitsaufwand (siehe aueh Zitat 32). 

11. Losungen mittels Hodographenmethode. 

Schon im allgemeinen Teil VI ergab die Hodographenmethode einige exakte 
Losungen mit Ubergangen iiber die kritische Geschwindigkeit. Es sei etwa auf 
die allgemeine Methode von SAUER (Absehnitt VI, 13) oder auf die spezielle 
Losung von RINGLEB (Abb. U3) hingewiesen. Die Sehwierigkeiten bei dies en 
Methoden bestanden vor aHem in del' Erfiillung gewunschter Randbedingungen, 
zu welchen insbesondere aueh jene del' Parallelstromung im Unendlichen 
gehort. (Die 1eiehtere Aufgabe der Herstellung einer speziellen Diisenstromung 
10ste LIGHTHILL 39 dureh Vorgabe monoton zunehmender Gesehwindigkeit auf 
der Dusenaehse.) G. GUDERLEY hat sich nun insbesondere mit dem Studium 
der Singularitaten befaBt, welche im Hodographen der Parallelstromung im 
unendlich fern en Punkt del' Stromungsebene entsprechen. Er gelangt dabei 
neben anderen Resultaten bei Schallanstromung zu einer Losung 33, welehe in 
diesem Absehnitt als bemerkenswerter Erfolg diesel' Methode kurz wiedergegeben 
werden soll. Mit Schallanstromung ist dabei wieder eine Anstromgesehwindig
keit U oo gemeint, die sieh nur wenig von c* unterseheidet im Vergleieh zu den 
auftretenden Gesch windigkeitssehwankungen. 

Eine ebene Stromung wird mit Gl. (29) durch folgendes System beschrieben: 

~-~=O 
oy ax ' (69) 

wobei die Variablen die in Gl. (33) wiedergegebenen Bedeutungen haben. 
Die Resultate gelten entsprechend dem Ahnliehkeitsgesetz in Absehnitt 5 
gleichzeitig fur versehiedene Korperdicken hm . 1m Unendlichen muB u ver
sehwinden. 
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In Gl. (69) konnen nun mit der Transformationsbeziehung (VI, 44) die un
abhangigen und ahhangigen Veranderlichen vertauscht werden mit dem Resultat: 

Of ox 
- u 80 + Oil = 0; (70) 

Damit ist ein lineares System gewonnen, in dem mit Legendre (Abschnitt VI, 14) 
ein Potential if> eingeflihrt werden kann: 

x =if>u; y =if>o' (71) 

Mit if> ist die Bedingung der Wirbelfreiheit befriedigt, wahrend die Kontinui
tats bedingung nun lautet34 : 

if>uu - u if>nn = O. (72) 

Flir das Potential laBt sich nun nach GUDERLEY folgender Ansatz machen: 

(73) 

Mit dem Index n an der Funktion I sei nur angedeutet, daB sich zu jedem 
willklirlich vorgebbaren n eine bestimmte Funktion In ergibt, welche folgender 
gewohnlichen Differentialgleichung gehorcht. Einsetzen des Ansatzes (73) in 
GI. (72) flihrt zur hypergeometrischen Dillerentialgleichung: 

(((-I) ~2f: +[(:-~n)(-~] de + (n--;I)n In =0. (74) 

Die L'lsungen von Gl. (74) bediirfen einer besonderen Diskussion, worauf hier 
nicht eingegangen werden solI. Die erforderlichen Losungen werden als gegeben 
angenommen. 

Fiir die Anstromgeschwindigkeit u = 0 muB x liber aIle Grenzen wachsen. 
Nach Gl. (71) heiBt das, daB die Ableitung von if> nach u im Punkte u = 0 del' 
u, v-Ehene unendlich werden muB. Als einzig in 
Frage kommende Losung analysiert GUDERLEY fr-' U 

jene mit dem Exponenten n = - 1 heraus. as 
Zu dieser Losung wird von GUDERLEY noch 01-------:7''''--*-~J: 

-1J.5 eine zweite, fiir die Profilform verantwortliche 
Losung mit dem Exponenten n = 2 addiert, 
womit sich dann folgendes Legendre-Potential -D.j • -I.S 
ergibt (del' Typus der die Anstromung dar-
stellenden Singularitat ist bei Schallanstro
mung und bei dichtehestandiger Stromung ein 
anderer): 

1 3 
if> = -/u/-l"54/-dCl-/U/24"/2(()' (75) 

Aus Gl. (74) folgt, daB In nur his auf einen 
Faktor bestimmt ist, weshalb es in GI. (75) 
nur auf das Verhaltnis der heiden Koeffizien
ten ankommt. Dariiber hinaus ergeben sich fiir 

-.~~ 
7,0 

Abb. 249. Geschwindigkeitsverteilung an 
einer mit Schallgeschwindigkeit ange

striimten Nase nach G. GUDERLEY. 

( ~ - 1 gilt nur fUr das wiedergegebene 
c 

Profil, u nach GL (33) hingegen fiir be
liebige Dickeuverhiiltuisse.) 

jedes u aus GI. (74) mehrere Losungen, unter denen allerdings nur zwei von
einander linear unabhangig sind. Nul-' eine dieser Losungen ist brauchbar und 
in Gl. (75) einzusetzen, wenn sich die gewiinschte Umstromung mit Moo = 1 
ergeben sell. In der Moglichkeit, zwei oder mehrere Losungen zu superponieren, 
urn so eine neue Losung mit gewiinschten Eigenschaften zu erhalten, zeigt sich 
einer der Vorteile del' Hodographenmethode. 

Oswatitsch, Gasdynamlk. 24 
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Gl. (71) liefert fiir jeden Stromungszustand u, t) einen oder mehrere Orte in 
der Stromungsebene, womit die Losung prinzipieU gegeben ist (beziiglich alIer 
Einzelheiten muB auf die Originalarbeit verwiesen werden). Vorausgesetzt war, 

y 

Unler.rcha// 

Abb. 250. Uberschallgebiet an einer mit Schall angestriimten lNiigelnase nach G. GUDERI,EY. 

daB sieh Moo kaum von dem Werte 1 unterseheidet, ohne nahere Festlegung, ob 
die Anstromung wenig unter oder iiber der Schal1gesehwindigkeit liegt. Wie 
in Abschnitt 1 ausgefiihrt (siehe aueh Abb. 232), wird die Untersehal1stromung 

(~~ ,) r6 
(,lhm)II,/W 

:J?fJ \ 

(JfJ8 
I~ '-0-0 

tlfJS 

l,fJ 

r-
~J"d7d.m 

PfJ qfJ SfJ 
OicK~nrtJc/da.f': 

-

vor dem Dickenmaximum nur von einem Teil 
der Profilform abhangen. Der restliehe Teil kann 
belie big verandert werden, ohne daB dies die 
Stromung stromaufwarts beeinfluBt. Damit ist 
der groBe Vorteil verbunden, daB ein groBer Teil 
des Profils leicht abgeandert und mit Charak
teristiken -Verfahren bereehnet werden kann. 
Insbesondere kann der Widerstandsbeitrag des 
restlichen Profilteiles zu einem Minimum ge
maeht werden. 

Abb. 249 zeigt die Profilnase und die Druek
verteilung bis zum Ende des Abhangigkeits
gebietes der Nase. Abb. 250 gibt die Maeh-Linien 
und die Geschwindigkeitsverteilung in del' re
duzierten Stromungsebene. Da das Abhangig-
keitsgebiet del' Nase nahezu mit Parallel
stromung endet, ergibt sieh del' kleinste Wider
stand Wi3 in Absehnitt VIII, 2 durch ein nahezu 

Abb. 251. Widerstandsbeiwerte 10% keilformiges Ende (Abb.251). Beim Knick am 
dicker Profile und reduzierte Wider· Diekenmaximum stellt sieh eine Prandtl-Meyer
standsbeiwerte abhangig von der 
Dickenriicklage nach G. GUDERLEY. Expansion ein. Bei einem bestimmten Dicken-

verhaltnis ergibt sich del' geringste Widerstand 
etwa bei 50% Diekenriicklage, wenn die Profilteile VOl' und hinter dem 
Maximum fiir sich dureh Affinverzerrung auseinander hervorgehen. 

Aueh die aehsensymmetrische Stromung wurde in entsprechender Weise 
von GUDERLEY und YOSHIHARA 41 behandelt. 
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Eine vereinfachte Rodographenmethode fiir die ebene Stromung am Keil 
fiir Mach-Zahlen Moo ~ 1 gibt J. D. COLE45• Die Ubereinstimmung mit den Ver
suchen bei Moo < 1 und mit der Theorie von GUDERLEY -YOSHIHARA 36 bei M co = 1 
ist dabei sehr zufriedenstellend. 

12. Einige Bemerkungen zur schallnahen Uberschallstromung. 

Ein Vergleich der Darstellung von Charakteristik G1. (14) und StoBpolare 
G1. (17) in Schallnahe mit der Entwicklung, welche man entsprechend zu den 
G1. (VIII, 55) erhalt (und die schlie13lich zu den Formeln des Abschnittes VIII, 18 
fur die Luftkraft fiihrt), zeigt einen bestimmten Fehler bei Schallgeschwindigkeit. 
Die Potenzreihenentwicklung nach BUSEMANN in der Umgebung der Anstrom
geschwindigkeit (u = 0) stimmt in den ersten beiden Gliedern natiirlich iiberein 
und liefert folgendes Resultat: 

__ 1 2 
I) ---u- 4 u + ... , (76) 

welches auch in Abb. 235 wiedergegeben ist. Fiir die Beurteilung der Genauigkeit 
der Entwicklung ist im wesentlichen der Unterschied in den u-Werten bei einem 
bestimmten v-Wert, d. h. bei einer bestimmten Oberflachenneigung eines Profils, 
maBgebend. Darnach ergibt sich Schallgeschwindigkeit und AblOsung der Kopf
welle friiher als nach der Potenzreihenentwicklung G1. (76). Bei gleicher Profil
neigung sind die Drucke in Schallnahe hoher als nach G1. (76), insbesondere 
aber hoher als die line are Naherung, welche den Ackeret-Formeln und der Pro Regel 
entspricht. Da sich diese Druckabweichungen nur im Uberdruckgebiet bemerkbar 
machen, bedeutet dies, daB die Widerstande und Auftriebe in Schallnahe iiber 
den Werten von Abschnitt (VIII, 18) liegen. Das Profil geringsten Widerstandes 
muB deshalb eine Dickenriicklage von mehr als 50% haben. 

Das quadratische Glied der Potenzreihenentwicklung (VIII, 55), welches 
den Unterschied der Busemann-Formeln von den Ackeret-Formeln bringt, 
macht sich bei den Luftkraften vielfach gar nicht bemerkbar. Es gibt namlich 
eine Druckerhohung gegeniiber der Linearisierung im Unter- und Uberdruck
gebiet. Dabei gilt die Pro Regel (etwa fiir die Anderung des Auftriebes mit der 
Mach-Zahl) vielfach noch innerhalb der Busemann-Naherung. Sicher aber gibt 
sie zu kleine Werte in Schallnahe, eine Tendenz, welche sich ganz analog bei 
Unterschallstromung ergeben hat. 

Nur bei den schlanksten Profilen kann v mit dem Stromungswinkel gleich
gesetzt werden, da die Geschwindigkeitsschwankungen mit der Dicke stark an
wachsen. Formeln fiir die Luftkrafte, ausgehend von den Entwicklungen in 
Schallnahe, geben R. S. TSIEN und J. R. BARON 30. 

Ein anderes Problem betrifft Charakteristikenverfahren in Schallnahe. Die 
starke Geschwindigkeitsanderung bei nur geringer Stromungswinkelanderung 
schafft Verhaltnisse, welche besondere Methoden zweckmiiBig erscheinen HeBen. 
Wahrend die Neigung der Machschen Linien in einer wenig gestorten Parallel
stromung im wesentlichen nur von der Geschwindigkeit abhangt, was zu gewissen 
Vereinfachungen fiihrt, werden anderseits oft besondere Anspriiche an die 
Berechnung der Stromungswinkel gestellt, wie etwa bei der Konstruktion schall
naher Paralleldiisen. Auch die Konstruktion der Machschen Linien, ausgehend 
von der Schallisotache, wo sie senkrecht zur Stromungsrichtung stehen, wird 
mit der gewohnlichen Methode wenig befriedigend gelost, da bei starker Richtungs
anderung der Mach-Linie sehr kleine Schritte erforderlich werden. Rier sind also 
handliche Verbesserungen wunschenswert. 

24· 
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X. Spezielle stationiire und instationare 
raumliche Stromungen. 

1. Die Unterschallstromung am flachen symmetrischen Korper. 

Bei genugender Entfernung von der Schallgeschwindigkeit kann von der 
linearisierten vI. (VI, 42) fur das Stromungspotential ausgegangen werden. 
Mit f3 als Prandtl-Faktor der Anstromung lautet die Gleichung: 

f32 fPxx + fPyy + fPzz = o. (1) 

Diese Linearisierung ist im allgemeinen bereehtigter als bei der ebenen Stro
mung, da die Storungen bei raumlicher Stromung wegen der groBeren Ausweich
moglichkeit geringer sind. Noch kleiner allerdings sind die Storungen bei Achsen
symmetrie, wenn bei gleichen Dickenverhaltnissen und gleiehem f3 vergliehen 
wird. Doeh macht man in der Praxis Rumpfe nieht so dunn wie Flugel odeI' 
Leitwerke. 

Eine Losung von Gl. (1) wurde schon in Gl. (VII, 1) mit q als Quellstarke 
angegeben. Die Randbedingung ergibt sieh naeh Gl. (VI, 112) einfaeh als Vor
sehrift fur v auf y = 0, wenn der flache Korper (wie im folgenden stets) in die 
x, z-Ebene gelegt wird. Mit der Ausstromgesehwindigkeit v aus dieser Ebene 
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ist aber auch die Quellstarke q bekannt. Fiir das Element dl; d~ der Projektions
flaehe (wegen der naehfolgenden Integration miissen statt z, x besondere Integra
tionsvariable 1;, ~ eingefiihrt werden) ist q gegeben dureh; 

q = 2 v dl; d~ = 2 U oo hI; dl; d~. 

Nun brauchen die einzelnen Quellen nur mit den Abstandsfunktionen nach 
Gl. (VII, 1, 2) multipliziert zu werden, urn naeh Summation iiber aile Quell

wirkungen die Lasung fiir die gewiinsehte 
Dickenverteilung h (x, z) des f1aehen Karpers 
zu liefern. Mit F als Grundri13flaehe (Abb. 252) 
ergibt ;;;ieh ganz analog zu Gl. (VII, 7); 

U oo J"r hI; (~, ') d, d~ 
T = - -2~- • V (~ _ ~)2 + f32 y2 + f32 (2 - ')2 

F 

(2) 

Der Ubergang zum logarithmischen Poten-
AIJIJ.252. R orpergrllndri fl F. tial del' ebenen Stramung wurde bereits in Ab-

schnitt VII, 1 gezeigt. Einfaeher ist del' ent
spreehende Ubergang in den Gesehwindigkeitskomponenten. 

Aus del' Superposition del' Gl. (VII, 2) odeI' dureh Ableiten von Gl. (2) er
geben sieh die Geschwindigkeitskomponenten; 

u 1 JJ hI; (~ - x) dt; d~ 
Uoo - 1 == - -2 Jl [(~ ____ X)2 + f32-y2 + ji'i-(, ~-Z)2]372; 

F 

v ~ f32 y JJ hI; dt; dl; . 
-u- ~ -2~; [(I; _-X)2 + f32 y2 + (J2 (t; - Z)2]3/2 ' 

00 F 
(3) 

U
W 

. = - :: J J [(I; _ X)2 ~ (:2 y/~ d:~{-=Z)2j3f2' 
00 F 

Die Integration kann dabei ebenso gut iiber die ganze x, z-Ebene erstreckt 
werden, weil ja auBerhalb von F die Dicke h verschwindet. Naeh Abschnitt VI, 17 
kannen die Werte am Karpel' und in del' x, z-Ebene einander gleichgesetzt werden. 
Gegeniiber del' ebenen Stramung [vgl. etwa Gl. (VII, 8)] ergibt sich die Sehwierig
keit, daB del' Integrand auf y = 0 an del' Stelle ~ = x, I; = z quadratiseh iiber 
aBe Grenzen wachst. Man kann sich nun auch nicht mit einem Cauchyschen 
Hauptwert helfen. Diesel' Sehwierigkeit wird hier (und in den nachsten Ab
sehnitten) sehr einfach dadureh begegnet, daB in Analogie zum Ubergang zur 
ebenen Stramung einmal in I;-Riehtung in der Weise partiell integriert wird, daB 
die Singularitat des Integranden urn eine Potenz sinkt. Am starksten interessiert 
die u-Starung, weil mit ihr im wesentlichen die Gesehwindigkeits- und Druck
starung gegeben ist. Aus Gl. (3) folgt mit Hilfe der Integraltafel; 

+00 J ~ -1 = _ _ 1_J __ I;_- x_~ hI; (I;, + 00) + hI; (I;, -00) + 
Uoo 2 n (I; - X)2 + f32 y2 \ f3 

-00 

- 00 
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Indem die Stelle ~ = x wie in G1. (VII, 8) durch Bildung des Cauchyschen 
Hauptwertes ausgeschlossen wird, kann nun ohne weiteres zum Werte auf der 
x, z-Ebene ubergegangen werden. Fur y = ° gilt damit: 

+00 

_~ ____ l_{{ hI; (~, +00) + hI; (~,- 00) 
U oo 1 - 2:n;. ----- ----f3-------- + 

-00 

(4) 

Bei ebener Stromung fallt mit hI;, C = 0 das Doppelintegral weg, es bleibt 
im wesentlichen G1. (VII, 8). Bei allen in z-Richtung endlichen flachen Korpern 
(also im Normalfall) verschwindet hI; (~, ± 00) 
und es bleibt nur das Doppelintegra1. 

Mit G1. (4-) ist die Aufgabe der Geschwindig
keitsbestimmung an einem flachen, symmetri
schen Korper bei Moo < 1 auf eine Integra
tion zuruckgefuhrt. Die dafiir erforderliche 
Arbeit soll allerdings nicht unterschatzt wer
den, wenn die Korperform zu allgemein an
genom men wird. Jedenfalls ist sie aber stets 
zu bewaltigen, da numerische Integrationen 
durchgefuhrt werden konnen, wenn analytische 
nicht moglich erscheinen. 

Abb. 253 zeigt die Geschwindigkeitsver
teilung an einem Profil nach R. T. JONESI. 
(Ein ahnliches Beispiel gibt S. NEUMARK15.) 

Das Profil ist, in allen Langsschnitten gleich
bleibend, ein Parabelbogenzweieck. Die Pfei
lung betragt bei Moo = 0, A = 60°. Daraus 
konnen mit der PI. Regel die Geschwindigkeits

z 
Emft' -

7,0 
/J IIY ,) 

llimflZ;' '/ 
M 

Abb.253. Ge chwintligkeitsvertelluug bei 
111"" < 1 in Vi ngsschnl tten ei nes mi t 
1( = 60° gepfcilten Fliigels nach JONES 

[00 : Wertc nnch GI. (\'1, 162)]. 

verteilungen fur andere M 00-Werte bei entsprechend geandertem Pfeil winkel 
berechnet werden. Bei unendlich langem Pfeilflugel strebt die Geschwindigkeits
verteilung dem mit 00 bezeichneten Werte zu (Abschnitt VI, 21). Das Beispiel 
zeigt, daB diese Verteilung schon sehr nahe am Mittelschnitt annahernd erreicht 
ist. (Entsprechendes ist am Endquerschnitt zu erwarten.) 

Das Geschwindigkeitsmaximum im Mittelschnitt verlagert sich stromabwarts. 
Hier ergibt sich also wie bei Dberschallgeschwindigkeiten eine Druckverteilung 
mit Widerstand. 1m ganzen darfsich natiirlich kein Widerstand ergeben. Daher 
zeigt sich an den Enden eine schuberzeugende Druckverteilung. 

Die hier geschilderte Methode setzt wegen der Linearisierung nur voraus, daB die 
Storungen klein, die OberflacheneIemente also nicht zu stark gegen die Anstrom
richtung angestellt sind. Doch kann durch entsprechend starke Belegung auf der 
Achse durchaus auch ein Rumpf nachgebildet werden. Nur stimmt dann die Be
legungsfunktion h (~, C) nicht mit der Korperdicke uberein sondern gibt diese nur 
naherungsweise wieder, da die Geschwindigkeitskomponenten am Korper - ent
sprechend wie beim Rotationskorper - nicht mehr jenen in der x, z-Ebene gleich
gesetzt werden konnen. In diesem Fall muB die genaue Korperform aus den Strom
faden in der Nahe von y = 0 mit Hilfe von G1. (3) erst bestimmt werden. An den 
so gefundenen y-Werten ist dann die Geschwindigkeit e benfalls mit GI. (3) zu bilden. 
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Flache Korper lassen sich auch sehr einfach superponieren, wenn jede Flache 
in einer Symmetrieebene der ganzen Anordnung liegt (Abb.254), wie es haufig 

bei Leitwerken vorkommt. Auf einer bestimmten 
.f Flache werden dann namlich vom iibrigen Korper 

keine Geschwindigkeiten induziert, so daB sich die 
dortige Quergeschwindigkeit und damit die Flachen
dicke aus der ortlichen Quellbelegungder Flache
allein ergibt. 

Neuerdings gibt F. KEUNE39 besonders einfache 
Formeln zut Berechnung von nicht angestellten 

Z Fhigeln kleiner Spannweite (auch bei Uberschall-
stromung). In naher Verwandtschaft zur Theorie 
angestellter Platten kleiner Spannweite von R. T. 
J ONES16, kann die Stromung in einem Querschnitt 

Abb. 254. Superposition fltLcher in der Nahe des Fliigels als eben angesehen werden. 
Kijrper. h d d d d Wa ten ie Stromung urn ie tragen e Platte 

damit bereits gegeben ist, kommt beim nicht tragenden Karper noch em 
additiver Effekt dazu. Es ist die vom iibrigen Fliigel induzierte, nur aus 
Integralen iiber FlUgelquerschnitte zu berechnende Geschwindigkeit. 

2. Tragende FHichen in Unterschallstromung. 

Die Theorie erfordert bereits bei dichtebestandiger Stromung betrachtlichen 
Aufwand. Die Aufgabe dieses Abschnittes kann daher nur in der Ermittlung 
des Kompressibilitatseinflusses Iiegen, wobei die zugehorige dichtebestandige 
Stromung als durch Versuch oder Theorie (Prandtlsche Tragfliigeltheorie, 
Beschleunigungspotential usw.) gegeben angenommen werden muB. Eine Aus
nahme hievon machen Dreiecksfliigel kleiner Spannweite. Diese sind gerade 

y 
bei Schallnahe einer einfachen Behand
lung zugiinglich. 

Soweit die Pro Regel zugrunde gelegt 
werden kann, ist die Ubertragung der 

~----o?"..:::...., ... /"'-- -.",.L-----,.,. Resultate ziemlich einfach. Zur Bestim-
mung des Auftriebes sei von der Fassung 1 
der Pro Regel von Abschnitt VI, 20 aus

Abb. 255. Zugcordnetc Tragiliichen nach der gegangen. Darnach haben die Druck-
ersten Fassung der Pro Regel. koeffizienten an einer bestimmten Korper-

form den IIP-fachen Wert der Druck
koeffizienten in entsprechenden Punkten eines Korpers von ,8-facher Spannweite 
in dichtebestandiger Stromung. Da nichts iiber die Korperform vorausgesetzt 
wurde, kann als solche auch eine tragende Flache genommen werden. Sie wird 
nach der ersten Fassung der Pro Regel mit einer Flache gleicher Anstellung, 
aber ,8-fach verringerter Spannweite verglichen (Abb. 255). 

Nach Integration der Druckkoeffizienten iiber die Flache ergibt sich der 
Faktor liP auch fiir den Auftriebsbeiwert ca und, da bei gleichem Anstellwinkel c 

verglichen wird, auch fiir (~a )0 (d. i. ~: bei c = 0). Nun nimmt der Wert 

von ( d;: L mit der Spannweite ab, er ist also fiir den Vergleichsfliigel bei Moo = 0 

kleiner als fUr einen Fliigel gleicher Spannweite, bei Moo = o. Daraus folgt, 

daB der Wert von ( ~:a t bei endlichen Tragflachen weniger als mit dem Faktor 1/,8 
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mit wachsender Mach-Zahl Moo zunimmt und den Faktor liP nur bei unendlich 
groBem Seitenverhaltnis, d. h. bei ebener Stromung, erreicht. 

Die Verhaltnisse seien an der Formel elliptischer Auftriebsverteilung der 
Prandtlschen Tragflugeltheorie fur Flugel groBer Spannweite b studiert. Mit F 
als FlugelgrundriBflache in der x, z-Ebene ergibt sich folgende Beziehung* fur 

dichtebestandige Stromung (( dCa ) sei (ddCa ) fUr Moo = 0, inkompressibel!): 
de Oi e 0 

( dCa ) a:e 0'£= 
2n 

2F . 
1+~ 

(5) 

Fur b -'; (X) strebt F/b2 -'; 0, womit sich G1. (VII, 12) fur Moo = 0, P = 1 
ergibt. Da die x-Richtung unverzerrt bleibt, entspricht einem Verhaltnis F/b2 

bei Moo ein Verhaltnis ~ . ~ bei Moo = O. Nach G1. (5) ergibt sich der Auftrieb 

des entsprechenden Vergleichsflugels aus dem Auftrieb des unverzerrten Flugels 
durch Multiplikation mit dem Faktor: 

2F 
1+~ 

2F 1 
1 +-V-p 

Nach der Pr. Regel ist dann schlieBlich der Auftrieb bei Moo wie folgt durch jenen 
des gleichen Flugels bei Moo = ° ausgedruckt: 

1 2F +-
( dCa ) 1 (dC a ) b2 

( dCa ) a:e 0= p a:e,Oi 1 2F 1 = ([8oi 
+-V-p 

Hierin ist der letzte Bruch stets kleiner als liP. 

(6) 

Aus G1. (6) kann mittels G1. (5) entweder der Auftrieb bei Moo = ° oder 
das Verhaltnis F/b2 eliminiert werden2 : 

( dCa ) 2 n ( dCa ) 1 (7) a:e 0= --{J-- 2 F = ([8 Oi l_~l (dCa--) -~ (J) . 
+ b2 2 n de Oi 

Obwohl die Beziehung G1. (6) und (7) zwischen ( ~: )0 und (~: )Oi nur fUr 

elliptische Auftriebsverteilung groBer Spannweite abgeleitet wurde, ist doch mit 
einer Anwendbarkeit uber den vorausgesetzten Bereich hinaus zu rechnen. Eine 
entsprechende Erfahrung macht man namlich auch bei den Umrechnungs
formeln fur geanderte Seitenverhaltnisse in der Tragflugeltheorie. 

Wahrend der EinfluB der Spannweite bei groBen Seitenverhaltnissen nur die 
Bedeutung einer KOl'rektur des aus der zweidimensionalen Theorie gewonnenen 
Auftriebsbeiwertes hat [vg1. G1. (5) mit G1. (VII, l2)J, gewinnt die Spannweite 
mit abnehmendem Seitenverhaltnis an Bedeutung fUr den Auftrieb, damit sinkt 
nach G1. (7) aber der KompressibilitatseinfluB. Fur mittlere Seitenverhaltnisse 
lassen sich wie bei dichtebestandiger Stromung nur schwer Aussagen machen. 
Fur kleine Seitenverhaltnisse hingegen kann man ganz analoge Uberlegungen 
anstellen wie bei schlanken angestellten Rotationskorpern (vgl. SchluB der Ab
schnitte VII, 4 und VIII, 3). Da die Anderungen bei kleinen Seitenverhaltnissen 

* Siehe etwa den Beitrag von TH. V. KARMAN und J. M. BURGERS tiber General 
Aerodynamic Theory of Perfect Fluids in W. F. DURAND, Aerodynamic Theory, 
Bd. II, S. 169, Gl. (2, 15), worin mit Rticksicht auf das verschwindend kleine Dicken· 
verhaltnis m = 2 gesetzt werden kann. Ferner: S. 170, Gl. (2, 18). 
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in einer y, z-Ebene bedeutend starker sind als in x-Richtung, liil3t sich die Stro
mung nach R T. JONES16,17 in der y,z-Ebene als eben und dichtebestandig 
behandeln. Diese Naherung ist um so berechtigter, je naher die Mach-Zahl der 

/tool.Q Anstromung dem Werte 1 ist. Fur M= = 1, 
fJ = 0 gibt es nach Gl. (I) fUr das Auftriebs
problem auch bei Linearisierung Resultate. 

Fur eine unendlich dunne angestellte 
Platte entspricht das Potential in einer 
y,z-Ebene dem ebenen Problem einer quer 
angestromten Platte (Abb. 256). Dieses 
kann als bekanntes Resultat den Lehr
buchern entnommen oder entsprechend zur 
angestellten Platte (Abschnitt VII, 3) abge

Abb. 256. Tragende Platte kleinen Seiten· leitet werden. Wahrend bei letztgenanntem 
verhaltnisses. Fall die Zirkulation so gewahlt wurde, daB 

die Storgeschwindigkeit am Plattenende Null 
ist, muB die Stromung hier in z symmetrisch sein, die Zirkulation also ver
schwinden. Damit ist fur verschwindenden Anstellwinkel (8 = 0), wenn die 

Platte von der Breite s(x) symmetrisch zur x-Achse liegt (- ; ~ z ~ ~): 
w, z 

y = 0: u= = V( ;-r -~2-· (8) 

(Demgegenuber war in Abschnitt VII, 3 die der Zirkulation entsprechende 
verfugbare Konstante C so gewahlt worden, daB u. in 01. (VII, 11) zur Platten
mitte x = 1/2 antisymmetrisch wurde.) 

Mit Gl. (VII, 9) ist dann das abgeleitete Potential: 
8 

+ 2' 

cp. - u= y = - - w. (n arctg --- d, = 
1 j. Y 
n z-' 

s 

2 

N ach partieller Integration und Grenzubergang y -'> 0: 

y = 0: 

8 +-
2 

-- U= 1· f V~( S)2 - Y '- V-(S-)2 --cp. -- -- 1m __ '2 _______ d' = u - _Z2. 
n y-'>O 2 ('_Z)2_y2" = 2 

2 

(9) 

Der Grenzubergang geschieht dabei wie in Gl. (VII, 7) fur v, wo sich auch 
fur y = 0 v = vo(x) ergibt. Hier tritt an die Stelle von Vo der Wurzelausdruck. 
Aus dem fUr sich bekannten Resultat (9) der ebenen Stromung folgt nun leicht: 

ds 
s-

UE ({!E X 1 __ dx __ 
8 =0, Y =0: U co = ~- = ± '4 v~~-z;· (lO) 
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Die u-Stramung eines angestellten Fliigels kleinen Seitenverhaltnisses ist 
also wie jene eines schlanken angestellten Rotationsk6rpers unabhangig von 
der Mach-Zahl. (Eine Anwendung auf zu hohe tlberschallgeschwindigkeiten ist 
dabei wieder ausgeschlossen.) 

U e hat an der Plattenober- und -unterseite entgegengesetzte Werte. Der 
Drucksprung verschwindet an Stellen, wo die Fliigelbreite s(x) ein Maximum 
hat. An Knickstellen des Fliigelrandes ist diese Theorie nicht ohne weiteres 
anwendbar, sie wiirde Druckspriinge an solchen Stellen ergeben. Das in Gl. (1) 
vernachlassigte Glied fJ2 fjJxx wiirde damit sehr groB werden kannen. Es leuchtet 
ja ein, daB fiir die Anwendbarkeit der Theorie neben der Kleinheit der Spann
weite b zunachst auch eine nicht zu platzliche Anderung der lokalen Breite s(x) 
V oraussetzung ist. Die Zulassigkeit der Theorie an Fliigelteilen mit starken 
Anderungen in x-Richtung bedarf also einer 
besonderen Untersuchung. 

Eine blinde Anwendung von Gl. (10) auf 
Stellen hinter dem Breitenmaximum b ergabe 
dort, wie bei einem angestellten Rotations
k6rper, lokalen Abtrieb. Dieses Resultat folgt 
daraus, daB man die Rander der Wirbelschicht 
mit den Plattenrandern gleichgesetzt hat, was 
nur vor dem Breitenmaximum richtig ist. Am 
Breitenmaximum tragt die Platte nach Gl. (10) 
nicht mehr, der Druck oben und unten ist aus
geglichen wie in einer freien Wirbelschicht. 
Hinter dem Breitenmaximum zieht sich die Abb. 257. Platte hinter dem Breiten

Platte in der freien Wirbelschicht der Breite b 
zusammen (Abb.257). Damit ist sowohl die 

maximum in der Wirbelschicht. 

Randbedingung als auch die Kutta-Joukowski-Bedingung des glatten Ab
stramens an der Hinterkante erfiillt. Der Fliigelteil hinter dem Dickenmaximum 
tragt bei kleinen Seitenverhaltnissen nicht und kann daher auch im Rahmen 
dieser Theorie beliebig geformt oder auch scharf abgeschnitten sein. Ein Ver
gleich mit exakten Resultaten zeigt, daB die Anwendbarkeit keineswegs auf 
sehr kleine Breiten beschrankt ist. 

Es sei F die Flache der tragenden Platte. Aus Gl. (VI, 143) und (VI,144) ist 
dann der Auftrieb leicht zu gewinnen, wobei die Integration erst in x-Richtung 
ausgefiIhrt werden mage. Mit x (z) sei die Kante gekennzeichnet und die z-Achse 
liege im Breitenmaximum: 

b 
+2" b +~ 

2 -~ f1 J s ds I ~ -4 f V b
2 

2 -- 11, b
2 

- F • V ~ _ Z2 d", - p. 4 - z dz - '2" p' 

b z b 
2 -2 

(11) 

Das letzte Integral, iiber z allein gebildet, zeigt, daB die Auftriebsverteilung iiber 
der Spannweite bei kleinem Seitenverhaltnis stets elliptisch ist, unabhangig von 
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der· Flugel£orm. Der Auftrieb selbst ist, unabhangig von Moo, gerade halb so 
groB wie der Wert, der sich fur Moo = 1 (fJ = 0) aus der Prandtlschen Trag
flugeltheorie Gl. (7) ergibt. Die gesuchten L5sungen liegen irgendwo zwischen 
den beiden durch Gl. (7) und (11) reprasentierten Extremfallen. Mit Moo ~ 1 
gewinnt das letzte Ergebnis an Genauigkeit, doch durften dann auch gewisse, 
uber die Linearisierung hinausgehende Korrekturen notwendig werden. 

Zur Bestimmung des induzierten Widerstandes einer zunachst beliebig ge
formten tragenden Flache sei der Impulssatz auf eine y, z-Ebene hinter der tragen
den Platte angewendet. Ganz entsprechend zur Ableitung in Abschnitt IV, 7, 
Gl. (IV, 36) ist der Widerstand K, die Kraft in negCltiver x-Richtung, bei An
wendung der Kontinuitatsbedingung (IV, 2) auf die unendliche y, z-Kontroll
ebene: 

+00 
- K = + II [e u2 - eoo u'bo + (p - Pool] dy dz = 

-00 

+00 
=-== II [e u (u - U oo ) + P - Poo] dy dz. (12) 

-00 

Hierin sei e u und p - Poo nach kleinen Storungen der Geschwindigkeits
komponenten entwickelt. Da e u mit u - U oo multipliziert ist, genugt hier eine 
Entwicklung bis einschliel3lich dem linearen Glied in den Storungen, eu selbst 
kann mit der Stromdichte e W gleichgesetzt werden. Fur den Druck erweist 
sich aber eine Entwicklung bis einschliel3lich den quadratischen Gliedern als 
notwendig. Nach Anwendung der Entwicklungen von Gl. (II, 52) und Gl. (II, 53) 
faUt schlieBlich das line are Glied in den Storungen weg und es bleibt: 

-00 

Der induzierte Widerstand ist eine Kraft, welche proportional zu dem 
Quadrat der Storungen ist. Eine Anwendung der Pro Regel ist daher von vorn
herein nicht berechtigt, sie bedarf einer Prufung. Fur den Ubergang von Gl. (12) 
auf Gl. (13) wurde zwar die lineare Entwicklung der Stromdichte, aber die qua
dratische Entwicklung der Druckstorung verwendet. Dies ist nur berechtigt, 
wenn die Pro Regel in Form der Stromlinienanalogie verwendet wird. Der Flugel 
bei Moo ::j:: 0 ist also zu vergleichen mit einem Flugel bei Moo = 0, mit fJ-fachem 
Anstellwinkel, fJ-facher Spannweite und fJ2-fachen Druckkraften. DaB gerade 
die Stromlinien richtig abgebildet werden miissen, ist wegen der Bedeutung der 
Wirbelbildung fUr den Widerstand verstandlich. 1m ubrigen zeigte es sich schon 
bei den .Ahnlichkeitsgesetzen fUr Schallnahe und fur Hyperschall, daB die An
wendung einer bestimmten Form der Pro Regel auch uber die Linearisierung 
hinaus zulassig sein kann. 

Fiir die .Anderung des induzierten Widerstandes K mit dem AnsteUwinkel e 
erhalt man fur eine unendlich dunne Platte innerhalb der Linearisierung folgendes 
exakte Resultat. Zur Ableitung sei die Stromung an der Kontrollflache bei ver
schiedenen Anstellungen der Platte (nicht der Anstromung wie in Abschnitt VI, IS) 
betrachtet und berucksichtigt, daB fUr e = 0: u = U oo, v = W = 0 gilt: 

+00 
e=O: Ke=O; Kee=eooII[ve2+we2-(I-M'bo)ue2]dydz. (14) 

-00 

Hohere als quadratische Glieder verschwinden in Gl. (14). AuBerdem treten 
nur GroBen auf (ue, Ve, we), welche sich vollig richtig aus den linearisierten 
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Gleichungen ergeben. Also ist die Anwendung der Stromlinienanalogie auf eine 
unendlich dunne Platte auch zulassig. 

Damit laBt sich fUr elliptische Auftriebsverteilung der induzierte Widerstand 
mit der aus del' Tragflugeltheorie bekannten Formel auf den Auftriebsbeiwert 
zurUckfuhren. Mit einem Querstrieh seien die entspreehenden Werte bei Moo = 0 
und Stromlinienanalogie bezeiehnet. Es gilt b = (3 b; F = (3 F; e = (3 c. Weil 
nun die Druckuntersehiede zu 1/(32 proportional sind, gilt bei kleinerem Anstell
winkel ca = (32 Ca und Cw = (33 cw, wie direkt aus der Integration uber die Druek
krafte geschlossen werden kann. Folglieh ist: 

_ 1 - _ 1 1 F - 2 _ 1 1 (3 F R4 2 _ 1 F 2 
Cw - 7J3 Cw - 7J3 --;; lj2 ca - --;; f33 (32 b2 {J Ca - --;; 1)2 Ca . (15) 

Die Formel fur Moo = 0 gilt bekanntlieh unabhangig yom Seitenverhaltnis 
und daher naeh Gl. (15) aueh fur Moo =1= O. Sie kann also direkt auf Flugel 
kleiner Spannweite b angewendet werden und gibt mit Gl. (11): 

c = 0: d2cw = ~!:_ (dCa )2 = ~~ (~~)2 = ~~ = dCa (16) 
de2 nb2 de nb2 2F 2F de' 

Wie spateI' aus den Gl. (51) und (53) hervorgeht, aber aueh direkt aus den 
Gl. (VI, 144) gezeigt werden kann, ergibt sieh fur alle tragenden Platten ohne 

Umstromung der Vorderkanten, also ohne Tangentialkrafte, d;~:, = 2 ~:. Del' 

Sog an der Vorderkante nimmt also die Halfte des Widerstandes weg. 
Eine Anwendung der Resultate auf beliebige Sehallnahe hat zur Voraussetzung, 

daB die Ergebnisse den entsprechenden A.hnliehkeitsgesetzen nieht widerspreehen. 
Wo solehe Widerspruehe auftreten, mussen sie auf unzulassige Vereinfaehungen 
zuruekgefuhrt werden. Beispielsweise zeigt das Streekenprofil in ebener Sehall
stromung eigentumliche Eigenschaften. Naeh Gl. (IX, 33) ist die u-Storung 

proportional (c~ r·· Damit ist der Auftriebsbeiwert proportional c"/., d. h. fur 

e = 0 ist ~ea = 00. Das widersprieht allen Erfahrungen und zeigt, daB sieh ein 

Streekenprofil bei Sehallanstromung von einem Profil - wenn auch sehr kleinen 
- endliehen Dickenverhaltnisses wesentlieh unterscheidet. Darnaeh ist es keine 
"Oberrasehung, daB die Ahnliehkeitsgesetze fUr Sehallnahe versagen, wenn sie 
auf die wiedergegebenen Resultate fur tragende Platten groBer Spannweite an
gewendet werden. G1. (6) und (7) gilt nur im unterkritisehen, nieht aber im 
sehallnahen Gebiet, wie man sieh uberzeugen kann. 

Anders ist es bei Flugeln kleinen Seitenverhaltnisses. Ob nun in G1. (1) das 
nieht linearisierte oder das linearisierte erste Glied gestriehen wird, das Ergebnis 
bleibt dasselbe. Bei einer Anwendung der Ahnliehkeitsgesetze ist zu beaehten, 
daB nun mit dem Anstellwinkel aueh die Spannweite zu andern ist, weshalb sieh 
keine c-Abhangigkeit fur eine bestimmte Platte und daher auch nicht das eigen
tumliehe Resultat des ebenen Streckenprofiles ergibt. Bei Schallstromung ist, 
nach G1. (IX, 33) cp "" c·/', daher die Beiwerte Ca = prop. c'/., Cw = prop. c6/" 

wenn sie wie ublich auf die Projektionsflache bezogen werden. Bei der Anwendung 
der G1. (11) und (16) auf Platten kleinen Seitenverhaltnisses b ist zu beaehten, 
daB sieh b = prop. cJ /. andert. Gleiehes gilt fUr F. Damit folgt aus Gl. (11): 

n b2 
ca = 211'c = prop.s-'/'c = prop.c'/' und aus GJ. (16) Cw = prop.ca·c = prop. e'/. 
in "Obereinstimmung mit clem A.hnliehkeitsgesetz. Diese Resultate bestarken 
das Vertrauen in diese einfaehe Theorie als eine gute erste Naherung bei kleinen 
Seitenverhaltnissen. 
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Man sieht sofort, daB die Impulsintegrale in Gl. (13) und (14) auch nicht 
den .Ahnlichkeitsgesetzen gehorchen; sofern die u-Storungen im Vergleich zu den 
v- und w-Storungen klein sind, spielt dies allerdings keine Rolle. 1st das aber nicht 
der Fall, so muB P-Poo in Gl. (12) bis zu Gliedern dritten Grades in (u-uoo ) 
entwickelt werden . 1m Falle Moo = 1 beispielsweise steht dann in Gl. (13) 

neben (u: r + (u: rein Summand (u:' - 1 r als erstes u-Glied, womit 

wieder die bekannten Potenzverhaltnisse der Schallstromung vorliegen. 

3. Anstellung und Kantenumstromung bei Uberschallgeschwindigkeit. 

Der wesentliche Unterschied der in Abschnitt X, I und X, 2 besprochenen 
Unterschallstromungen lag darin, daB die v-Komponente beim symmetrischen, 
nicht angestellten Korper in der ganzen x,z-Ebene bekannt, bei der tragenden 

v·u 

-
z 

y· u 

Flache hingegen in der umgebenden Stromung un
bekannt war. In jenem Bereich der x, z-Ebene, 
welches auBerhalb der GrundriBfHiche eines sym
metrischen, nicht angestellten K orpers liegt, mussen 
die v-Komponenten aus Symmetriegrunden ver
schwinden. Da sich aber die Quellstarken del' 
Singularitaten sehr einfach durch die v-Komponen
ten ausdriicken - sie sind diesen proportional - , 

.z- kann die Losung mit del' Kenntnis der v-Werte in 
der ganzen x, z-Ebene leicht hingeschrieben werden. 
Die tragende Flache hingegen wird wegen der Druck
unterschiede auf Druck- und Saugseite in Unter
schallstromung in y-Richtung umstromt. Auf y = 0 
gibt es auBerhalb del' GrundriBflache unbekannte 
v-Werte. Wie in Abschnitt VII, 3 ausgefiihrt, muB 
jedoch bei tragenden Flachen odeI' bei wenig ange
stellten symmetrischen Korpern in dem entsprechen-

Abb. 25 . Knntenulllstrilmuog bei den Gebiet u - U oo als antisymmetrische, stetige 
.11 > 1. Funktion auf y = 0 verschwinden. Damit ist die 

Randbedingung in folgender einfacher Weise zu for mulier en, daB in del' x, z-Ebene 
auf der GrundriBflache des tragenden Korpers v bekannt, auBerhalb del' Grund
riBflache hingegen u - U oo bekannt (namlich gleich Null) ist. Schon das Beispiel 
des angestellten Korpers in ebener Stromung zeigt jedoch, daB dieser einfachen 
sprachlichen Formulierung keineswegs entsprechend einfache Losungsmethoden 
gegeniiberstehen. 

Es ist nicht zweckmaBig, die Einteilung von Geschwindigkeitsverteilungen 
in solche, welche in y entweder symmetrisch odeI' antisymmetrisch sind, auch 
bei Uberschallstromungen zu iibernehmen. Denn hier ist ein Druckunterschied 
auf Druck- und Saugseite nicht notwendigerweise mit einer Kantenumstromung 
verbunden. Damit es zu einer solchen kommt, muB ein Teil des Fliigels im Ein
fluBgebiet jener Punkte der x, z-Ebene liegen, in welchen sich del' Druckausgleich 
von Druck- und Saugseite bemerkbar macht. Ein solches Druckausgleichsgebiet 
kann aber selbst nur im EinfluBgebiet des Fliigels liegen. Es kommt also darauf 
an, ob EinfluBgebiete des Fliigels auf y = 0 auBerhalb von des sen GrundriB
flache den Fliigel beeinflussen konnen oder nicht. 

Abb. 258 zeigt bereits alles Wichtige am Beispiel einer tragenden und "schieben
den" Flache. Ihr EinfluBgebiet in der x, z-Ebene reicht von der vom Punkte A 
abgehenden rechtslaufigen Mach-Linie iiber die Kanten AD, DC bis zu der vom 
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Punkte 0 abgehenden linkslaufigen Mach-Linie. Das EinfluBgebiet besteht aus 
der Grundril3flache des Fhigels, der in y symmetrisch sein moge, und einem ins 
Unendliche reichenden Nachlaufgebiet. Angestellt in v-Richtung sei der Fliigel 
(nicht die Anstromung). Dann ist v = 0 (v-Wert im Anstromgebiet) aul3erhalb 
des Einflul3gebietes des Fliigels, auf dessen Grundril3flache Fist v = konst., 
im Einflul3gebiet aul3erhalb F jedoch ist v unbekannt. In der ganzen x, z-Ebene 
auBerhalb Fist u = U oo . \Vahrend die Seitenkante AD nur unter dem Ein
fluB der ungestorten Anstromung steht und daher ebensowenig umstromt wird 
wie die Vorderkante eines Profils in ebener Dberschallstromung, liegt die Seiten
kante BO unter dem EinfluB des Fliigelnachlaufes. Sie wird umstromt, und das 
gesamte, unter dem EinfluBkegel des Punktes C liegende Gebiet lal3t sich nicht 
aus den v-Werten der Fliigeloberseite berechnen, denn es hangt nicht allein von 
diesen abo 

Die Geschwindigkeitskomponente normal zur Machschen Linie ist die Schall
geschwindigkeit. Die beiden Seitenkanten unterscheiden sich im wesentlichen 
dadurch, daB die Normalkomponente der Geschwindigkeit fiir die Kante AD 
grol3er als c, fiir die Kante BO kleiner als c ist. In Analogie zu den Betrachtungen 
beim Pfeileffekt (Abschnitt VI, 21) fiihrt eine Translation in Kantenrichtung 
bei AD also zu einem Dberschall-, bei BC hingegen zu einem Unterschallproblem. 

Wahrend also bei Moo < 1 tragende Flachen notwendig umstromte Kanten 
haben, tritt dies bei Moo> 1 um so weniger auf, je hoher Moo ist. Hier sind die 
leichter losbaren Probleme ohne Kantenumstromung von denen mit Kanten
rimstromung zu trennen. Bei letzteren beziehen sich die Schwierigkeiten im all
gemeinen nur auf einen Fliigelteil. 

Bei Hyperschallstromung (0;00 -- 0) werden die Mach-Kegel schlie13lich so schlank, 
daB jeder Langsschnitt fur sich wie ein ebenes Problem behandelt werden kann. 
Jedoch wird eine Linearisierung dann unzulassig, wenn nicht gleichzeitig Anstell
winkel und Dickenverhaltnis so niedrig gehalten werden, daB sie weiter unter 0;00 

bleiben, was nur geringes praktisches Interesse hat. 

4. Uberschallstromung an Ilachen Korpern ohne Kantenumstromung. 

Fiir Dberschallstromungen erhalt Gl. (1) mit tX als Mach-Winkel der An
stromung die Form: 

(17) 

deren Lasung bereits in Abschnitt VIII, 3, Gl. (VIII, 16) als "quellartige Singu
laritat" besprochen und fiir die achsensym-
metrische Stromung verwendet wurde. 

Auf einen Punkt konnen nur jene Profil
stellen einwirken, in deren EinfluBgebiet der 
Punkt liegt. Ware mit Gl. (VIII, 16) nun 
eine echte Quellstromung gegeben, so wiirde 
sich die richtige Begrenzung von selbst er
geben. Da es sich abel' nur um eine quell- Z 

artige Losung handelt, die auch strom auf
warts im sogenannten Abhangigkeitskegel 
reelle Werte aufweist, ist auf eine richtige . bb. :.59. E in ilu ijkegel cines Quellpunktes 

Abgrenzung bei der Integration zu achten 
(Abb. 259). Der Einflul3kegel eines Quellpunktes Q (~, 0, ') auf def x, z-Ebene 
ist [siehe auch Gl. (VIII, 14)] durch folgende Gleichung gegeben: 

(x - ~)2 = cot2 tX [y2 + (z _ ')2]. (IS) 
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Nur iiber jene Quellpunkte ~ < x, deren durch Gl. (IS) gegebene EinfluB
kegel den Aufpunkt x , y, z umschlieBen, ist zu integrieren , da nur sie fiir den Zu
stand im Aufpunkt verantwortlich sind. Der groBte Wert von ~ ergibt sich 
aus Gl. (IS) fUr C = z zu: 

~ = x - y cot (X. (19) 

Nur fiir Aufpunkte der x, z-Ebene wird demnach der Wert x = ~ erreicht. 
Mit Riicksicht auf die durch Gl. (IS) gegebenen Grenzen findet man durch 

Belegung der x, z-Ebene mit Singularitaten der Starke q(~, C) das Potential: 

x-v cot", " 

1 J { r q (~, C) de 
rp = - 471 . V(x - ~)2 - y2 cot2 IX - (z - C)2 cot2 IX 

- 00 ~l 

(20) 

mit folgenden von ~ abhangigen C-Grenzen: 

C1, 2 = z =t= Vtg2 (X (x - ~)2 - y2. (21 ) 

Dem Integral (20) liegt die Vorstellung zugrunde, daB die ganze x, z-Ebene 
belegt ist, wobei sich der ungestorte Teil und besonders das Anstromgebiet 

Abb. 260. Abhiingigkeitsgebiet des PUllktes P. 

durch q(~, C) = 0 auszeichnet. Ferner wird in Gl. (20) zuerst iiber C integriert. 
Je naher dabei die Gerade ~ = konst. (Abb.260) am Aufpunkt P liegt, desto 
naher liegen die Grenzen C1• 2 aneinander. Gl. (IS) kann auch als der Schnitt 
des Abhangigkeitskegels von P (x, y, z) mit der ~,C-Ebene gedeutet werden. 
Die Beziehung von ~ und C bei festem x, y, z ist dann eine Hyperbel, welche nur 
im Sonderfall y = 0 in ein Geradenpaar zerfaUt. 

~.enn hier stets die Grundri13flache mit Singularitaten belegt wird, so ist dies wohl 
das Ubliche ~ber keineswegs das einzig l\i6gliche. J. F. W. BISHOP41 beispielsweise 
l6ste einige Uberschallprobleme erfolgreich durch Belegung einer Ebene quer zur 
Hauptstromungsrichtung. 

Die Integrationsreihenfolge in Gl. (20) kann natiirlich ohne weiteres umgekehrt 
werden bei Beachten der durch Gl. (IS) gegebenen Grenzen im erst auszufiihren
den Integral. 

Stets sind aber die Grenzen des erst auszufiihrenden Integrals durch das Ver
schwinden del' Nennerwurzel in Gl. (20) gekennzeichnet, wobei das Integral 
endlich bleibt. Doch wiirden sich an diesen Grenzen Schwierigkeiten ergeben, 
wenn rp zur Ermittlung del' Geschwindigkeitskomponenten nochmals nach x, y 
oder z differenziert wird. Denn dann tritt wie in Gl. (VII, 2) die Nennerpotenz 3/2 
eines verschwindenden Ausdruckes auf. Einer solchen Differentiation hat also 
stets eine Integration vorauszugehen, die erforderlichenfalls auch nur partiell 
zu sein braucht und die den Zweck hat, die Singularitat des Integranden herab
zusetzen. 
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Es ist lehrreich, die gewohnliche ebene Stromung zu studieren, was zur be
kannten Ackeret-Formel Gl. (VIII, 3) fuhren muB. In diesem Falle ist q nur 
Funktion von ;, weshalb die erste Integration sofort ausfUhrbar wird: 

Da ein Integral uber q (;) wieder eine Funktion von; ist, fur welches die obere 
Grenze x - y cot IX einzusetzen ist, gibt die letzte Gleichung das bekannte 
Resultat fUr die ebene Dberschallstromung kleiner Storungen, daB gJ nur Funktion 
von x - y cot IX ist. Ferner folgt: 

q (x - y cot a) ° 
V = gJy = 4---; W = gJz = ; 

q (x-y cot a) 
U - U oo = gJx = - 4 tg IX = - v tg IX. 

Die letzte Zeile enthiilt die Formel VIII, 3. Die erste Zeile gibt den Zusammen
hang von q und v, welcher sehr wichtig ist, wenn q durch die Korperdicke aus
gedruckt werden solI. Es zeigt sich, daB diese Beziehung nicht nur fUr ebene 
Stromung gilt. Zu diesem Zweck sei q an der Stelle C = z entwickelt, wobei hier 
nach dem zweiten GJied abgebrochen werden solI: 

q (;, C) = q (;, z) + qc(;, z) (C - z) + .... 
Dies in Gl. (20) eingesetzt, liiBt wieder eine Integration uber C zu, deren erster 

Teil sich ganz analog zum ebenen Fall ergibt: 
x-ycotlX 

gJ = - t g
4 a f q(;, z) d; + 
-00 

x- y cot IX C. 

+ qc(;, z) ; + .. , J J (C-z)dC d 
V(x - ';)2 - y2 cot2 a - (z - C)2 cot2 a 

-00 C, 
x-ycotlX 

=- tgt fq(;, z) d; + 
x- y cot IX 

-00 

+fqc(;, z) tg2 IX l V(x -=-~)2 - y2 cot2 IX - (z - C)2 eot2 IXJ C. d~ + .... c, 
-00 

Der Klammerausdruck verschwindet aber an beiden Grenzen, so daB nur 
das erste Integral bleibt. Aus ihm folgt: 

1 
v = gJ y = + 4 q (x - y cot iX, z) + .... 

Das erste folgende Glied mtliilt die Ableitung qec, auf welche es naturlich 
ankommt, wenn v in einiger Entfernung vom Korper bestimmt werden soil. Hier 
interei:lsiert aber der v-Wert unmittelbar auf y = 0, wofUr nur die q-Werte der 
unmittelbaren Umgebung verantwortlich sein konnen. Mit h als Korperdicken
anteil auf der Seite y > ° folgt dann aus der Randbedingung flacher Korper 
(VI, 112): 1 

v (x, 0, z) = Vo (x, z) = + 4" q (x, z) = Uoo h", (x, z). (22) 

Oswatitsch, Gasdynamik. 25 
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Damit kann rp in Gl. (20) unmittelbar durch die Dickenverteilung des Korpers 
ausgedriickt werden. Da im wesentlichen die (u-uoo )- und die w-Werte inter
essieren, welche beide aus Ableitungen in der x, z-Ebene gewonnen werden, so 
interessiert vor aHem auch nur rp auf y = 0: 

x C. 

rp (x, z) = - U OO II h~ (~, n d~ d~, 
n V(x- ~}2 - (z- n2 cot2 ex 

-OOC'l 

mit: 
~1. 2 = z =t= tg lX (x- ~). (24) 

Gegeniiber der entsprechenden Gl. (2) fiir Moo < 1 fehlt hier bei n ein Faktor 2. 
Wegen der Singularitat des Integranden wird hier auf Gleichungen, welche 

Gl. (3) entsprechen, verzichtet. Man fiihrt 
in der Praxis zunachst besser eine Inte
gration aus, bevor die Komponenten er
mittelt werden. 

7,0$ 

Abb.261. Geschwindigkeitsverteilung bei Moo > 1 in Abb. 262. Geschwindigkeitsverteilung illl Mittel· 
Liingsschnitten eines Pfeilfiiigeis (A = 60°) nach JONES. schnitt des Pfeilfiiigeis bei verschiedenen M if.! • 

Das Problem dieses Abschnittes wurde zuerst von A. E. PUCKETT3 bearbeitet, 
der bereits zahlreiche Anwendungsbeispiele gibt. Hier sei zunachst in Erganzung 
des Beispieles in Abb. 253 die Geschwindigkeitsverteilung am selben Fliigel, nur 
mit unendlicher Spannweite bei Moo = V2 nach R. T. JONES4 wiedergegeben 

(Abb. 261). Da die Pfeilung des FliigelsA groJ3er ist als jene des Mach-Kegels ; -lX, 

ergibt sich in unendlicher Entfernung der Pfeileffekt des unendlich langen, 
schiebenden Fliigels. Abb. 262 zeigt schliel3lich die Geschwindigkeitsverteilung 
im Mittelschnitt bei gleichbleibendem Pfeilwinkel A und verschiedenen 
Mach-Zahlen der Anstromung. Diese konnen keineswegs ineinander mit der 
Pro Regel umgerechnet werden, weil sich damit auch die Pfeilung andern wiirde. 
Wenn das Resultat bei solcher Schallnahe auch kaum mehr als richtig ange
sprochen werden kann, da die Voraussetzungen der Linearisierung nicht mehr 
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erfuIlt sind, so ist es doch insofern wertvoll, als es zeigt, daB die Verteilungen 
aIle yom selben Typus sind. Stets ist das Geschwindigkeitsmaximum im Sinne 
eines Widerstandes verruckt. 

Vielfach kann sich das EinfUhren der "Mach.Linien" in der x,z-Ebene als zweck
mli'/3ig erweisen5, wobei fUr die folgenden Zwecke die Begrenzung der EinfluJ3- und 
Abhangigkeitsgebiete aUer Punkte auf y = 0 kurz als "Mach-Linien" bezeichnet 
werden. Mit 

s = x + z cot <x; a = ~ + C cot <x; 
(25) 

t = x - z cot <x; i = ~ - C cot <X 

ergibt sichs = konst. als "linkslaufige" und t = konst. als "rechtslaufige" Mach
Linie (Abb. 258) und a, i als die entsprechenden Integrationsvariablen. Aus Gl. (25) 
folgt: 

(x - ~)2 - (z - C)2 cot2 <X = (s - a) (t - i); 

da. di = I at;, a!: I d~dC = 2 cot <X d~ dC. 
iI;' i, 

Die Grenzen von a und i erstrecken sich fUr ~ -l- - 00 ebenfaUs auf negativ 
unendliche Werte. Das Abhangigkeitsgebiet eines Aufpunktes P (s, t) wird nun ein· 
fach durch a = 8 und i = t begrenzt. Mit Gl. (25) ergibt sich also aus Gl. (23) die 
Form: 

8 t 

rp(s,t) = - tg<xJJ-. ~o~i)-~~dadi, 
2 n ~(s - a) (t - i) 

(26) 

-CXJ -00 

mit 
u - Uoo = rps + rpt; W = cot <X (rps - rpt), (27) 

wenn man nicht schon in rp auf die Veranderlichen x, z zuriickgeht. Das Integral (26) 
macht den Eindruck, daJ3 die Grenzen unabhangig voneinander sind. Doch trifft dies 
im aUgemeinen fUr die unteren Grenzen nicht zu, da meist nicht bis - 00 integriert 
wird, sondera nur bis zum vorderen Fliigelrand, an dem die Belegung plotzlich auf
hort. Durch diesen Rand kommen dann die Integrationsveranderlichen in die unteren 
Grenzen herein. 

o. Gleichungen fUr kegelige Stromung. 

Ein besonderer - wie sich zeigen wird, sehr fruchtbarer - Fall ergibt sich, 
wenn die vo-Verteilung oder die h-Verteilung in Gl. (23) auf Strahlen durch den 
Ursprung konstant angenommen wird. Die Korpermussen dann allgemeine 
Kegelform haben, naturlich mit wenig angeste11ten Oberflachenelementen, wobei 
es ohne weiteres erlaubt ist, daB die Belegung auch stromaufwarts erfolgt, wenn 
sie fUr x < 0 nur auBerhalb yom Abhangigkeitskegel des Ursprunges bleibt. 
Ein einfaches Beispiel fur eine Belegung auf y = 0, x < 0 liefert der unendlich 

lange schiebende Flugel unendlicher Spannweite. 1st dabei A < ; - iX, so uber

trifft die Normalkomponente auf die Vorderkante die Schallgeschwindigkeit. 

1st hingegen A > ; - iX, so kann das Problem durch eine Translation in Vorder

kantenrichtung auf eine ebene Unterschallstromung zuruckgefuhrt werden, 
weshalb es verstandlich ist, daB die Uberschalldarstellung zu keinem Resultat 
fuhrt. Die Beschrankung der Belegung auf das Gebiet auBerhalb des Abhangig
keitsgebietes erweist sich auch im folgenden wiederholt als notwendig. SchlieBlich 
wurde eine Belegung des Abhangigkeitskegels die ungestorte Anstromung zer
storen. 

Wie bei der exakten und bei der linearisierten Stromung urn einen Kreis
kegel bei Moo> 1, gibt es auch hier Stromungszustande, welche auf Strahl en 
durch den Ursprung konstant sind, wenn der Korper und die Belegung diese 

25* 
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Forderung erfiillen. Nur hangen die Zustande nun von zwei Parametern abo 
Allerdings soll im folgenden nur del' Zustand auf y = 0 betraehtet werden, wo 
als einzige unabhangige Veranderliehe dann nur das Verhaltnis z/x auftritt. 
Natiirlich kann der Karper auch endlich sein, wenn nur der abschliel3ende Schnitt 
kein EinfluBgebiet der interessierenden Punkte schneidet. 

Die solchermal3en definierte Stramung wurde zuerst von A. BUSEMANN6 

mittels konformer Abbildung behandelt und als "infinitesimal kegelige Dber
schallstramung" bezeichnet. In diesem Abschnitt wi I'd ein vallig anderer Weg 
beschritten7, doch solI zuvor wegen del' allgemein interessierenden Verhaltnisse 
kurz auf die Behandlung durch BUSEMANN eingegangen werden. 

Untel' Besehl'ankung auf die Maeh-Zahl Mex; = V2lauten die Gleiehungen fUr 
die Komponenten wie folgt: 

ou OV ow ou - ax + ----ay + . oz- = 0; oy 
ov 
ox 

Daraus el'gibt sieh etwa fiir die u-Komponente: 

iJ2u iJ2u iJ2u 
- ox2 + oy2 + OZ2 = O. 

OU iJw 
Tz - -iJx' (28) 

(29) 

Da die Wel'te auf Strahlen dureh den Ursprung konstant sind, hangen sie nul' von 
den folgendermaI3en definierten Kegelkoordinaten ab: 

y2 Z2 Z 
r2 = -' - + - ; X = aretg - . 

X2 x 2 y (30) 

In den Kegelkool'dinaten lautet dann Gl. (29): 

iJ2u OU iJ2u 
(l-r2)r2- -+ (1 - 2r2)r-+ - =0. 

iJr2 or OX2 
(31) 

Gl. (31) ist del' Tsehapliginschen Gl. (VI, 94) gleiehwertig. Sie kann mit zu 
Gl. (VI, 95) analogen Transformationen vereinfacht werden. Innerhalb des Kreises 
vom Radius r = 1, d . h. innerhalb des vom Ursprung ausgehenden Maeh-Kegels 
ergibt sieh mit 

1- VI- r2 de r < 1: e= - - -'---
r dr 

_ __ e 
VI-r2 r 

die Laplaee-Gleiehung in ebenen Polal'koordinaten (vgl. VI, 93): 

(32) 

iJ2u OU iJ2u 
y e2 oe2 + e 8Q + OX2 = O. (33) 

Damit el'gibt sieh die Mogliehkeit, die Probleme 
innerhalb del' Ursprungs-Maeh-Kegel naeh BUSE
MANN 6 mittels konformer Abbildungen zu behan
deln37 • Wiehtig ist hierbei, daI3 nul' die Gesehwin
digkeitskomponenten u, v, w, nieht abel' das Po
tential rp (dessen Dimension ja um eine Langen
dimension grol3er ist als jene del' Kompone!!ten) 
von r und X aHein abhangt. Daher gelingt die Uber
fUhrung in die Laplaee-Gleiehung fUr das Potential 
nieht. 

Aul3erhalb des Kl'eises r = 1 (Abb. 263) hat 
Gl. (31) hyperbolisehen Typus und ist daher auf 

Abb . 263. Clmrakterlstiken der kegeH- die Wellengleichung zuriiekfUhl'bal'. Die Charak-
gell Stromuog. teristiken sind die Tangenten an den Kreis r = I. 

Naeh den Ausfiihrungen libel' den Pfeileffekt 
(Absehnitt VI, 21) kann del' mit del' Anstellung des Kegelstrahles zul' Anstrom
riehtung zusammenhangende Weehsel vom elliptisehen zum hyperbolisehen Typus 
nieht mehr vel'wundern. Dieselben Erseheinungen werden sieh im folgenden von 
anderen Gesiehtspunkten aus el'geben. 
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Da auch die nicht linearisierten Gleichungen bei einem vollig im Mach
schen Einflu13kegel des Ursprunges gelegenen Korper uberal1 e1Iiptisch 
sind, ist eine Iteration entsprechend der Methode von JANZEN-RAYLEIGH 
moglich, wobei die Resultate der linearisierenden Theorie bei flachen Kor
pern als Ausgangslosungen genommeD. werden konnen. Solche Rechnungen 
wurden von F. K . MOORE2o durchgefuhrt. Mit der Kopfwelle, welche nun an 
Stelle der Randbedingungen am Mach-Kegel tritt, hat sich M. J. LWHTHILL21 
befaBt. 

Da die kegelige Stromung konstante vo-Werte auf Halbstrahlen aufweist, 
werden zweckma13ig die Halbstrahlen selbst als Koordinaten im Integral (23) 
eingefiihrt. Dann la13t sich die Integration langs der Halbstrahlen ausfiihren 
und es bleibt wie bei achsensymmetri
scher Stromung nur mehr ein einfaches 
Integral. Die Singularitaten in dessen 
Integranden haben sich dabei erniedrigt, 
so da13 durch Differentiation auf die 
gesuchten Komponenten iibergegangen F Ucc 

werden kann. 
Die Dbersichtlichkeit wird erleichtert, 

wenn im folgenden nur der Spezialfall uoo 

Moo = V2. IX = 45° behandelt wird. Der IF

11 

1'lIl 

III 

Dbergang zum allgemeinen Fall beliebi
geD. M 00-Wertes im Resultat ist mittels 
der Pro Regel leicht . Vorweg seien die 
Integrationsgrenzen untersucht, wenn 
neben dem Halbstrahl noch ~ als Ko
ordinate eingefiihrt wird. Dabei ergibt 
sich gleichzeitig eine Typenunterscheidung 
(Abb.264). Von den durch die Zahlen I Abh. 2G~ . Integrationsgrenzen bci kegeliger 
bis VIII gekennzeichneten Oktanten der Stromung. 

Belegungsebene liegen vier (namlich II, 
III, VI und VII) au13erhalb des Ursprungs-Mach-Kegels, zwei (VIII und I) im 
belegbaren Einflu13kegel des Ursprungs und zwei (IV und V) in dem durch die 
Anstrombedingungen gekennzeichneten Abhangigkeitskegel des Ursprungs. Eine 
Belegungsgerade C = m ~ in I und VIII, d. h. mit - 1 ~ m ~ 1, strahlt ihre 
Wirkung iiber beide Oktanten I und VIII, womit in dies em Teil genau jene 
Eigenschaften auftreten, welche den elliptischen Gleichungstypus kennzeichnet. 
I und VIII seien demgema13 als elliptisches Gebiet bezeichnet. In ihm sind die 
Einwirkungen der einzelnen Stellen aufeinander unbeschrankt. 

In den an der C-Achse gelegenen Oktanten werden die Halbstrahlen besser 
mit ~ = n C bezeichnet. Dann entspricht die C-Achse dem Werte n = 0, wahrend 

der Wert des im Oktanten I und VIII verwendeten rn (= ..!.) an der C-Achse iiber 
n 

aIle Grenzen wachsen wiirde. Die Belegung eines solchen Halbstrahles wirkt 
im eigenen Oktanten nur stromabwarts, dann aber in allen anschlie13enden Ok
tanten einschliel3lich der beiden elliptischen Oktanten I und VIII. 

Zunachst seien ausschliel3lich Halbstrahlen mit C> 0 betrachtet. Fur einen 
in VIII oder I gelegenen Punkt Pe (x, z) ergibt sich dann ein Einflu13 nur fiir 
folgende ~-Werte des Halbstrahles: 

fiir z/x§C/~: O~I~I~x=f(C-z), 

worin negative ~-Werte fiir die Belegung des Oktanten III in Frage kommen. 
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Wird hierin , durch die Variablen m oder n ersetzt, so ergeben sich folgende 
Grenzen: 

j < . 0<i1: 1 x±z I . 0<11:1< x+z zx>m. =I"!< I±m' xz>n. =" =n I+n' (34) 

Vollig anders gestalten sich die Verhaltnisse bei einem in einem der 
Oktanten II, III, VI oder VII gelegenen Aufpunkt Ph (x, z). Dieser eclahrt nur 
Einfliisse durch stromaufwarts gelegene Halbstrahlen, weshalb die entsprechenden 
Oktanten als hyperbolisches Gebiet bezeichnet werden. Die Grenzen sind: 

x-z _I 1 x+z 
xjz> n: n I-n <., ~ < n 1 + n' (35) 

Mit den neuen Veranderlichen ~, m oder ~, n ergeben sich die Differentiale zu: 

d~ d, = ~ d~ dm = - ~ ~ d~ dn, 
n 

doch kann zunachst von der Variablen n noch abgesehen werden, da sich mit 

n = ~ der Ubergang zu ihr stets leicht durchfiihren laBt. Fiir das unbestimmte 
m 

Integral von Gl. (23) ergibt sich dann: 

J J V(x:~~~~d~~n2 = J JY;2(1_m2):::~7~~~d~L~+ (X2~~~) = J. 

Nach der Integrationstabelle Nr. 17 und 18 ergeben sich bereits formal ganz 
verschiedene Werte fiir J, je nach dem, ob 1m 1 ;;: 1, also ob der Halbstrahl im 
elliptischen oder hyperbolischen Gebiet liegt. Nach Ausfiihren der Integration 
und Einsetzen der Grenzen nach Gl. (34) ergibt sich schlieBlich folgender Beitrag 
fiir eine Belegung in VIII, I: 

rp (x, z) = 

+1 

IJ vo(m) ftf 2 2 x-mz 
- 1 2 I x - z - 111 2 n -m l 1 -m 

In I_x... - m z + VI m2 V:I"2 Z2 I} dm. 
mx-z 

(36) 

-1 

Hierin ist bereits auch iiber den Oktanten VIII integriert. Die Berechtigung 
kann aus der Betrachtung einer Belegung des Oktanten VIII entnommen werden, 
ist aber kiirzer aus folgender Uberlegung zu gewinnen. Das Potential rp in einem 
Punkt des Oktanten I bei einer Belegung von VIII muB dasselbe sein wie das 
Potential in einem an der x-Achse gespiegelten Punkt bei einer in gleicher Weise 
gespiegelten Belegung. Da nun der Integrand von (36) bei einer Vorzeichen
umkehrung von m und z, welcher die eben genannte Spiegelung entspricht, in 
sich iibergeht, gilt er unverandert auch bei einer Belegung von VIII. 

Fiir eine Belegung von II, III, VI und VII erhalt man mit den Grenzen (34) 
fiir einen im elliptischen Gebiet VIII, I gelegenen Aufpunkt folgendes Resultat: 

-1 

IJ vo(n) {,---- z-nx (n . z-nx)}d rp = - ---- VX2 - Z2 + . - - arCSll1 -.---- n + 
n I-n2 YI-n2 2 x-nz 
+ 1 (II, III) 

-1 
(37) 

+ J..[ Vo (n) {VX2 - Z2 + ~-n x (_2 + arcsin z-n X)} dn. 
n. 1 - n2 y 1 _ n2 2 x - n z 
+ 1 (VI, vII) 

Der Integrand fiir die Belegung von VI und VII folgt wieder aus jenem fiir 
die Belegung von II und III aus der eben skizzierten Uberlegung. 
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In den Gl. (36) und (37) entstammen die komplizierteren Ausdriicke der 
Grenze ~ = O. Deshalb wird das Resultat fur einen hyperbolisch gelegenen 
Punkt viel einfacher. Rier kann man sich auf einen in II oder III gelegenen 
Punkt beschranken und kommt zum Ergebnis: 

-1 

xl;: > n: fjJ = - J (; -':-::)~/. Vo (n) dn. 

..::... (II, III) 
z 

(38) 

Der Integrand in Gl. (36) enthalt an der Stelle m = z/x eine integrierbare 
Singulacitat. Wenn im folgenden auf die Geschwindigkeitskomponenten uber
gegangen wird, ist also bei der Belegung des elliptischen Gebietes das AusschlieBen 
der Stelle m = zjx mittels einer Oauchyschen Hauptwertbildung erforderlich. 
Dies entspricht vollig den bekannten Verhaltnissen bei Unterschallstromung 
Gl. (VII, 8), weshalb dieser Rinweis geniigen moge. 

Die Moglichkeit, direkt mit den Komponenten zu arbeiten, erweist sich als 
ein Vorteil, der dadurch ermoglicht wurde, daB sich das Potential der kegeligen 
Stromung durch eine Integration aus dem allgemeinen Integral (23) ergeben hat. 

Bei Belegung alIer in Frage kommenden Oktanten setzen sich die entsprechen
den Geschwindigkeitsstorungen einfach additiv aus den einzelnen Wirkungen 
der elliptischen und hyperbolischen Belegung zusammen. Damit ergeben sich 
nach Ableitung der entsprechenden Potentiale folgende Resultate fUr einen 
elliptisch gelegenen Aufpunkt: 

x~ JzJ: 
-1 

u-uoo =.!.J vo(n)_{ VX2=Z2 
TC I-n2 x-n z 
+ 1 (VI, VII) 

+1 

-L .!.J Vo (m) {m VX2=z2 
I TC 1-m 2 m x - z 

-1 (VIII, I) 

-1 

~J Vo (n) J YX2_Z2 

+ TC I - n 2 t x - n z 
+ 1 (II, III) 

+ n [TC2 _ arcsin z - n x ]} dn + 
VI-n2 x-nz 

[ TC-L • z-nx]'d 
""Y=-'1==n=2""" 2 I arcsln x - n z f n. 

n 
(39) 

Die Funktion wist von geringerem Interesse und kann nachtraglich stets 
mit der Gleichung der Wirbelfreiheit bestimmt werden, weshalb man sich die 
entsprechenden Formeln - die ubrigens groBe Verwandtschaft zeigen - hier 
ersparen kann. Naturlich sind die Geschwindigkeitskomponenten Funktion 
von z(x alIein, und zwar ist u - U oo in z symmetrisch, wenn der Korper und damit 
die Belegung in z symmetrisch ist. 

Die Komponenten fiir einen in II oder III gelegenen Aufpunkt folgen sehr 
leicht aus Gl. (38): 

z;z 
z> x> nz: Jvo(n)ndn 1 

u-uoo = fjJx = (l_n2)3;. - V x2 (40) 
1 1--

- Z2 

Damit das Integral an der unteren Grenze endlich bleibt, muB gefordert 
werden, daB vo(n) dort verschwindet und mit einer hoheren Potenz als V1-n2 
mit n steigt. Die Notwendigkeit einer solchen Forderung kann nicht iiberraschen, 
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weil die Normalkomponente der Geschwindigkeit auf die Vorderkante am Ab
hangigkeitskegel des Ursprunges der Schallgeschwindigkeit gleich ist. Dieselbe 
Forderung wird anschlieBend nochmals notwendig sein. Eine genauere Unter
suchung der Verhaltnisse am Abhangigkeitskegel und am EinfluBkegel des 
Ursprunges kann iiberhaupt nicht ohne weiteres von den linearisierten Gleichungen 
ausgehen. 

Wahrend Gl. (40) unverandert angewendet werden soll, ist es vorteilhaft, 
die Funktionen "arcsin" und "In" in Gl. (39) mittels einer partiellen Integration 
fortzuschaffen. Die Ableitungen der genannten Funktionen nach del' Integra
tionsvariablen lauten: 

a ( . z - n x ) VX2 - 22 
on- arCSlll x-nz =-(:;;~-nz)Vl-n2-; 

_0_ (In _x -= m_zj- VI - fn2 V;;Z--Z2) = _ __VX2 =~ Z2 

am Imx-zl imx-zl Vl-m}i' 

Ferner werden folgende Integrale iiber die Belegung gebraucht: 
n 

B (n) =JVo(t)tdt. 
1 (l_t 2 )3/,' 

+1 

In 

A (m) = r Vo (t) dt ; 
. (l_t2)3" 
o 

n 

B (n' =J~t) t d~ .. 
2) (l_t2 )3 I,' 

-1 

(41) 

( 4:2) 

Wegen del' schon fiir Gl. (40) erforderlichen Voraussetzung, daB Vo (n) am 
Abhangigkeit8kegel des Ursprunges mit einer hoheren Potenz als VI - n2 be
ginnen muB, ist: 

Da Unstetigkeiten am Einflupkegel durch die Iinearisierten Gleichungen 
nicht mehr richtig erfaBt werden, bedeutet es keine weitere Einschrankung, 
wenn Vo am Einflupkegel als stetig vorausgesetztwird. Die Oberflache soll dort 
keinen Knick machen. Wegen des Verschwindens von Vo am Abhangigkeit8kegel 
kann keine Verwechshmg entstehen, wenn die Werte am Einflupkegel einfach 
mit vo(+ 1) und vo(-I) bezeichnet werden. 

Die Funktionen A, B1, B2 wachsen am EinfluBkegel liber aIle Grenzen. Indem 
Vo (t) dort entwickelt wird, ergeben sich folgende Naherungen (siehe Integral
tafel) : 

1 1 
n ~ + 1: B2 = Vo (1) ---::--:=== + ... ; m -~ + 1: A = Vo (1). . + ... : 

VI-n2 Vl-m2 (44) 

I 1 
n~-I: Bl ='1.'0(-1)--== + ... ; m~-l: A=-vo(-I)-;== + .... 

Vl-n2 Vl-m2 

An denselben SteIlen wird auch die Kenntnis des Verhaltens der Funktionen 
"arcsin" und "In" benotigt. Da es sich zeigt, daB diese wie die Wurzeln V1-n2 
und V1- m2 verschwinden, wird am besten nach diesen Ausdriicken abgeleitet: 

n~-l: 
n . Z - nx 
2- arCSlll x-nz = 

= r a (-n2 - arcsin z-nx)J VI-n2 + ... , 
aVI-n2 x-nz -1 

- ~ arCSIn ... _____ I n + ... -r~ ( . z - n x) VI - n2 J ·V~ 
un x-nz n-I 

-Vx-Z 1--2 - --V l - n + .... 
x+z 
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Ganz entsprechend ergeben sich die anderen Resultate: 

n~-l: V-:n; . z-nx x-z ---
-2 -arCSIn = ---VI-nZ + ... ; x-nz x+z 

m~=fl: In :I;-=-mzl~~Vxz __ Z2 = V:::Vl-mZ+ ... ; (45) 

:n; + . z - n x _ V x + z V-I--Z n ~ + 1: -2 arCSlll - --- - n + .... x-nz x-z 

Mit G1. (41) bis (45) folgt nun fiir die partielle Integration im ersten Integral 
von (39): 

-1 

--arcslU n = [ 
Vo (n) n [:n; . z - n X] d 

• (1 _ n2)3/. 2 x - n z 
+ 1 (VI, VII) 

-1 

= [Bl (n) (~- arcsin z-nx )]-1 _ V-xCC"Z-----Z-ZJB1 (n)- d'(/, __ _ 
2 x-nz +1 (x-nz)Vl-n2 

+ 1 (VI, VII) 

-1 

Vx=z v-2fB dn 
=1'0(-1) x+z - x 2 -z dn)(~-nz)Vl--n2' 

+ 1 (VI, VIl) 

Ahnliche Ergebnisse zeigen die anderen partiellen Integrationen. Bei der 
Summation aller Bestandteile fallen die ausintegrierten Glieder schlieBlich weg 
mit folgendem Resultat7 : 

-1 

:n; (u-uoo ) =Jr vo(n) _ B 1 (n) l_d_n_ + 
V x2 - Z2 . 1 - n2 VI - n 2 J x - n z 

+ 1 (VI, VII) (46) 
+1 -1 +J[ vo(m)m - A(m)l~_ + [1-. Vo(n) _ B 2 (n) l_d_n 

I-m2 Vl-m2 J mx-z . I-n2 Vl-n2 J x-nz 
- 1 (VIII, 1) + 1 (II, III) 

Gl. (46) ist deshalb besonders brauchbar, weil die Ortsveranderlichen x, z 
darin in einfachster Form auftreten. Nach Herausheben von liz im ersten und 
letzten und von l!x im mittleren Integral ergeben sich formal genau Poisson
Integrale, wie sie in G1. (VII, 8) bei schlanken Profilen in Unterschallstromung 
angewendet wurden. Nur tritt an Stelle der dortigen Belegung hier ein Klammer
ausdruck, in welchem die Belegung in komplizierterer Weise eingeht. Doch ist 
dies von untergeordneter Bedeutung, da die Belegung ja vielfach durch solche 
Funktionen ausgedriickt werden kann, die besonders einfache Formen der 
Klammerausdriicke ergeben. Wie bereits erwahnt, ist im mittleren Integral 
wie in G1. (VII, 8) an der Belegungsstelle der Cauchysche Hauptwert zu nehmen. 
G1. (46) gilt auch dann, wenn der Korper irgendwo im VIII. oder 1. Oktanten 
endigt. Mit der Belegung Vo verschwinden dann alle Integralbeitrage auBerhalb 
vom Korper bis auf das Integral iiber A (m). Bei einem die x-Achse umschlieBen
den Korper beispielsweise nimmt A (m) nach G1. (42) im ganzen 1. und VIII. Ok
tanten von Null verschiedene Werte an. AuBerhalb der GrundriBflache des 
Korpers ist A (m) dabei konstant. F. HJELTE40 gibt eine Systematik und 
Beispiele zur Berechnung symmetrischer, innerhalb des Machkegels gelegener 
Korper ausgehend von G1. (46). 
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6. Kegelige FHiche ohne Kantenumstromung. 
Gl. (46) sei auf einen Karper angewendet, dessen Vorderkanten in den hyper

bolischen Oktanten beiderseits der x-Achse liegen magen. An der Oberseite 
sei Vo auf der ganzen Flache konstant. Fur die Berechnung der Geschwindig
keitsverteilung an der Oberseite sind die VerhiiJtnisse an del' Unterseite be
deutungslos. Aus Gl. (42) ergibt sich dann fur Vo = konst. zwischen n1 und n 2 

(Abb. 265) und Vo = 0 auBerhalb (Integraltabelle): 

I-nz 

Vo B2 (n) Vo vom A (m) = O. 
1- n 2 Vl-n2 =Vi ---=~22 VI ~-n2; 1-m 2 Vl-m2 

Die Integrale in Gl. (46) sind nun mit del' Integraltabelle odeI' direkt 
Gl. (41) leicht auszufuhren: 

mit 

-/ 

.. , 
- - arcsIn . 1 1 I-:n; + . z - n 2 x ] 

VX2_Z2 Vl-n22 2 x-nzz Abb. 265. Kegelige FJache ohne 
Kantenumstriimung. 

Diese Gleichung gilt fUr M = Vi Mittels del' 
bei beliebigem M nach entsprechenden Reduktionen Pl'. Regel gilt dann 

fUr x > I z I cot ex: 
_u __ uoo~ cot ex = 1 [~ _ ~ arcsin c_ot_1X (z-_ _ nix) -] + 

Vo VI - n 12 cotZ IX 2:n; x - n1 z cot IX 
(48) 

1 [ 1 1 . cot IX (z - n 2 x) ] + - + - arcsm 2' VI - n z2 cotZ IX 2:n; x - n 2 z cot IX 

Aus Gl. (33) folgt fur z cot ex > x > n1 z cot ex: 

u-uoo 1 9) - cot ex = (4 
VO VI - n z2 cotZ IX 

Fur n1 = n2 ergibt sich ein schiebender Fliigel 
OH~-c:--c-l1il''''' konstanter vo-Werte. Gl. (48) geht in Gl. (49) 

'(J uber. Letztere ist schon vom Pfeileffekt (Ab
schnitt VI, 21) her bekannt. Fur n1 = n2 = 0 
ergibt sich die Ackeret-Formel Gl. (VIII, 3). 

Fur einen symmetrischen Dreiecksflugel (Ab
Abb. 266. Dreieckfliigel ohne Kanten- bildung 266) folgt mit - n1 = + tg A = n 2 folgen-

umstromung bei M = (2. des Resultat: 

u-uoo 
Vo 

- -- -- - --- --- - 1. cot IX (z + X tg A) 
cot ex VI - tg2 A cot2 ex = 1 - - arcsm - + ~t A- -t2-- + :n; x zgcolX 

+ ~ arcsin cot IX (z:-::-x tg~t, (50) 
:n; x - z tg A cotZ IX 
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dessen Verlauf in Abb. 266 gezeigt wird. Am EinfluBkegel schlieBen die Werte un
mittelbar an G1. (49) an. Die GeschwindigkeitsstOrungen liegen vor dem EinfluB
kegel entsprechend dem Pfeileffekt iiber jenem der ebenen Stromung gleichenLangs
schnittes. 1m EinfluBkegel sinken sie aber unter dies en Wert, und eine allerdings 
etwas umstandlich auszufiihrende Integration wiirde zeigen, daB sich im Mittel 
langs einer Geraden x = konst. genau die Werte der ebenen Stromung ergeben. 

An der Unterseite einer unendlich diinnen Platte herrscht dieselbe Geschwin
digkeitsverteilung wie oben, nur mit umgekehrten Vorzeichen. Da sich ferner 
im Abschnitt (VI, 19) der Auftrieb eines flachen Korpers jenem einer unendlich 
diinnen Platte gleichen Grundrisses als gleich erwies, ergibt sich der Auftrieb 
eines Dreiecksfliigels bei A + <X < nJ2 gleich jenem eines flachengleichen Profiles 
bei ebener Stromung3 : 

f ·· 0 dCn dCa 4 4t (51) ur to = : d-::- = To- = V = g ex. 
v v M'bo - 1 

Voraussetzung dabei ist natiirlich eine gerade Hinterkante. 
Der Auftrieb eines Streifens dx ist proportional seiner Breite und damit pro

portional x. Damit wird das Moment des Streifens urn die Fliigelspitze pro
portional x2• Man iiberzeugt sich leicht, daB sich fiir den Abstand des Druck
punktes von der Spitze folgender Wert ergibt, wenn der Abstand der Hinter
kante von der Spitze gleich 1 gesetzt wird: 

1 1 

l = J x2 dx j' J x dx = 2/3, 
o 0 

(52) 

Die Tangentialkraft einer unendlich diinnen Platte ohne Kantenumstromung 
verschwindet und bleibt auch bei einem flachen Korper vernachlassigbar klein 
fiir die Berechnung der Widerstandsanderung mit dem Anstellwinke1. Mit 
G1. (VI, 144) ergibt sich fiir to = 0: 

d2c 
de~ = 8 tg <x, (53) 

wie fUr aIle flachen Korper ohne Kantenumstromung. 

7. Tragendes Dreieck mit umstromten Kanten. 
Das einfachste Beispiel einer Kantenumstromung ergibt eine angestellte, un

endlich diinne Dreiecksplatte mit einer Pfeilung A > nJ2 - ex. Mit Riicksicht 
auf die Pro Regel geniigt es <X = 45° zu wahlen, damit ist also A > 45° (Abb. 267). 

Die Theorie fiir kegelige Stromung kann unverandert auch fiir das abgeleitete 
Potential und die abgeleiteten Geschwindigkeitskomponenten iibernommen 
werden (Abschnitt VI, 18). Damit gelten aUe aufgestellten Gleichungen; wenn 
die Komponenten wie folgt ersetzt werden: 

U - U oo -,)0 Ue, V -,)0 Ve - uoo, W -,)0 We. (54) 

Dabei liege wie bei allen vorausgegangenen ahnlichen Aufgaben, dem an
gestellten Profil oder dem angestellten Rotationskorper, die Vorstellung zugrunde, 
daB der Korper unveranderlich fest im Koordinatensystem liege. Studiert wird 
die Anderung des Stromungszustandes mit dem Anstellwinkel der Anstromung 
bei to = o. 

Wahrend die v-Komponente am Korper unabhangig vom AnsteIlwinkel to 

bleibt, nimmt sie zwischen der Vorderkante und dem EinfluBkegel der Spitze 
mit to zu, indem sich die Unterschiede auf Druck- und Saugseite des Korpers 
nun auf diese Weise ausgleichen konnen. AuBerhalb vom EinfluBkegel ist Ve = 

= uoo , also Ve-Uoo = O. Damit bleibt in G1. (46) nur das mittlere Integral 
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von Null verschieden und kann wie folgt geschrieben werden: 
+ 1 

V~_-u.=jK (m) dm 
1- (_~)2 m-~ 

x -1 x 

(55) 

Fiir die Funktion K (m) gibt es mit Gl. (42) und (54) dann die Darstellung: 
m 

K (m) = _m (~'-=-uco) _ .1 r v. (t) ~ -~~ dt = 
1 ~ m 2 V 1 ~ m2 , (1 ~ t2) 12 

° m 

= m2 ~ [ VI=mJ j' v. (t) - uco_ dtJ. 
dm m. (1 ~ t2)312 

(56) 

o 
Am Karper ist v. = O. 1m Umstramungsgebiet des EinfluBkegels ist hin

gegen v. un bekannt , doch weiB man (Abschnitt VI, 18), daB dort u. = 0 ist. 
Dies fiihrt zu einer Integralgleichung fiir v., deren Lasung bekannt ist. Das 
Problem sowie jenes des nachsten Abschnittes und des Abschnittes VIII, 3 
(angestelltes Profil) soIl gelast werden, indem die v.-Verteilung aus del' Integral
gleichung bestimmt wird. Die u.-Verteilung kann dann aus einem Integral iiber 
die nunmehr bekannte v.-Verteilung berechnet werden7• Diese Methode erlaubt 
es, auch komplizierte Probleme einfach auf zwei Integrationen zuriickzufiihren. 
Deren analytische Durchfiihrung ist zwar nicht immer leicht, doch kann erforder
lichenfalls stets auf numerische Integrationen zuriickgegriffen werden. 

Mit derSymmetrie des Fliigels erweist sich auch die v.-Verteilung in m sym
metrisch. Iudem man das Vorzeichen del' Integrationsvariablen t umkehrt, 
ergibt sich dann: - m 

K (-m) = m 2 ~_[VI=mJ /·_~.(tl~ u~ dtl = 
dm m , (l_t2)"12 J 

u (07 ) 

K (m) ist antisymmetrisch in m bei symmetrischem Karper. 
Die Vorderkanten seien durch die Werte m 1 = tg A und - m i gegeben. Da 

auf der Flache v.-uco = -uco ist, verschwindet K (m) fiir -mi < m < mI' 
Die Integration in Gl. (55) ist auf zwei symmetrisch gelegene Intervalle zu er
strecken, welche mit Gl. (57) leicht auf ein Intervall zuriickgefiihrt werden 
kannen: - m, 1 

-V-l ::(~--)2u.=jK(m)m~~ +rK(m)m~~ 
~ -;-, - 1 X r~, X 

1 

m:~ + jK(m) m dm z- = 
X m, X 

(58) 

1 I 

=jK(m) m::(~r = jK(m) /~ z; 

m, X _0 ( XZ )2 _ m12 
m2-m12 • 

mit: !; = 1 _ m12' Z = ----r---= m12 • 
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1m Gebiet m12 < (: t < 1 verschwindet U., so daB sich dort die Integral

gleichung ergibt: 
1 J d; 

0= K(m) ;-z' 
o 

Sie ist aus der Trag£lugeltheorie bekannt und wurde auch schon in 
Abschnitt (VII, 3) verwendet. Nach der Integraltafel erhalt man daraus fur: 

(59) 

AuBerhalb des Gultigkeitsbereiches wird K (m) imaginar. Die Konstante C 
ist zunachst frei, was nicht verwunderlich ist, weil K (m) fur alle konstanten 
Werte von V.-Uoo verschwindet. C muB so gewahlt werden, daB v. am Ein
fluBkegel m = 1 die Werte der Anstromung annimmt, daB also dort gilt: 
V.-Uoo = l. Aus G1. (56) folgt mit Rucksicht darauf, daB K (m) fur m1 > m ;;;. 0 
verschwindet und die verfugbare Integrationskonstante so gewahlt werden muG, 
daB sich am Korper v. = 0 ergibt: 

und nach Ableiten nach m mittels G1. (59): 

m, 

m 

v.(m) = J Kt~t) dt + l-:m2 K(m) = 

m, 

Daraus ergibt sich fur m = 1, v = + U oo : 

1 

Uoo = C (l-m 2)J_- __ dt_ --- = C (l-m 2) E'(~1). (60) 
1 ta V(t2 _ m12) (1 _ t2) 1 m 1 

m, 

Das Integral, welches zur Bestimmung von C erforderlich ist, ist elliptisch 
und muB Tabellenwerken entnommen werden. Die hier verwendeten Werte sind 
in Abb. 268 wiedergegeben. Mit G1. (60) ist also K (m) in G1. (59) vollig be
stimmt, so daB sich nun mit G1. (58) folgender Wert ergibt: 

1 

n U. m 12 r d; 
--VI (;r U oo = (l-m12)E'(m1\ (;-z)V;(I-;) 

1 

=2 m 12 J dt 
(l-m12)E'(m1) [t-(2z-1)]Vl-t2 

-1 
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Mit del' Superposition t = 2 ~ - 1 ist das Integral (19) del' Tafel gewonnen, 
wobei auf del' Flache die untere Losung zu verwenden ist. Nach Einsetzen del' 

Grenzen und des Wertes fur z nach 
G1. (58) folgt: 

1 

V~-=Ln:x(' 
Von dies em fur M = V2 gultigen 

(JI--+;--:---~"n"'-I-:A~) Resultat kann nun leicht auf be
oJ ::t/1 -t, liebige Mach-Zahlen ubergegangen 

werden. Mit m} = cot A ergibt sich 
(Abb.267): 

Ue cot A 
U OO E' (cot A . cot (X) 

1 

Abb. 267. Dreieckfliigel mit Kantenumstromung bei M = VZ:- V l -r:3=~l2' 
(61) 

Bei diesem Beispiel kann We besonders leicht gewonnen werden. Die Inte
grationskonstante, welche sich bei del' Integration del' Wirbelgleichung ergibt, 
i.st so zu wahlen, daB We auf der x-Achse verschwindet: 

x 

x r ___ z dx 
WE 8 UE 1 x cot A 

U oo = f Tz ( U oo ) dx = -E' (cot A cot (X) ~-[l--=-( -Z----)2J3/z = 
o u x~A 

o (62) 

Die Storungen wachsen an den Fliigelkanten uber alIe Grenzen, weshalb 
die Linearisierung dort picht mehr berechtigt sein durfte. Bezuglich des 
"induzierten Widerstand" gilt das auf S. 380 fur Unterschallstromung Gesagte. 
Er ist mit Hilfe des Impulssatzes zu berechnen. Da die Tangentialkrafte nun 
nicht mehr vernachlassigbar sind, kann hier im allgemeinen G1. (53) nicht mehr 
geIten. Hingegen gilt Formel (52) fur die Druckpunktslage eines Dreiecksfliigels 
unverandert, weil hierin nur vorausgesetzt ist, daB del' Auftrieb eines Streifens dx 
proportional seinem Abstand von del' Spitze ist. 

Fur den Auftriebsbeiwert ergibt sich aus G1. (VI, 143) folgendes Resultat 
fur c = 0: 

dCn = dCa = -4- ff (~) dx dz = 
dE de cot A U OO E' (cot A cot (X) 

2]f; cot A 

F (63) 
]f; 1 b2 

"2 E'{cot Ac otaj F 

fUr A ~ ; - iX. An del' Grenze A = ; - iX, also cot A cot iX = 1, ist 
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E' (1) = ;. Damlt ist dort der AnschluB an das Dreieck ohne Kantenum

stramung hergestellt. Nach Abb. 268 nimmt der Auftrieb mit zunehmender 
Pfeilung bei gleichem M abo 

Fur starke Pfeilung oder Moo -1 geht nach Abb. 268 Gl. (63) in Gl. (11) 
uber. Damit erhalt man eine Moglichkeit, die ein-
fache Theorie kleiner Seitenverhaltnisse zu prufen. 1.0r-:::::::-----,.----., 

Offenbar kommt es auf das Verhaltnis vom Pfeil
winkel und Mach-Winkel an. Je kleiner dieses ist, 
urn so genauer ist die einfache Theorie von R. T. JONES 
in Abschnitt 2. Dies zeigt auch folgende tJber- fl,§ t-----+-7''''''----1 

hZ, 1,0 

legung: Eine Anderung der Kantenform kann sich 
erst langs Machscher Linien im Inneren des Flugels 
bemerkbar machen. War das Feld etwa kegelig, so 
bleibt es im inneren des Fliigels auch bei Anderung 
des Kantenwinkels noch ein kurzes Stuck kegelig. 

Abb. 268. Die Funktionen zu 
Nach R. T. JONES hingegen hangt die artliche GI. (60) bis (63). 

Starung nur vom Kantenwinkel im selben Quer-
schnitt abo Das stimmt offen bar urn so besser, je steiler der Mach-Winkel ist 
(je naher Moo an 1 liegt) und je langsamer die Kanten ihre Richtungen andern. 

8. Fliigelrand. 

Wahrend sich die Flugelenden bei Moo < 1 in allen Flugelteilen bemerkbar 
machen, ist ihre Wirkung bei Moo> 1 durch ihre EinfluBzonen begrenzt. Handelt 
es sich insbesondere um eine tragende Flache, welche am Flugelrand durch gerade 
Kanten begrenzt wird (Abb. 269), so kann 
man die Kantenumstramung als selbstandige 
Aufgabe der kegeligen Stramung behandeln. 
1m vorliegenden Beispiel falle die umstromte 
Kante mit der x-Achse zusammen, die andere 
Kante liege in VI oder VII. Gl. (46) werde 
wieder mit den Beziehungen (54) umgeschrie
ben, wobei nun Beitrage vom ersten und 
zweiten Integral geliefert werden. Die ersteren 
wurden bereits in Gl. (48) berechnet, im 
zweiten Integral hingegen gibt es wieder nur 
Beitrage aus dem Gebiet O:S m :s 1 der 
unbekannten v.-Werte. Mit der Funktion 
K (m) G1. (56) ist somit: 

1 

n u =jK(m) _dm + 
VX2_Z2 • mx-z 

Uoo I 

V X2 - Z2 V I - n 12 

o 

m, ·0 

I 
.Iff 1I 

Abb. 269. Fliigclrand. 

[ n . z-n1x] --arcslU--- . (64) 
2 x-nlz 

Da nun u. zwischen 0 < ~ < 1 verschwindet, ergibt sich fur diesen Bereich 
x 

die Betzsche Integralgleichung: 

1 

JK(m) m:~ 
o x 
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mit del' Losung (Integraltafel): 

Vtdt 
VI+t(t- ;)' 

Del' Eerechnungsweg solI nur skizziert werden. Eine partielle IntegratiQ~rachte 
keinen Vorteil, da damit wohl der "arcsin" verschwinden, jedoch eine gleich 
unangenehme Funktion neu auftreten wurde. Wird das Integral hingegen nach 
n1 abgeleitet, so ergeben sich bekannte Integrale. Nach Einsetzen del' Grenzen 
fur t kl!!nh nun nach n1 integriert werden. Als untere Grenze ist dabei n1 = - 1 
zu wahlen, da dort das Integral verschwindet. Als Resultat ergibt sich schlieBlich: 

K(~)~ V~(~-~) + 

- ~ -n-V-l
u
-
w

",-; V+(:~) In I J + V:'-n,' 
I + VI+n~ 
I - VI + n i 

-VZ V-z VI + n i X - I + x 
--------------- --VZ V-z VI + n i X + I + x 

Hierin ist C zwar noch unbestimmt, doch kann Ve bei ~ = 0 nur integrierbar 
x 

unendlich werden, weil sich sonst ein unendlicher Massenflu13 nach aufwarts 

ergabe. Aus V e """ z-" mit IX < 1 folgt nach Gl. (56): K (:) '"'-' Zl- IX. Fur 

z - 0 muB also K (:) endlich bleiben, weshalb C so gewahlt werden muB, daB 

die singularen Stellen auf del' x-Achse wegfallen. In del' letzten Gleichung 
bleibt damit nur del' dritte Summand, woraus sich schlieBlich U e mittels Gl. (64) 
wie folgt bestimmt: 

+ -----== - - - arCSIn . I [ I I . z - n i x ] 
V I - n I 2 2 n x - n i z 

Die Integration wird wie jene letzte nach t ausgeftihrt, indem zuerst nach n 1 

differenziert und nach Einsetzen del' Grenzen von m wieder uber n1 integriert 
wird. Das Integral in del' letzten Gleichung fur n1 = - 1 verschwindet zwar 
nicht, ist jedoch elemental'. Man findet: 

U e I x + (2 + n l ) Z Z 
-- = ---- arccos ----'----'-------'- fur - 1 ~ - ~ O. 
U OO nVI- n I 2 x - n i Z - x -
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Man uberzeugt sich leicht, daB die Werte dieser Gleichung auf der x-Achse 
an den Wert im Oktanten I (d. h. u = 0) und am EinfluBkegel (z = - x) 
an den Wert im Oktanten VII anschlieBen. Letzterer ergibt sich aus Gl. (49) 
mittels Gl. (54). Fur beliebige Mach-Zahlen gilt schlieBlich: 

fur _ tg eX :::;: ~ :::;: 0: ~ = __ tg_(X~= ~ arccos x + (2 + n1 cot a) z cot a 
~ x ~ u= VI-n12cot2a n x-nlzcot2 a 

u 
fur - tg eX ;'S ~ ;'S n 1 : _e-

X u= 
tg a 

(65) 

Fur den Rand eines Rechtecksflugels ergibt sich die in Abb. 270 wiedergegebene 
Verteilung. Sie wurde erstmalig von SCHLICHTING8, ausgehend von Anschau
ungen der UnterschaUtragflugeltheorie, berech
net. Weitere Literatur uber den Gegenstand 
findet man unter 9,10,11,38. 

9. Verallgemeinerungen durch Transformation. 
Mit Transformationen, welche die Eigenschaft 

besitzen, die Ausgangsgleichung in sich uber
zufuhren, konnen aus bekannten Losungen neue 
hergestellt werden. Die Randbedingungen der 

I 
J.;t;, cot a' 

z cot a: 

neuen Losungen ergeben sieh dabei ebenfalls Abb. 270. Geschwindigkeitsverteilung 
durch diesel be Transformation. Bei der Laplace- am Rand eines Rechteckfliigels. 

Gleichung sind es beispielsweise die konformen 
Abbildungen, durch deren Anwendung viele Randwertaufgaben gelost werden 
konnen. Eine besonders einfache Transformation bei der Laplace-Gleichung ist 
ferner die Drehung des Koordinatensystems, wobei es physikalisch klar ist, daB 
die Form der Differentialgleichung dabei ungeandert bleibt. 

Wie die genannten Transformationen, beschrankt sich auch jene dieses Ab
schnittes keineswegs auf "kegelige Stromungen". Doch sollen nur Transfor
mationen in der x, z-Ebene betrachtet werden, womit das Anwendungsgebiet 
auf flache Korper beschrankt bleibt. Es sei eine einfache line are Beziehung 
angenommen, d. h. das Gegenstuck der "Drehung" bei der Laplace-Gleiehung 
sei gesucht. Des besseren "Oberblickes wegen seien die Betrachtungen wieder 
auf M = V2beschrankt. 

In das Gleichungssystem: 

_ ou + ov + ~ = o. 
OX oy oz ' 

ou 
oy 

ov 
ox' 

OW 
oy 

ov 
Tz' (66) 

wird zunachst eine lineare Transformation in den unabhangigen und abhangigen 
Veranderlichen eingefuhrt: 

x'=ax+bz; z'=cx+dz; 

u = A u' + B w'; w = C tt' + D w'; 

y' = y; 

v' = v. 
(67) 

Aus del' Forderung, daB die Gleichungen in den gestrichenen GroBen wieder 
die Form von (66) annehmen sollen und daB die Transformation fUr den Para
meterwert a = 0 die Identitat ergeben solI, ergibt sich nach elementarer 
Rechnung: 

x' = x - a z . z' = - a x + z . 
VI- d'I ' VI- a! ' 

x' + az' x ~ - . 
,~ Vl-a2 ' 

Oswatitsch, Gasdynamik. 

a x' + z' 
z=-== Vl- a2 • 

(68). 

26 
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Die Transformationen fiihren die WeIlengleichung in sich iiber und sind als 
"Lorentz-Transformationen" durch die spezielle Relativitatstheorie sehr bekannt 
geworden. (Rich tiger soUten sie eigentlich nach VOIGT, der sie zuerst aufstellte, 
benannt werden.) Fiir die neuen Geschwindigkeitskomponenten ergibt sich : 

w'(x', z') = a~(x,z) + ~(x, z) . 

Vl- 0-2 
(69) 

Der Parameter a ist innerhalb der Grenzen - 1 < a < 1 frei wahlbar. Die 
Umkehr der Gl. (69) ergibt sich, wie bei der Gl. (68) , einfach durch einen Vor
zeichenwechsel von a. Die Transformation der Geschwindigkeitskomponenten 
entspricht genau den Umkehrformeln der Koordinatentransformation. 

Durch die G1. (68) geht der Abhangigkeits- und Einflu13kegel des Ursprungs 
in sich iiber: 

aus x2 = y2 + Z2 folgt X'2 = y'2 + Z'2. (70) 

Ferner kann durch die Transformation kein Punkt iiber den Mach-Kegel 
versetzt werden. Die Geraden durch den Ursprung in del' x, z-Ebene erfahren 
folgende Lageanderung: 

z 
z' -0- +-

x 
(71 ) 

x' l - o- ~ 
x 

Daraus folgt: 

z 1 
1 a 0 -a -1 CXJ 1 x 0- 0-

z' 20- 1 + 0-2 1 
1 0 -(J -1 - - --- - CXJ 

x' 1 + 0-2 20- 0-

AIle Geraden durch den Ursprung drangen sich demnach bei positi\-em (J 

zur Geraden x = - z hin unabhangig davon, ob sie nun im Einflu13kegel 

00 -z liegen oder au13erhalb von diesem. In 
Abb. 271, welche dies en Vorgang zeigt, 

--J stehen an den Geraden die Richtungs
o konstanten vor der Transformation, 

-----=:;aE----O -----,IF-----j urn so die Zuordnung kenntlich zu 

Abb. 271. 

1 z 

" \0. ,~ 
i' 

Verzerrung des Geradenbll schels nach 
GI. (71.): <1 = ' I •. 

machen. 
Man erkennt die Bedeutung del" 

Transformation sofort an der kegeJi
gen Stromung. Eine symmetrisch um 
die x-Achse gelegene Dreiecksflache 
geht in eine asymmetrisch gelegene 
iiber. Ein Fliigelrand mit der x-Achse 

als umstromte Kante bekommt eine andere Gerade als Rand. Mit den in Ab
schnitt 7 behandelten symmetrisch angestromten tragenden Dreiecken beliebigen 
Pfeilwinkels und den in Abschnitt 8 behandelten Fliigelrandern mit der x-Achse 
als Begrenzung hat man unter Hinzunahme der "Lorentz-Transformation" bereits 
den allgemeinsten Fall tragender kegeliger Flachen beliebiger Lage beider Kanten. 
Nur darf bei tragenden Flachen aus physikalischen Griinden eine elliptisch ge
legene Fliigelvorderkante (also eine gegen die Stromung angesteUte Kante) 
nicht in eine Hinterkante transformiert werden (also eine Kante, an der das 
Medium vom Fliigel kommend abstromt). Wie in Abschnitt 2 bei der Darstellung 
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der Theorie von JONES ausfiihrlich gezeigt wurde, unterscheiden sich die Rand
bedingungen an Vorder- und Hinterkanten ganz wesentlich, weil sich das Wirbel
band einer tragenden Flache an der breitesten Stelle ablost. Eine elliptisch 
gelegene Hinterkante liegt somit stets im Wirbelband, an ihr ist die Bedingung 
glatten Anstromens zu erfiillen, wie in inkompressibler Stromung. 

Die Transformation kann auch auf den Kreiskegel angewendet werden. 
Doch bleibt dieser hierbei im allgemeinen kein Kreiskegel mehr. 

In Hinblick auf die Analogie zur dichtebestandigen Stromung kann auch 
von einer "hyperbolischen Drehung" gesprochen werden. Sie ist im Gegensatz 
zur gewohnlichen (elliptischen) Drehung mit Verzerrungen verbunden. 

10. Verallgemeinerung durcb Superposition. 

Bei linearen Gleichungen, wie sie allen vorausgehenden Abschnitten von 
Teil X zugrunde liegen, konnen Losungen superponiert werden. Da jede einzelne 
Losung auch noch mit einem Faktor multipliziert werden kann, konnen beliebige 
Linearkombinationen bekannter Losungen gebildet werden, was besonders bei 

4(,0 

B d,b 
0,0 

o /1,10 I'o,b 

7 2 

J 

Abb. 272. Superposition von Losuogen: 1, = 2, + 4, - 3. 

flachen Korpern sehr niitzlich sein kann. Da sich die Geschwindigkeitskompo
nenten dabei alle aus derselben Linearkombination der Ausgangslosungen er
geben, ergeben sich auch die ,Dickenverteilungen flacher Korper und die Ge
schwindigkeitsverteilungen auf ihnen (d. h. auf ± y -->- 0) in gleicher Weise. 
Es muB also nur darauf geachtet werden, daB die Randbedingungen auf der 
x, z-Ebene erfiillt sind. Jene im Anstromgebiet und in groBer Entfernung sind 
es von selbst, wenn nicht die Stromungen, sondern nur Storungen superponiert 
werden. 

Eine Superposition kommt vor aHem unter Verwertung einfacher Losungen 
in Frage, weil gerade dann viel Arbeit gespart werden kann. Daher seien die 
Ausfiihrungen an Hand der kegeligen Uberschallstromung erlautert. Grundrisse 
tragender Flachen sind ja vielfach geradlinig begrenzt und bilden damit ein 
Anwendungsgebiet der in Abschnitt 7 und 8 berechneten und in Abschnitt 9 
verallgemeinerten Losungen. Eine Dreiecksflache mit abgeschnittenen Fliigel-

spitzen und einer Pfeilung A < ; - IX (Abb. 272) kann beispielsweise aus folgen

den drei Losungen superponiert werden: Zwei kegelige Losungen mit umstromten 
Kanten in den Punkten B und D und eine ohne umstromte Kanten im Punkt C. 
Die Werte von Us und v. - U oo sind in den Feldern notiert. a, b sind dabei ein
fach die durch den Pfeileffekt gegebenen Werte von u. und v. - U oo . W 0 irgend
welche Werte ungleich Null, a oder b auftreten, steht einfach O. Man iiberzeugt 
sich leicht, daB die Superposition 2, + 4, - 3 die Randbedingungen der Losung 1 
erfiillt, und zwar bis zu den EinfluBgebieten des Punktes A und E, wo der Ein
fluBkegel des Punktes C auf die Kanten trifft. Dann ergibt namlich die Super
position im Umstromungsgebiet nicht mehr u. = O. Handelt es sich urn einen 

26* 
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Rechtecksfliigel, falIt also der Knick bei C weg, so ergibt die genannte Superposi
tion richtige Werte bis zum Auftreffen der EinfluBgebiete von B und D auf die 
Gegenkanten. Physikalisch sind die Verhaltnisse noch klarer, indem das Knicken 
der Kanten bei B und D im hyperbolischen Gebiet unbeeinfluBt von der Endlich
keit des Fliigels erfolgen kann. 

Dies zeigt, daB eine entsprechende Superposition bei einer Pfeilung.li + IX > ~ 
nicht mehr zum Ziele fiihrt. 

11. Einige Bemerkungen zu allgemeinen Problemen bei fIachen Korpern 
bei M= > 1. 

Bisher wurden nur unendlich diinne kegelige tragende Flachen bei M = > 1 
behandelt. Damit sind allerdings auch aIle in y symmetrischen kegeligen flachen 
Karper erfaBt, weil diese dassel be u besitzen, wie in Abschnitt VI, 18 gezeigt 
wurde. Kegelige Flachen, welche in y asymmetriseh sind, ergeben aber grund
satzlich nichts Neues. 1st die Vo -Verteilung am Karper beiderseits der x, z-Ebene 

durch V;; und Vo gegeben, so ergeben 
diese eine u-Verteilung im Umstra
mungsgebiet der Kanten. Die Summe 
der Einfliisse, welche von der Ober
und Unterseite herriihren, kann da
bei von einem in y symmetrischen 

Anteil ~ (V;; + vol und von einem anti-

t symmetrischen - Anteil ~ (vo - vol her

riihrend aufgefaBt werden. Die Auf
gabe kann daher aufgespalten werden 
in die Berechnung del" Stromung urn 

Abb einen symmetrischen Karper der . . 273. Tragcnde Platte b i M (1) > 1 mit 

gekrUmmtern Rand. Dickenverteilung ~ (V;; + vol und einen 

antisymmetrischen Korper der Dickenverteilung ~ (V;; -~). Bei letzterem muB 

u auBerhalb des Karpers verschwinden. Die skizzierte Aufspaltung ist keines
wegs erforderlich. Man erreicht dassel be Ziel, wenn man im Umstramungsgebiet 
der Kanten fordert, daB sich aus der vo-Verteilung der ganzen unteren und der 
ganzen oberen Halbebene dasselbe u ergibt. Stets ergibt sieh die Betzsehe Inte
gralgleiehung. Dabei wird man bestrebt sein, die v-Verteilung dureh solche Funk
tionen zu erfassen, welehe die Integrationen mogliehst erleichtern. 

Aueh ein beliebig geformter flacher Karper laBt slch wie oben angegeben 
aus zwei Karpern superponieren, von denen der eine in y-Riehtung symmetrisch, 
der andere hingegen antisymmetrisch ist. Die Bereehnung der Stromung urn 
symmetrisehe Karper oder um solehe ohne umstromte Kanten wurde in Ab
schnitt 4 behandelt. Somit bleibt im wesentlichen das allgemeine Problem der 
tragenden Platte mit umstramten Kanten bei M = > 1 zu behandeln. Eine sehr 
allgemeine Lasung wird von J. C. EVVARD38 angegeben und soIl ihrer relativen 
Einfaehheit wegen hier kurz behandelt werden. Es handelt sieh dabei wieder 
um eine Aufgabe, deren Behandlung bei Moo > 1 bedeutend leichter ist als bei 
Moo < l. 

Der einfache Fall, daB der umstramte Rand einer tragenden Platte gekriimmt 
sei, enthalt bereits alles Typische (Abb. 273). Ais Koordinatenlinien seien die 
Maeh-Linien t, 8 eingefiihrt. Ohne Einsehrankung der Allgemeinheit kann man 
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sieh dabei auf ein reehtwinkliges Maeh-Netz besehranken. Die eine Platten
kante t1 (s) sei nieht umstromt. Ware sie in bekannter Weise umstromt, etwa 
indem die Losung im interessierenden Gebiet kegelig ist, so handelt es sieh grund
satzlieh um dieselbe Aufgabe. Fur die naehsten Schritte wesentlich ist nur, 
daB Vo im Integrationsgebiet zwischen t1 (s) und der umstromten Kante t2 (s) 
bekannt ist. Der Ursprung des s, t-Systems liege am Anfangspunkt der Kante t2 (s). 
1m Umstromungsgebiet t2 < t ist die u- und w-Komponente wie bei der kegeligen 
Stromung gleich Null. Also verschwindet dort auch da'l Storung3potential bei 
geeigneter Wahl der frei verfugbaren Konstanten. Mit Gl. (19) gilt also fur: 

s t 

o =f[f Vo (a, T) dT] da . 
Vt-T Vs-a 

(72) 
o t,(a) 

Der Ausdruck in der eckigen Klammer stellt eine Funktion dar, die nur von a 
und t, nicht aber von 8 abhangt. Da das Integral uber a nun aber fur jeden Wert 
von s verschwinden muB, so ist zu vermuten, daB dies nur dann moglich ist, wenn 
der Ausdruck in der eckigen Klammer fur sich verschwindet. Wenigstens kann 
gesagt werden, daB das Verschwinden des Klammerausdruckes eine Losung der 
Integralgleichung (72) darstellt. Denkt man sich den Klammerausdruck als 
Funktion von a (mit dem fur diese Betrachtung uninteressanten Parameter t) 
geschrieben, so erkennt man in Gl. (72) genau die Abelsche Integralgleichung 
(Integraltafel S. 449). Nach einem Eindeutigkeitssatzaus der Theorie dieser 
Integralgleichung gibt es aber nur eine Losung, namlich die vermutete: das Ver
schwinden des Klammerausdruckes. Damit gelangt man zu einem einfachen 
Integral, welches in jenen Teil, wo Vo bekannt, und in jenen, wo Vo unbekannt ist, 
aufgespalten sei: 

t, (a) t -J' Vo (a, T) dT =f Vo (a, T) dT • 
Vt-T Vt-T 

(73) 

t, (a) t2(a) 

Hier fungiert nun a nur mehr als Parameter. Die vo-Werte auf s = a, t > t2 
hangen nur von den bekannten vo-Werten auf derselben Mach-Linie 8 = a, 
t < t2 abo Die vo-Werte auf Mach-Linien s < a, welche innerhalb des ursprung
lichen Integrationsgebietes von (72) liegen, spiel en also keine Rolle. Ein sehr 
bemerkenswertes Resultat! 

Auch bei Gl. (73) handelt es sich um die Abelsche Integralg1eichung, wobei 
die linke Seite als gegeben anzusehen ist. Die Losung ist bekannt (Integ-ral
tabelle 23) und lautet: 

t t, (a) 

Vo (a, t) = -..!. ..!!.....J·{f Vo (a, T) dT} d~ 
n dt V ~-T Vt-~ 

t,(a) t, (a) 

1 d tf,~a{)ft d~ } 
= --;- (iT. V(~-T)(t-~) vodr = (74) 

t,(a) tda) 

t, t, __ 

I J' d {n . T + t - 2 t2 } d 1 f Vo (a, T) Vt 2--r d = - - - - arcsm Vo r = r. 
n dt 2 T - t n V t - t2 (a) T - t 

t, t, 

Damit ist der Aufwind im Umstromungsgebiet durch die vo-Verteilung auf 
der Platte ausgedruckt. 
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Ohne Schwierigkeit kann auf die nach dem Anstellwinkel e abgeleiteten 
GroBen mit Hilfe von (54) ubergegangen werden. Fur eine tragende, unendlich 
dunne Platte ist zu set zen : t < t2: Vo = - Uoo ; t > t2: Vo = V. - u oo. Wenn Vo 
im letzten Integral von (74) aber unabhangig von 't ist, kann die Integration 
mit der Substitution t2 - 't = m2, d't = - 2 m dm usw. leicht ausgefUhrt werden 
und gibt schlieBlich: 

v. 2 VT--=-t 2 VT - t e = 0, t > t2, Y = 0: - = I + - _2 __ 1 - - arctg _2 __ 1 . 
U oo n t - t2 n t - t2 

(75) 

v 
Am Flugelrand geht die Funktion arctg gegen n2 , -'- also wie der zweite 

Uoo 
Summand uber alle Grenzen. Weit drauBen abel' geht v. --'; uoo, entsprechend 
der Anstromung von unten, welche die Platte in dieser Darstellung erfahrt. 

Krummt sich del' Flugelrand in die negative z-Richtung, so muB wie in 
Abb. 257 eine Ablosung des Wirbelbandes angenommen werden. Krummt sich 
hingegen die Kante in entsprechender Richtung uber die Neigung del' Mach-Linie 
hinaus, so wird sie nicht mehr umstromt und beeinfluBt den Aufwind VOl' ihr 
nicht mehr. 

Eine explizite Ausrechnung del' Aufwindverteilung ist zur Berechnung des 
Potentials am Flugel in dem in Abb. 273 wiedergegebenen Fall nicht erforderlich. 

Das abgeleitete Potential cp. kann fur einen Punkt P del' Platte in zwei 
Summanden aufgespaltet werden. 82 (t), die Umkehrfunktion von t2 (8), gebe den 
Flugelrand wieder. 

J82.(~t)ft v. - Uoo 1 ds . f8
f

t - Uoo dT da 
- 2 n cot IXcp. = . dr -= + ---- --. 

Vt-T Vs-a V(s-a) (t-T) 
o t,(8) 82(t) t,(O') 

Am Flugel selbst andert sich v mit e ja nicht, da die Anstromung bci festem Fliigel 
angestellt wird. Der Klammerausdruck im ersten Summanden ist abel' gerade 
jene GroBe in G1. (72) und (73), welche Null sein muB, weil cp. im Aufwindgebiet 
verschwindet. Also bleibt nur das zweite Integral, ein Integral uber einen vor
gegebenen Teil der Flugelflache (in Abb. 273 doppelt schraffiert). Dabei kann 
die Integration uber 't noch ausgefUhrt werden, die uber a wegen der freibleibenden 
Funktion tl (a) jedoch nicht, mit dem relativ sehr einfachen Ergebnis: 

8 

t .!!.. _!Vt-tda) d n co IX. - a, 
U oo s-a 

(76) 

82 (t) 

wobei der umstromte Flugelrand in der Integralgrenze, der nicht umstromte 
im Integranden auftritt. Fur den Rand des Rechtecksflugels ist beispielsweise: 
tl (a) = - a; 8 2 (t) = t. Damit gelangt man auf ganz anderem Weg zu dem ent
sprechenden Resultat von Abschnitt 8. Das Beispiel zeigt, daB man auch bei 
einem umstromten Flugelrand tl (8) moglichst versuchen wird, eine explizite 
Berechnung des Aufwindes zu vermeiden, wenn lediglich nach Werten auf dem 
Flugel gefragt wird. Fur gewisse Flugelformen kann allerdings die Kenntnis 
des Aufwindes im Abhangigkeitsgebiet fUr stromabwarts gelegene Teile unerlaB
lich sein. Indem man, ausgehend von einer bekannten Losung am Fliigelanfang, 
einen Teil des Aufwindgebietes errechnet, schafft man sich die Moglichkeit, 
einen zusatzlichen Teil des Fliigels und Aufwindgebietes zu bestimmen. Auf 
diese Weise fortfahrend, lassen sich grundsatzlich aIle Probleme del' Uberschall
tragflachentheorie IOsen, bis auf die Abstrombedingung an Flugelhinterkanten, 
die starker als die Mach-Linien del' z, x-Ebene geneigt sind. 
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Bei umstromten Kanten kann der induzierte Widerstand auch bei Moo> 1 
nur dann aus den Drucken am Flugel berechnet werden, wenn aHe auftretenden 
umstromten Kanten in Stromungsrichtung fallen, weil dann die dort angreifenden 
Saugkrafte nichts zum Widerstand beitragen. Eine Moglichkeit der Widerstands
berechnung besteht in der Auswertung des Integrals (14), was aHerdings die Be
rechnung der Geschwindigkeitsverteilung in einer Kontrollebene voraussetzt, 
was grundsatzlich aus der Quellverteilung in der x,z-Ebene moglich ist. Das 
Doppelintegral ist dabei nur uber den im 1)berschall begrenzten Storungsbereich 
zu erstrecken. 

Als AbschluB dieses allgemeinen Abschnittes sei noch auf ein anderes 
Resultat hingewiesen. Nack M. MUNK12 ergibt sich innerhalb der durch die 
Linearisierung gegebenen Genauigkeit derselbe Widerstand, unabhangig davon, 
ob der Korper in der ursprunglichen oder in der dazu entgegengesetzten Rich
tung angestromt wird. 

12. Instationare, isentrope Stromung. 

Wahrend von Teil VI an nur stationare Stromungen behandelt wurden, muB 
nun mit der Behandlung instationarer Stromungen auf die Eulerschen G1. (VI, 13) 
und die Kontinuitatsbedingung (IV, 10) zuruckgegriffen werden. Unter der 
Annahme von Isentropie und von Drehungsfreiheit im Anstromgebiet folgt mit 
dem Thomsonschen Satz (IV, 25) auch bei instationaren Stromungen Wirbel
freiheit im ganzen Raum. Damit kann die erste Eulersche Gleichung wie folgt 
geschrieben werden: 

e 
~ ~ ( u2 + v2 + w2 J'~ )-ot + ox 2 + (! de - O. (77) 

el 

Die beiden anderen Eulerschen Gleichungen lauten entsprechend, und man 
uberzeugt sich leicht, daB aHe drei durch folgenden Potentialansatz befriedigt 
werden: 

e 

W 2 f e2 u = W." v = Wy, w = Wz , -2- + - do = -Wt· (! ~ 
(78) 

Dabei handelt es sich urn eine Verallgemeinerung des Ansatzes nach G1. (III, 48) 
und nach G1. (VI, 17). Wie in G1. (III, 49), besteht folgender Zusammenhang: 

A;. W 2 +. . W2 I 1 (2 2) 
-'Pt = -2- ~-~1 =-2-' x-I C -c1 ' (79) 

wobei die Gleichung mit der Enthalpie i allgemein, jene mit der SchaHgeschwin
digkeit caber nur fUr ide ale Gase konstanter spezifischer Warme gilt. Nach 
Gl. (78) und (79) kann die Schallgeschwindigkeit durch die ersten Ableitungen 
von W ausgedruckt werden. 

Fur Ableitung von Wt ergibt sich: 
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Mit dies en Gleichungen kann die Dichte aus der Kontinuitatsbedingung 
eliminiert werden mit folgendem Resultat: 

(C2-U2)C/Jxx + (C2_V2)C/J yy + (C2-102)C/Jzz-C/Jtt-2uvC/Jxy + 
(80) 

-2v1OC/Jyz-21OuC/Jzx-2uC/Jxt-2vC/JYt-21OC/JZl = o. 
Man iiberzeugt sich, daB die3e Gleichung fUr stationare Stromung in die 

gasd. Gl. (VI, 20) und fUr v = 10 = 0 in Gl. (III, 50) fUr ebene Wellen iibergeht. 
Ebenso kann natiirlich auch zu den Gleichungen fUr Zylinder- oder Kugelwellen 
iibergegangen werden. 

Behandlungen der nichtlinearen Gl. (80) waren bisher selten. Beispielsweise 
Waren instationare "NachbarlOsungen" stationarer Stromungen einer Bearbeltung 
zuganglich. G. GUDERLEy22 hat die Ausgangsgleichung fiir kleine Schwingungen 
eines Korpers in einer Dberschallstromung umgeformt, indem er periodische 
Funktionen del' Zeit einfiihrt. Auf diese Weise gelangt man zu Charakteristiken
verfahren fUr die Amplitudenfunktionen. 

Bei kleinen Storungen kann Gl. (80) linearisiert werden und ist dann einer 
Behandlung viel zuganglicher. Handelt es sich urn kleine Storungen einer Parallel
stromung del' Geschwindigkeit uoo' so ergibt sich mit tf = Coo t: 

(1- Mb:,) C/J xx + C/J yy + C/Jzz - C/Jt't' - 2 Moo C/Jxt' = O. (81) 

Diese Gleichung laBt sich nun nicht mehr mittels einer einfachen Affintrans
formation, also einer Dehnung der Koordinaten und des ZeitmaBstabes in eine 
von Moo unabhangige Form bringen, weshalb die Pro Regel fUr instationare VOI'

gange im allgemeinen nicht mehr gilt. Dies kann auch nicht erwartet werden, weil 
nach den Ahnlichkeitssatzen Abschnitt IV, 4 eine neue KenngroBe hinzukommt,. 
Bei Schwingungsvorgangen, fiir welche Gl. (81) groBe Bedeutung besitzt, ist 
es die "reduzierte Frequenz". 

Gl. (81) kann mittels einer Galilei-Transformation, d. h. mit einer Trans
formation auf das zur Anstromung ruhende Koordinatensystem auf die bekannte 
Wellengleichung gebracht werden. Sie lautet fiir ebene Stromung mit Coo = co: 

- C02 (C/J xx + C/J yy) + C/Jtt = o. (82) 

Da es sich nul' urn kleine Storungen des Ruhezustandes handelt, kann C/J 
nun als Storpotential angesehen werden. Mit c1 = Co ergibt sich dann in erster 
Naherung der Druck fiir ein ideales Gas aus Gl. (79) [siehe auch Gl. (III, 51)J: 

(83) 

Die Behandlung kleiner instationarer Storungen hat, insbesondere mit Riick
sicht auf ihre Bedeutung fUr Schwingungsvorgange, einen Ausbau in einem 
Umfang erfahren, der eine erschopfende Behandlung im Rahmen eines allgemein 
gehaltenen Buches unmoglich macht23 , 24. Wegen der ausschlieBlichen Beschran
kung auf linearisierte Gleichungen handelt es sich dabei urn ein weitgehend fiir 
sich abgeschlossenes Grenzgebiet von Gasdynamik und Akustik. Auf die in statio
naren raumlichen Vorgange sei dabei hier nur so weit eingegangen, daB der Zu
sammenhang mit den typischen Problemen der Gasdynamik hergestellt erscheint. 

13. Allgemeine Losungen fUr ebene, wenig gestorte Stromung. 

Die Verwandtschaft von Gl. (82) und Gl. (17) ist offenbar. An Stelle del' 
Abszisse bei stationarer Dberschallstromung ist die Zeit t bei instationarer 
Stromung getreten. Die beiden restlichen Ortskoordinaten in Gl. (17) entsprechen 
wieder Ortskoordin'loten in Gl. (82). Auch hier seien die Profile durch eine Be-
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legung der x-Achse dargestellt, eine Belegung, die nunzeitlich veranderlich ist. 
Eine allgemeine Losung kann nun aus Elementarlosungen, welche analog zu 
G1. (VIII, 16) gebildet sind, aufgebaut werden. 

ifJ = - . q . (84) 
411: V C02 (t - r)2 - (x - ;)2 _ y2 

Durch Superposition solcher Elementarlosungen auf der x-Achse fUr ver
schiedene Zeiten ergibt sich schlieBlich die allgemeine Losung: 

ifJ = - ~JJ Vo (r, ;) d~ dr. (85) 
11: V C02 (t - r)2 - (x _ ;)2 _ y2 

Wie in den G1. (20), (23), (26) darf dabei nur iiber jene Zeiten und Orte inte
griert werden, fiir welche sich Storungen im Aufpunkt bemerkbar machen konnen. 
Auch bei der Behandlung von Zylinderwellen (Abschnitt III, 11) waren ent
sprechende Abgrenzungen erforderlich. Die Integrationsgrenzen sollen an Hand 
des entsprechenden Beispiels festgelegt werden. In den Integranden von (85) 
konnte die Quellstarke q bereits durch Vo (r, n die v-Storung im Belegungs
punkte (r, n ersetzt werden. Da sich namlich die y-Koordinate in G1. (20) und 
(85) selbst entspricht, muB die letztere fiir ifJ y auf y = 0 ganz analog zu G1. (22) 

das Resultat liefern: v (t, x, 0) ..c...::: Vo (t, x) = ~ q (t, x). Die formale Analogie 

fiihrt hier also schnell zum gesuchten Resultat. Wie bei stationarer Stromung, 
sollen auch hier bei flachen Korpern die Geschwindigkeitskomponenten am 
Korper durch jene auf der x-Achse genahert werden. Die erforderlichen Ab
schatzungen erfolgen analog zu jenen in Abschnitt VI, 17. Bei Profilen, welche 
in y asymmetrisch sind, ergeben sich in G1. (73) fUr beide Seiten der x-Achse 
verschiedene vo-Werte. Die enge Verwandtschaft der instationaren Probleme 
mit den Dberschallproblemen zeigt sich auch darin, daB sich die Aufgaben unter 
Dmstanden ineinander iiberfiihren lassen36• 

14. Verzogert bewegter Keil bei Schal1geschwindigkeit. 

Als Anwendungsbeispiel sei eine instationare schallnahe Bewegung genommen. 
Das ganz analoge Problem des beschleunigten Keiles wurde zuerst von 
M. A. BIOT13 behandelt. Dnter anderen Beispielen findet man das hier be
handelte bei CH. ROUMIEN14• 

Ein Keil bewege sich ausgehend von Dberschallgeschwindigkeiten verzogert 
von rechts nach links. (V om Keil aus betrachtet hat dann das Medium, wie in 
allElll vorausgegangenen Beispielen, eine positive Geschwindigkeit.) Die Bahn
kurve oder Lebenslinie der Keilspitze sei durch die Gleichung gegeben: 

y = 0, x + Co t - ; t2 = o. (86) 

Darnach durcheilt die Keilspitze den Koordinatenursprung der x, y-Ebene zur 
Zeit t = 0 mit negativer Schallgeschwindigkeit. Der Keil hat fUr t < 0 Dber
schall-, fiir t> 0 Dnterschallgeschwindigkeiten. Mit {} als halbem Keiloffnungs
winkel ergibt sich der Abstand h der Keiloberflache von der x-Achse zu: 

h = tg {} (x + Co t - ; t2), 
woraus sich die v-Komponente am Keil und die Randbedingung auf der x-Achse 
wie folgt ergibt: oh 

vo(t, x) = Tt = tg{} (co -g t). (87) 
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1m folgenden seien nur die Zustande auf der x-Achse gesucht, fur welche sich 
folgende Integrationsgrenzen ergeben (Abb. 274); Zunachst kommen nur solche 
Punkte ~, l' fur einen EinfluB auf einen Punkt x, y, t in Frage, fur welche die 
Wurzel in Gl. (84) oder (85) reeH ist fUr Zeiten l' < t, denn del' Entstehungszeit
punkt muB- ja vor dem Ankunftszeitpunkt der Storung liegen. Anderseits darf 

aber die Zeit nicht VOl' der durch Gl. (86) 
gegebenen Grenze liegen, weil die Keilspitze 

cot vorher noch nicht in dem "Abhangigkeits
kegel" ; 

co(t-1')=IV(~-xJ2+y21 (88) 

des Aufpunktes P (x, y, t) eingedrungen ist. 
Fur einen Punkt mit y = 0 ist das Integra
tionsgebiet durch die von zwei Geraden 
und einer Kurve begrenzte Flache A B P 
bestimmt. In den Integrationsvariablen 
lauten die Gleichungen fur die Begrenzungen; 

Abb. 274. Integrationsgrenzen bei in mtio
niirer Bewegung. 

A B: t: + C l' - !L 1'2 = o· 
" 0 2 ' 

BP: Co (1'-t) +~-x=O; 

P A: Co (1' - t) - ~ + x = 0, 

woraus sich die Koordinaten der Punkte A und B leicht ergeben. Da die QueH
starke nach Gl. (87) nur von del' Zeit abhangt, empfiehlt sich zuerst die Inte
gration uber~. Diese hat fur Zeiten zwischen den durch A und B gegebenen 
Grenzen von del' Bahnkurve AB bis zum Rand des Abhangigkeitskegels zu er
folgen. Spater sind beide Grenzen durch den Abhiingigkeitskegel von P (x, t) 
gegeben. Daraus folgt: 

~[1-V1-,--g-(X-C t)l 
g '2co' 0 x+ Co (t-.) 

- cont:ff - J(CO-g1')J-Vco2(~_i~!; ({=X)2 d1' + 
-Vf(x+ cot) 

(88) 
t x + Co (t-.) 

+ !(Co-gT)! VC02(~~tj~!; (~-=-X)2- dT. 

2c [V--g---] x-co(t-.) 
_0 1- 1+--(x- cot) 

g 2 co' 

Bei der AusfUhrung dieses Integrales kommt man allerdings auch auf ellip
tische Funktionen_ Die genannten Autoren beschranken sich daher auf kleine 
Beschleunigungen; g t <; co- Das Integral (88) vereinfacht sich dann auf 

x-c:)t 
-~ x+co(t-.) 

.f J V~02 Cr~~-~ ({~a;)2- + 
("72--- - Co • 

- ~ g (x + Co t) 

t x + Co (t-.) 

+! ! V co~ (7: ~~/7: (!;-~)~. 
x-co t x-co (t-.) 

---
2 Co 
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N ach CR. ROUMIEN ergibt sich nach Integration in erster Naherung: 

c;P = _ tg f} 21/2 + 23/. 

1l: 

Mit G1. (83) folgt daraus: 

(x + Co t)3/. 
11 Co'" + .... g • 

P - Po 1 [Co2 ]1/• 
-=---';:;2-"-- = - -2 c;Pt = 1,48 tgf} --( +. -t-) - + ... , 

eo Co Co x Co g 

411 

oder bei t = 0 fiir den auf die Keilgeschwindigkeit U oo = - Co bezogenen Druck
koeffizienten: 

P - Po (. C02 )11. 
Cp = 2 2 = 1,48 tg& - + ... 

eo U oo x g 
(89) 

fiir kleine Werte von x; . Fur den ruckartig auf Schallgeschwindigkeit gebrachten 
Co 

und sodann mit g beschleunigten Keil erhalt M. A. BlOT dieselbe GesetzmaBig
keit, nur mit einem Unterschied im Koeffizienten. 

Der Druck wachst also an der Keilspitze integrabel uber aIle Grenzen, so daB 
sich fiir einen ungleichformig bewegten Keil bei Schallgeschwindigkeit ein end
licher Widerstandsbeiwert auch bei linearisierter Theorie ergibt. Das kann nach 
den Erkenntnissen, welche an der instationaren Fadenstromung gewonnen 
wurden, nicht mehr iiberraschen. Das Erreichen der Schallgeschwindigkeit 
bei instationarer Bewegung fiihrt zu keiner grundlegenden Anderung des Stro
mungstypus. Dies kommt darin mathematisch zum Ausdruck, daB es sich bei 
instationarer Fadenstromung ausschlieBlich um Gleichungen von hyperbolischem 
Typus handelt. Bei mehr als zwei unabhangigen Veranderlichen gibt es die scharfe 
Unterscheidung von "hyperbolisch" und "elliptisch" nicht mehr, was man schon 
an der raumlichen "Oberschallstromung erkannte. Ahnliches gilt auch bei der 
instationaren raumlichen Stromung. Stets kann hier jenes Koordinatensystem 
benutzt werden, in welchem das ungestorte Medium ruht. Grundsatzlich kann 
also beispielsweise bei ebener Stromung stets mit derselben G1. (82) und (85) 
gearbeitet werden. In den Abgrenzungen des Integrationsgebietes von (85) 
treten allerdings gewisse Unterschiede auf, weil die Storungen eines mit Unter
schallgeschwindigkeit bewegten Korpers schon vor diesem, eines mit "Oberschall
geschwindigkeit bewegten Korpers erst mit diesem eintreffen. Ahnliche Ab
grenzungsunterschiede gab es ja auch bei der infinitesimal kegeligen Stromung. 

Die fUr die Gasdynamik typischen, nicht mit linearen Gleichungen behandel
baren Vorgange, bedingt durch starke Storungen oder durch schallnahe, statio
nare Stromung, treten in den bisher behandelten Vorgangen instationarer raum
licher Stromung nicht auf. Naturlich ergeben sich beim -obergang zum Statio
naren sofort die bekannten Schwierigkeiten, indem beispielsweise in G1. (89) 
der Druckkoeffizient mit g - 0 uber aIle Grenzen wachst. 

Es leuchtet ein, daB dieselben Mittel zur Verallgemeinerung, welche bei 
stationarer Stromung verwendet werden, auch bei instationarer raumlicher 
Stromung kleiner Storungen in Frage kommen. Neben del' Superposition wird 
dabei vor allem auch die Lorentz-Transformation von Nutzen sein. 
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XI. Stromungen mit Reibung. 
1. Verdicbtungssto6. 

In Abschnitt II, 5 ergab sich der senkrechte VerdichtungsstoB aus den Inte
gralgleichungen der Bewegung als Sprung in der Geschwindigkeit und im thermi
schen Zustand. Ein Sprung in der Temperatur wiirde aber bei noch so kleinem 
Leitvermogen des Gases wegen des unendlichen Temperaturgradienten einen un
endlichen Warmestrom ergeben, womit sich ein Temperatursprung als unmoglich 
erweist. Aus dieser GroBe des Warmestroms hat zuerst L. PRANDTL1 die Tiefe 
der StoBfront abgeschatzt. Eine Berechnung des Zustandsverlaufes im StoB muB 
allerdings auch die innere Reibung berucksichtigen. Die Behandlungen konnen 
auf den senkrechten, stationaren StoB beschrankt werden. Dann hangen alle 
GroBen nur von einer Koordinate, der x-Richtung abo ZweckmaBigerweise 
wird gleich von den Integralgleichungen ausgegangen, wei! man sich damit eine 
Integration erspart. 

Werden die Zustande vor und nach dem StoB mit den Indizes 1 und 2 bezeich
net, so ergibt sich aus Gl. (IV, 2), (IV, 4) und (IV, 5) fur ein id. Gas konst. sp. W., 
dessen Zustand nur von einer Unabhangigen x abhangt: 

(21 U 1 = e U = e2 U 2; 

el U 12 + PI = e2 u2 + P - (Pxx + p) = e2 U 22 + P2; 

(1) 

(2) 

U 2 u 2 1 { dT } U 2 
Cp TI + -} = Cp T + 2 - eu ), dx + U (Pxx + p) = Cp T2 + T' (3) 

Die Mittelteile von Gl. (2) und (3) unterscheiden sich von den Ausgangsgleichun
gen fur den senkrechten StoB (II, 12) durch Glieder, welche die Veranderlichkeit 
des Zustandes mit x enthalten. Fur ein kontinuierliches Medium ergibt sich das 
Reibungsglied mit Gl. (IV, 14) und mit dem in Kleindruck angefuhrten Ansatz 
fur fl' 

,du 4 du 
Pxx + P = (2 fl + fl ) dX' = '3 fl dX'. (4) 

Nun ist fur Luft nahezu: 
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(mit A = 0,56 . 10-4 caI___ II. = 1 7 . 10-4 g ,c = 0,24 cal 
Grad. em . sec' r' em . sec P g . Grad 

ist fur Luft ~ ~ = 1,03), womit der Energiesatz dann wie folgt geschrieben 
4 p,cp 

werden kann: 

U 2 u 2 4 P, d [ U 2 \ U 2 
Cp Tl + -} = Cp T + 2 - 3 U 1 I?! dX Cp T + -2_ = Cp T2 + ~-. 

Aus dieser Gleichung folgt, daB der Energiesatz fur Luft praktisch erfiillt ist: 
2 2" P 2 __ "'_~ + ~ = __ "' __ .L + _~= __ ~ __ 2 +~. 

'" ~ 1 el 2 x -- 1 e 2 x -- 1 e2 2 
(5) 

Mit Gl. (1), (4) und (5) laBt sich nun der Impulssatz (2) nach R. BEcKER2 leicht 
auf folgende Gleichungen reduzieren: 

4 p, dw x+l (W-W I ) (w-w 2 ) eu2 
~--- ---- mit OJ = 2 
3 el u l dx 2 x W P + e U 

mit der Lasung: 

3 el u l 2" WI In (WI - w) - Wz In (w - (1)2) 
~ -- x = --- ----------------
4 P, " + 1 WI - W 2 

Abb.275. StoJ.lfronttiefe. Es handelt sich urn die in Abb. 275 wiedergegebene 
Funktion. Fur die dort skizzierte Stufenbreite ergeben 

sich abhangig vom Druckver haltnis die Werte: 

pz 
PI 

d. 107 em 

2 

447 

5 

117 

10 

66 

100 1000 2000 3000 

16,5 5,2 3,6 2,9 

Wie R. RECKER selbst bemerkt, haben die StoBtiefen also die GraBenordnung 
del' mittleren freien Weglange oder noch weniger. Es handelt sich darnach um 
einen Vorgang, der mit dem Modell eines kontinuierlichen Mediums gar nicht 
erfaBt werden kann. Mit der Ungultigkeit der Voraussetzung sind demnach auch 
die Resultate dieses Abschnittes ungultig. Ihre Bedeutung liegt nur darin, daB 
sie ein Bild von del' bedeutungslosen Kleinheit der StoBtiefe geben. Innerhalb 
del' Kontinuitatsmechanik ist del' VerdichtungsstoB darnach als unstetiger Vor
gang anzusehen. 

2. Grenzschichtgleichungen. 

Fur aIle jene FaIle, in welchen sich aIle wesentlichen Anderungen quer zur 
Hauptstramungsrichtung abspielen, lassen sich die Differentialgleichungen nach 
PRANDTL3 vereinfachen. Das Anwendungsgebiet dieses Gleichungssystems ist 
nicht nur die Stramung in Wandnahe, sondern auch an Freistrahlgrenzen, weil 
in beiden Fallen eine rasche Geschwindigkeitsabnahme quer zur Hauptstromungs
richtung aufgezwungen wird. Als solche soIl die x-Richtung gewahlt werden. Die 
Betrachtungen seien zunachst auf ebene, stationare Stramungen beschrankt. 
Wegen der Kleinheit von v und der geringen Anderung in x-Richtung bekommen 
dann die Gl. (IV, 12) und (IV, 16) die Form: 

u ~ + v ou = _ ~ + OPy~ . e ox e oy ox oy' (6) 

oi oi ap ap au a ( aT) e u ax + e v ay = u ax + Vay + P~Y' ay + ay A-----ay . (7) 

Aus der zweiten Navier-Stokesschen Gleichung wird gefolgert, daB der Druck in 
y-Richtung konstant ist, da das Druckgefalle mit den Geschwindigkeitskompo-
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nenten klein sein muB. Es wird aber nicht immer genugend beachtet, daB dies 
fur sehr hohe Mach-Zahlen nicht gilt. Aus den Gleichungen fur reibungslose 
Stromung in Stromlinienkoordinaten (Abschnitt VI, 8) folgt, daB die Zentrifugal
krafte Druckgefalle quer zur Stromungsrichtung verursachen, welche mit dem 
Quadrat der Mach·Zahl zunehmen. Ahnliche Erscheinungen mussen auch bei 
Reibung auftreten. Wenn im folgenden also p unabhangig von y angesetzt 
wird, so bleiben hohere Uberschallgeschwindigkeiten unter Umstanden von der 
Anwendung ausgeschlossen. Fur ideale Gase ergibt sich dann aus Gl. (6), (7) 

U ~ + v ~ = - ~ + °Pvx . (8) e ox e oy dx oy' 

oT oT dp OU 0 ( oT ) e u cPax + e v cPay = U([X + Pvx8ij + 8ij A. ay . (9) 

Dazu tritt noch die Kontinuitatsbedingung, die Zustandsgleichung idealer 
Gase und ein Ansatz fur die Schubspannung, der mit Gl. (IV, 14) fur laminare 
Stromung einfach lautet: 

OU 
PXy = fA, 8ij. (10) 

Fur turbulente Stromungen gibt es noch keine befriedigende Darstellung der 
Schubspannungen durch die zeitlichen Mittelwerte der Geschwindigkeitskompo
nenten. In diesem FaIle waren unter allen abhangigen GroBen in den Gleichungen 
zeitliche Mittelwerte zu verstehen. 

~~ ist der Druckgradient auBerhalb der Reibungsschicht und mit der "Au.!3en

stromung" bekannt. Diese braucht nicht unbedingt eine "Potentialstromung" zu 
sein, weil mit VerdichtungsstoBen auch Wirbel auftreten konnen. Doch sind 
solche Erscheinungen noch kaum behandelt. 

Da der Druckverlauf durch die AuBenstromung gegeben ist, ist nur mehr eine 
thermische GroBe unbekannt, weshalb nun die Stromung durch die Kontinuitats
bedingung, den Energiesatz (9) und eine Navier-Stokes-Gleichung, namlich (8) 
vollig beschrieben wird. 

3. Laminare Grenzschicht an der eben en Platte, Plattenthermometer. 

An einer parallel mit der Geschwindigkeit U oo angestromten ebenen Platte 
ist der Druck konstant. Dies fuhrt mit Gl. (8), (9) und (II) zu folgenden Gleichungs
systemen: 

u~+ v~-~( ~). e ox e oy - oy fl oy , 

o (]U + 0 (]V = O. 
oX oy , (Il) 

oT oT ( OU )2 0 ( oT ) e u cp ~ + e v cp ay = fA, 8ij + 8ij A. ay . 

In den aitesten Darstellungen (vgl. etwa E. POHLHAUSEN 4 ) werden meist die 
Materiaikonstanten der inneren Reibung und des Warmeleitvermogens als konstant 
angesehen und vor die Differentialzeichen gesetzt. Diese Materialkonstanten andern 
sich aber bei idealen Gasen etwa mit der Potenz 0,8 der absoluten Temperatur, sie 
andern sich also in der Grenzschicht prozentual nahezu gleich stark wie die Dichte. 
Wenn daher (] als Veranderliche berucks~yhtigt werden soli, mulJ das auch bei ft und Ie 
geschehen. Die verhaltnismaJ3ig gute Ubereinstimmung der Ergebnisse von POHL
HAUSEN mit neueren Arbeiten, welche die Veranderlichkeit der Materialkonstanten 
berucksichtigen, erklart sich daraus, daB sich der EinfluJ3 der Temperaturabhangigkeit 
von ft und A groJ3tenteils aufhebt und der EinflulJ von (] auf das Geschwindigkeits- und 
Temperaturfeld relativ gering ist. 
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Wie bei der dichtebestandigen laminaren Reibungsschicht, kann u und der 
thermische Zustand als Funktion in einer einzigen Variablen 

1J = V_uoo (h . Y 
PI X 

(12) 

angesehen werden. Wahrend aber bei dichtebestandiger Stromung ohne Warme
ubergang (2 und fl konstant sind, werden hier zweckmaBig dIe durch den Index 1 
gekennzeichneten, konstant angenommenen "Wandwerte" genommen, Das 
System (11) kann dann in folgende gewohnliche Differentialgleichungen um
geschrieben werden: 

(13) 

(14) 

P (d U)2 Al d (A d cp T) 
= --;;; dYJ- Uoo + cp--;;; a;;; ~ dfj' uZx, . 

(15) 

Hierin kommt v nur in Verbindung mit einer Reynolds-Zahl, welche mit x, 
U oo , (21 und fll gebildet ist, vor. Auch x tritt nicht anders auf, worau::, hervorgeht, 
daB das Produkt von v mit der Wurzel aus der Reynolds-Zahl nur Funktion von 1J 
ist. In G1. (16) tritt ferner eine Prandtlsche Kennzahl (vg1. Abschnitt IV, 4) auf. 
Sie hangt nach der kinetischen Gastheorie nur von x ab und kann somit zugleich 
mit cp als konstant angesehen 'werden. 

(16) 

Nach HANTZSCHE und WENDT5, welchen Autoren sich diese Darstellung im 
wesentlichen anschlieBt, werden folgende GraBen eingefUhrt: 

. _ cp T. 
l-~, 

00 

U 
U=~-. 

Uoo 
(17) 

L. CROCC06, der zu ganz entsprechenden Resultaten kommt, nimmt neben 
der Enthalpie die richtige Schubspannung G1. (10) als zweite Abhangige. 

Durch Elimination des Klammerausdruckes aus G1. (13) und (15) ergibt sich 
mit u als Unabhangiger nach kurzer Rechnung mit GI. (16) wegen fllfll = AjAl : 

dT di ( d2 i ) (1 - a) Tn' -dil + T a + du2 = O. (18) 

Die Veranderlichkeit von fl kann stets ausreichend durch eine Potenz von T 
berucksichtigt werden. Zugleich mit der Konstanz des Druckes ist: 

P ( T )W (j)W 
--;;; = TI = h . (19) 

Mit GI. (19) folgt dann durch Elimination von -v-V x U oo (h aus GI. (13) und 
U oo PI 

(14) : 
d 2• __ ~ (i.) l-w 

T dn2 - 2 jl . (20) 
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G1. (18) und (20) stellen ein System gewohnlicher Differentialgleichungen fur l' 

und .i dar mit den Randbedingungen fur 1': 

11=1: 1'=0; 
dT 

11 = 0: -d = O. 
II 

(21) 

Die letzte Bedingung, das ist die an der Wand, folgt aus G1. (13) mit G1. (17). 
Die Randbedingungen fur die Temperatur hangen von der Problemstellung abo 
Beispielsweise kann die Wandtemperatur vorgegeben werden. Hier sei nur jener 
Fall betrachtet, bei welchem kein Warmeubergang stattfindet, bei welchem also 
der Temperaturgradient an der Wand verschwindet. Man spricht dann vom 
Thermometerproblem, weil die Thermometertemperatur durch verschwindenden 
Warmeubergang gekennzeichnet ist. Fur dieses gilt mit G1. (17): 

u = I' i = _1 __ ~~. u = O· ~ = 0 (22) 
'. %~ 1 M~' . du . 

Mit den Randbedingungen ist die Losung grundsatzlich festgelegt. 1st 1'(u) 
und j(u) bekannt, so ergibt sich 'I')(u) aus G1. (17) und (19) wie folgt: 

II ·1 

'I') = r~~ = r (~)W du_, 
• III T • h T 

(23) 
o 0 

womit jedem 1'(u) und j(u) ein 'I')(u) zugeordnet ist. 
In zwei Fallen laBt sich die Integration leicht durchfuhren. Der eine mit 

(f = 1 ist schon langer bekannt7. Dann liefert G1. (18) eine einfache Differential
gleichung fur i allein. Sie ergibt zusammen mit den Randbedingungen (22) (wie 
die LO'3ung von R. BECKER in Abschnitt I) den Energiesatz: 

2 U'? 

~~ + cp T = ;0 + cp Too· 

Naturlich kann man sich schon im System (11) selbst uberzeugen, daB bei 
(f = I die letzte Gleichung mit obigem Energiesatz in die erste iibergeht. In diesem 
Fall ergibt sich also an der Wand stets die RUhetemperatur. Es herrscht eine 
weitgehende Analogie von Geschwindigkeits- und Temperatur-Grenzschicht. 
Wahrend abel' die Annahmen beim StoB in Luft weitgehend erfiillt sind, trifft 
dies bei der Grenzschicht nicht mehr zu, denn (f liegt bei Luft von Zimmer
temperatur etwas uber 0,7 (Tabelle XI, I). 

Tabelle XI, l. Innere Reibung und Warmeleitvermogen von LUft. 

T~273° ~50 ° 50 100 150 200 ! 300 400 500 Grad 

A.I04 0,47 0,56 0,65 0,73 0,81 ! 0,88 1,03 1,19 1,34 
cal 

Grad. em. sec 

Il . 104 1,44 1,72 1,96 2,18 2,39 2,61 3,03 3,41 3,80 
g 

-----
em. sec 

A/e cp * .. 0,128 0,186 0,255 0,33 0,41 0,50 0,70 0,92 1,16 
em2 

sec 

III e * .... 0,094 0,137 0,185 0,24 0,30 0,36 0,51 0,67 0,86 
cm2 

0,74 1 0,73 I 

soc 
(J ••••••• 0,74 0,72 0,72 0,72 0,72 0,73 0,73 

I 

* Beim Druck von einer teehn. at. 
Oswatitsch, Gasdynamik. 27 
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Damit gewinnt die L6sung linearer Abhangigkeit des,u-Wertes von T (w = 1) 
gr6Bere Bedeutung. Dann ist G1. (20) fiir sich zu integrieren und liefert eine von 
der Theorie fiir dichtebestandige Medien5 her bekannte Gleichung. Die Inte
gration muB dann numerisch erfolgen. Dies gilt urn so mehr fiir den allgemeinen 
Fall a ::j::: 1 und w ::j::: 1 und wurde fiir einige Falle von CROCC06 durchgefiihrt. 
HANTZSCHE und WENDT zeigen an einem Beispiel (Abb. 276), daB die Werte 

lPr-----,-~~~~---. 

¥f#k i It , ~ •• 8 I 
7.0 l' 
, 0 l,P <-'P,/~ 5.0 

jI, ;a,:r 
oo~-----;~----~.~~~==~ • ".,(', 6 

jI ,u.,z 

Abb.276. Temperaturverteilung an einer mit M = 5,4 
angestromten Platte'. (J = 0,7. 

Abb. 277. Geschwindigkeitsvertcilung an einer mit 
i II = 5,4 angestromten Platte'. (J = 0,7. 

Kurve 1: a> = 0,8; Kurve 2: a> = 1. Kurve 1: a> = 0,8; Kurve 2: a> = 1. 

von w = 1 sich von den richtigen Werten, welche etwa durch w = 0,80 gegeben 
werden, wenig unterscheiden. Abb.277 zeigt die entsprechenden Geschwindig
keitsprofile, die selbst bei Moo = 5,4 noch nahe an jenen von Moo = 0 liegen. 

Zwei Ergebnisse beanspruchen ein besonderes Interesse. Das eine ist der fiir 
den vViderstand bedeutende Reibungswert Cr ' Er ist fiir eine Platte der Lange 
Lund der Breite 1 gegeben durch: 

cr = 2" fL,ul (~) dx = 2 _~ T (0) fLl/ ~~ d (_ ~x; __ ) = 
(loo uooL oy 1 (loo L . !-l1 X U oo (l1 

o 0 

I - a> 

= 4 3 QL (joo )-2 - (24) 
~/ Be jl . 

Hierin ist die Reynolds-Zahl mit den Werten in der AuBenstr6mung gebildet : 
U oo L (loo 

Re = - -.----. Bei a = 1 oder w = 1 wird Cr also unabhangig von den Tempe
!-loo 

u 
c,. J{P; r---=--':-'-'--=--':""--

l.O 

() 

raturverhaltnissen. Abb. 278 zeigt den Reibungs
beiwert abhangig v ,)n der Mach-Zahl fiir verschiedene 
w-Werte bei a = 1. (Allerdings ist die BeTechtigung 
der Grenzschichtvernachlassigungen bei den ganz 
hohen Mach-Zahlen etwas zweifelhaft.) Bei M oo = 5,4 
ist noch der Wert fiir a = 0,7 und w = 0,8 ein
getragen, woraus hervorgeht, daB cr mit a = 1 ge· 

an niigend genau gewonnen wird. 
Anders ist es mit der Wandtemperatur beim 

Thermometerproblem, die natiirlich mit a = 1 nicht 
befriedigend ermittelt werden kann. Hier sind die 

Werte von w = 1 wieder 8ehr befriedigend. Es bestatigen sich die Resultate 
von E. POHLHAUSEN 4, welche fiir Gase (a nahe an 1 und nach der kinetischen 
Gastheorie nur abhangig von u) in folgende Form gebracht werden k6nnen: 

Abb . 278. Reibungsbeiwert 
dcr cbenen Platte 

( Re = u", L Qoo ) 
f'oo . 

TI - T oo _ ;- _ v Cpt:, 
T - T -j;a - ~. 

o 00 . 

(25) 
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Dieses zweite wichtige Ergebnis besagt, daB sich bei Prandtl-Zahlen nahe an 1 
die Wandtemperaturen bei verschwindendem Warmeiibergang von den Ruhe
temperaturen nur wenig unterscheiden. Das Ergebnis hat fiir die Wandtempera
turen von Windkanalen oder von fliegenden Korpern Bedeutung. Es zeigt aber 
auch, daB an angestromten Wanden im wesentlichen die Ruhetemperaturen ge
messen werden. 

Fiir allgemeinere FaIle veranderlicher Stoffwerte hat H.SCHUH8 die Probleme 
mit einer sehr wirksamen numerischen Methode behandelt. Fiir (J = 1 liegt eine 
Arbeit von v. KARMAN und TSIEN9 vor. Beliebige Temperaturverteilungen an 
der Wand beriicksichtigt eine Arbeit von CHAPMAN und RUBESIN25 • 

4. Grenzschicht bei veranderlichem Druck. 
Bei Druckanderungen in der AuBenstromung hangen mit p auch uoo , eoo usw. 

von x abo Da der Druck mit der Bernoullischen Gleichung leicht durch Uoo und 
eoo ersetzt werden kann, laBt sich Gl. (8) leicht wie folgt umformen: 

apx au au duoo aifL = Q u ax + e v ay - eoo U oo ----a;x- = 

a ~oo a 
= 0 u - (u - u ) + (n u - 0 u ) -- + n V -~ (u - u ) + 

~ ax 00 0: ~ 00 00 dx 0: ay 00 

[ a[J u a[Jv] a duoo + (u - U oo ) -a-:;;- + ay = ax [e u (u - U oo)] + (e u ~ eoo U oo) ----a;x- + 
a + -r- [e v (u - uoo )]. oy 

Nach V. KARMANIO kann diese Gleichung iiber y integriert werden und 
ergibt wegen PXY = 0 fiir u = U oo und v = 0 mit Gl. (10) an der Wand das 
Resultatll : 

( au) _ -"* duoo + d ( 2 -"**) (26) 
J-ll ay 1 - u eoo U oo ----a;x- (IX eoo U oo u . 

Hierin ist b*, die sogenannte Verdrangungsdicke, und b**, die Impulsverlust
dicke, durch Gl. (27) definiert: 

(27) 

Als obere Grenze der Integrale ist die "Grenzschichtdicke" b genommen. Sie 
ist dadurch definiert, daB b* und b** unabhangig von b sein miissen. Damit 
ist b allerdings nicht scharf begrenzt, doch ist dies fiir das Folgende bedeutungslos. 
Bei Gl. (26) handelt es sich um die sogenannte Karmansche Impulsgleichung. Sie 
steht zwischen Gl. (8) und dem Impulssatz (IV, 4), der keine Differentialquotienten 
enthalt, aber aus dem sie natiirlich auch abgeleitet werden kann. Gl. (26) gilt 
zunachst auch fiir turbulente Grenzschichten, da diese an der Wand stets laminar 
sind, womit die Wandschubspannung stets durch Gl. (10) gegeben ist. 

Nach Art des sogenannten Pohlhausen- Verfahrens 12 kann nach K.OSWA
TITSCHll eine einfache Methode zur Berechnung laminarer Grenzschichten 
entwickelt werden. Wieder sei verschwindender Warmeiibergang angenommen. 
Nach den Ergebnissen des letzten Abschnittes kann zur Berechnung der Ge
schwindigkeitsprofile ohne wesentlichen Fehler der Energiesatz angenommen 
werden. Das bedeutet, daB die Prandtl-Zahl im folgenden einfach a = 1 gesetzt 
wird. (Fiir die Berechnung der Wandtemperatur kame man mit dieser Naherung 

27* 



420 XI. Stromungen mit Reibung. 

natiirlich nicht zum Zie1. Nach J. GINZEL13 muB das Verfahren dann durch Hin
zunahme eines Energieintegralsatzes erweitert werden.) Mit Tabelle II, 5 kann 
die Dichte leicht durch die Geschwindigkeit ausgedriickt werden, womit 
sich die dritte Gleichung eriibrigt. Der Geschwindigkeitsbetrag ist dabei der 
u-Komponente gleichzusetzen: 

(leo = -'!L . _!Jl_ = 1 + u-l M' (1 _ ~~.). 
(l To Teo 2 00 u~ 

(28) 

Damit ist 0* und 0** auf da,s "Geschwindigkeitsprofil" der Reibungsschicht 
und der Mach-Zahl Meo der Ausstromung zuriickgefiihrt. Wie bei den dichte
bestandigen Reibungsschichten wird nur eine Profilschar, etwa die Pohlhausen
Profile oder die Hartree-Profile, genommen, die im wesentlichen aIle Typen - vom 
"Ab16sungsprofil" bis zu Profilen bei starker Beschleunigung - vertreten. Die 

Profile seien durch ~ als Funktion von y/o** gegeben. Ais Profilparameter Ie 
U oo 

sei die negative zweite Ableitung von u/uoo nach y/o** an der Wand gewahlt. 
Da mit der Ableitung von T auch jene von fJ nach yan der Wand verschwindet, 
gilt dort nach Gl. (8) und (10): 

I..'eo ,5**2 dueo 

!hI dx 
(29) 

Sowohl -!~- ( ~; ) 1 als auch 0*/0** hangen nach Gl. (27) und (28) nur von dem 

Profilparameter Ie und M eo abo Weil voraussetzungsgemaB fJl = fJ (T 0) konstant 

(J 

Abb. 279. D;Ilgrn"HIl ZII11l l'ohlha"8cl1- \ "cri'"hrcn. 

ist, kann Gl. (26) nach Multiplikation 
mit 2 <5** auf folgende Form ge
bracht werden: 

Ii 
Ueod:x:- .- --'-/1---

Auf der rechten Seite steht eine 
Punktion von Ie und M eo allein. Bei 
bekanntem Ie an der Stelle x ergibt sich 

fJ 0** 
aus Gl. (30) der Wert von -eo - an der Stelle x + dx und damit nach Gl. (29) 

!hI 
auch A bei x + dx. J!'iir Hartree-Profile sind die rechten Seiten von Gl. (30) 
fiir verschiedene Meo-Werte errechnet (Abb. 279). Zum Unterschied vom Ver
fahren fiir dichtebestandige Stromung14 ergeben sich - abhangig von Meo -

verschiedene Kurven, ohne daB damit wesentliche KOlllplikationell verbun
den sind. 

5. Beziehungen zwischen ebenen und rotationssymmetrischen 
Grcnzschichtcn. 

Wenn die Grenzschichtdicke klein gegen den Kriimmungsradius der Ober
flache eines Korpers ist, so gelten die Grenzschichtgleichung (6) und (7) fiir ebene 
Stromung bekanntlich auch an gekriimmten Wanden oder Profilen. N ur ist dann 
unter x die Bogenlange liings der gekriimmten Oberflache und unter y der ~onnal-
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abstand von der Oberflache zu verstehen. Dies gilt im wesentlichen auch fUr 
kompressible Grenzschichten, nur muB bei gleicher Genauigkeit die Grenzschicht
dicke urn so kleiner sein, je hoher die Mach-Zahl Moo der AuBenstromung ist, 
weil sonst der Druck normal auf die Oberflache unter der Einwirkung der Zentri
fugalkrafte nicht mehr als konstant angesehen werden kann. 

Bei achsensymmetrischer Stromung gelten G1. (6) und (7) wie bei ebener 
Stromung, was sofort einleuchtet, wenn man die raumlichen Gleichungen in der 
x, y-Ebene betrachtet, die ja einen Meridianschnitt darstellt (vg1. Abschnitt 
VI,2). Wenn ferner, wie stets im folgenden, vorausgesetzt wird, daB die Grenz
schichtdicke klein gegen den Korperradius r 1 (x) ist, lautet die Kontinuitats
bedingung G1. (VI, 15) mit den Grenzschichtvernachlassigungen: 

a a 
-n- (u e r I ) + --0 (verI) = O. 
ox oy 

(31 ) 

Hier ist zunachst vorausgesetzt, daB r = y ist. Doch gilt G1. (31) auch dann, 
wenn bei genugend klein em Krummungsradius der Korperoberflache x liings 
dieser und y normal dazu gemessen wird. Denn G1. (10) ist drehungsinvariant 
fur beliebige Werte von e, also auch dann, wenn e durch e r 1 ersetzt wird. 

G1. (31) steUt zusammen mit G1. (8) und (9) die vollstandigen Grenzschicht
gleichungen bei Achsensymmetrie dar, mit G1. (10) als Schubspannung bei lami
narer Stromung. Nach W. MANGLERI5 laBt sich dieses System in jenes fur ebene 
Stromung uberfuhren. Es sei: 

x , -f'~~d . x -. L2 x, (32) 
o 

worin L eine Bezugslange (etwa groBter Radius oder Lange des Korpers) sei, mit 
welcher x' und y' die Dimension einer Lange erhalten. Fur eine beliebige Funk
tion f gilt dann mit G1. (32): 

af 
ay (33) 

Da nun x nur von x' abhangt, ist p nur Funktion von x'. Damit laBt sich aber 
das Gleichungssystem (8), (9), (10), (31) nach kurzer Rechnung auf die Form 
bringen: 

au (L y' £2 dr 1 \ au dp a ( au ) e u -ax' + e v -r; + u Frs (IX, ay' = - dx' + ay' f-l 8Ji ; 
a a (L y'L2 dr1 ) • -a ' (e u ) + -a ' e v- + u-~3~-d- = 0, x Y r 1 r 1 x 

(34) 

aT (L Y' £2 dr1 ) aT dp ( au )2 a ( aT) e u cp ax' + e v -;:; + u Fr3- dx cp ay' = u dx' + f-l ay' + ay' A ay' . 

Dieses System unterscheidet sich formal nicht mehr von jenem fUr ebene 

Stromung. An Stelle der v-Komponente tritt der Klammerausdruck (v ~ + 
+ u y' ~2 ddr1 ). 1m ubrigen ist die Rechnung diesel be wie bei ebener ~tro-

r 1 x 
mung. Bei Achsensymmetrie ergeben sich u, e, T als dieselben Funktionen 
von x' und y' wie bei ebener Stromung als Funktionen von x, y, wenn die 
Verteilung des Druckes und der Mach-Zahl in x-Richtung gemiiB Gl. (32) 
verzerrt wird. 
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Die Brauchbarkeit dieser Formelleuchtet ein. Beispielsweise ist der Zustand 
an einem mit Uberschallgeschwindigkeit angeblasenem Kreiskegel konstant, 
wenn die Kopfwelle anliegt. Hier konnen die Ergebnisse von Abschnitt 3 un

mittelbar angewendet werden, wobei unter uoo, Moo, 
5\~~ Poo usw. nicht der Zustand im Anstromgebiet, son

dern der Zustand del' reibungsfreien Stromung an 
del' Kegeloberflache verstanden wird. Del' EinfluB 
der Grenzschicht auf die Zustiinde infolge ihrer Ver
drangungswirkung werde wie ublich vernachlassigt. 
Mit {} als halbem Offnungswinkel folgt aus Gl. (32) 
(Abb. 280): 

r1 = x sin {}; I sin {} 
y =-f,-xy. 

Nach Abschnitt 3 ergibt sich U als Funktion von 'Yj, Gl. (12). In diesem ist bei 
Achsensymmetrie x und y einfach durch die gestrichenen GroBen zu ersetzen. 
Foiglich ergibt sich fur die Wandschubspannung: 

(35) 

Die Wandschubspannung unter denselben Bedingungen in del' AuBenstromung 

hat an der Stelle x' eines Kreiskegels den V3-fachen Wert del' Wandschub· 
spannung an der Stelle x der ebenen Platte21• 

6. Turbulente Grenzschicht, turbulenter Strahl. 
Schon bpi dichtebestandiger Stromung fehlt es an befriedigenden Darstellun

gen der turbulenten Bewegungen. Urn so mehr ist dies bei hohen Geschwindig
keiten der Fall. Dieser Mangel faUt urn so mehr ins Gewicht, als es sich in den 
nachsten Abschnitten zeigen wird, daB die laminaren Reibungsvorgange in 

1, (J 

tf(t>o - 1. 7 

Uoo (J"" (/"'. Uf/Illl 
1'"" 

der Gasdynamik praktisch eine ziemlich unter
geordnete Rolle spielen, denn die hohen Ge
schwindigkeiten haben im allgemeinen aueh hohe 
Reynolds-Zahlen zur Folge. Nur einige Bemer
kungen sollen hier gemacht werden. 

Auf Schlierenbildern konnen leicht Grenz
schichten an Korpern beobachtet werden. Die 
Erhellungen oder Verdunkelungen del' korper
nahen Schichten sind dureh den Diehtegradien

f/'--- -±2--- "-!-- - -!o .... y(mllJ! ten hervorgerufen. Dieser kommt wegen del' 
; bb. 2 1. l'urbulcll te Grem chicht all Konstanz des Druckes einem Temperaturgradien-

der P latte Ilach Messungell". ten gleich. Auf diese Weise wird also die Tem-
peraturgrenzschicht beobachtet. Bei Uberschall

geschwindigkeit ist bis unmittelbar an del' Wand M > 1, so daB Wandrauhigkeiten 
Mach-Linien erzeugen. Aus deren Neigung kann die Geschwindigkeit ermitteIt 
werden, wenn der Temperaturverlauf und somit der Geschwindigkeitsverlauf be
kannt ist. In Abb. 281 wurde der Dichteverlauf interferometrisch und die Ge
sehwindigkeitsverteilung aus der Neigung del' Maeh-Linien bestimmt. Die letzte 
Methode ist allerdings wenig genau. Nach neueren, noeh nieht veroffentli.chten 
~essungen, verlauft die Kurve fur die Geschwindigkeitsverteilung bei groBeren 
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Wandabstanden naher an der Dichtekurve als in Abb. 281. Die Gesehwindigkeits
verteilung zeigt etwa dieselbe Form wie bei inkompressibler Stromung. Fur 
die Verdrangungsdieke G1. (27) wird mit wachsender Maeh-Zahl der Dichte
verlauf von groBerem EinfluB als der Geschwindigkeitsverlauf. Dies ist mit den 
Erfahrungen bei reibungsfreier Stromung im Einklang, wo sich aIle Einflusse 
bei hohen Mach-Zahlen viel mehr im thermischen Zustand als in einer Anderung 
der Geschwindigkeit geltend machen. Wie Versuche zeigen, nimmt der Reibungs
beiwert bei turbulenter Stramung an der ebenen Platte ungefahr proportional 
zur mittleren Dichte in der Grenzschicht abo Die Kompressibilitat verursacht 
also eine Verminderung des Reibungsbeiwertes, die bei Schallnahe noch ziemlich 
unbedeutend ist. 

Die Bestimmung der Geschwindigkeitsverteilung erfolgt besser mit feinen 
Pitotrohren wie im Inkompressiblen. Genauere Messungen von R. E. WILSON16 
und C. FERRARI17 bestatigen die groBe Ahnlichkeit der Geschwindigkeits
profile bei kompressibler Stramung mit jener 
bei dichtebestandiger Stromung. Ebenfalls 
C. FERRARI18 gibt eine halbempirische Theorie .pz + ~ + ~ + ~ 
fur die turbulente Uberschallgrenzschicht mit M~ - do 

einem aus den Versuchen zu bestimmenden 
Parameter. Eine weitere Arbeit stammt von 
V. DRIEST27. 

Auch die turbulenten Durchmischungs
zonen von Strahlen hoherer Mach-Zahl sind 

Abb. 2 2. tabiHtilt von Strahlr;indero. 

wenig durchforscht. Beobachtungen am Strahlrand von D. BERSHADER und 
S. J. PAI l9 zeigen, daB die Breite der Mischzone mit wachsender Mach-Zahl 
abnimmt. Diese Autoren finden bei Mach-Zahlen von 1,7 im Strahl rund 30% 
schmalere Durchmischungszonen als bei M ~ O. S. J. P AI20 gibt auch eine 
halbempirische Theorie. Die Abnahme der Mischungszonenbreite wurde von 
L. PRANDTL vor langerer Zeit wie folgt erklart (Abb. 282). Angenommen, 
die freie Grenze zweier entgegengesetzt gerichteter Strahlen bilde infolge einer 
Starung eine schwache Wellenlinie. Auf beiden Seiten der Strahlgrenze ergeben 
sich dann, wie durch +, =, - angedeutet, Uber-, Gleich- und Unterdrucke, 
unter deren EinfluB sieh die Strahlgrenze deformiert. Offenbar neigt die Strahl
grenze in Abb. 282a, wo die Relativgeschwindigkeit der Strahlen unter M = 2 
liegt, viel starker zu einer weiteren Deformation als in Abb. 282b. Die Stabilitat 
freier Strahlgrenzen nimmt darnach mit der Mach-Zahl zu. 

7. EinfluB der Grenzschicht auf die Hauptstromung. 

Schon durch die Verzogerung der wandnahen Schicht durch innere Reibung 
ergibt sich eine Verdrangungswirkung der Grenzschicht, welche eine Anderung 
der Hauptstromung und damit eine Anderung der Druckverteilung zur Folge 
hat. Dieser EinfluB konnte etwa dadurch berucksichtigt werden, daB die Druck
verteilung um einen um die Verdrangungsdicke verdickten Korper berechnet 
wird. Allerdings setzt eine Berechnung der Verdrangungsdicke die Kenntnis der 
Druckverteilung voraus, doch kann zunachst von der Druckverteilung ausge
gangen werden, welche sich ohne ReibungseinfluB ergibt, wenn dieser gering ist. 
Tatsachlich erweisen sich die Verdrangungsdicken wegen der durch die hohen 
Geschwindigkeiten bedingten hohen Reynolds-Zahlen im allgemeinen als sehr 
klein im Verhaltnis zu den Korperdicken. 

GroBere Wirkungen als durch die Verdrangung werden im allgemeinen durch 
Ablosung der Grenzschicht zu erwarten sein. Die Ablosung ist allerdings durch 



424 XI. Stromungen mit Reibung. 

Formgebung der Korper weitgehend beeinfluBbar und vermeidbar. Mathematisch 
ist sie bedeutend schwieriger erfaBbar, da ihre Wirkung auf die Druekverteilung 
oft auBerordentlich groB ist, was erschwerend auf eine Iteration wirkt. Man be
denke nur, welehe Sehwierigkeiten sieh aus Ab16sungserseheinungen bereits bei 
dichtebestandiger Stromung ergeben. 

Bei reiner Ubersehallstromung liegen die Verhaltnisse vielfaeh wesentlieh 
einfacher, denn hier beeinfluBt nur der vor der jeweilig betraehteten Stelle 
liegende Grenzsehiehtteil die Hauptstromung. Bei Vernaehlassigung der Ver
drangungswirkung bleibt also die Druekverteilung bis zum AblOsungspunkt in 
reiner Ubersehallstromung unbeeinfluBt und nimmt dann den "Totwasser"
Druck an (vgl. Abb. 141). Allerdings ergibt sieh, wie sehon aus dieser Abbildung 
hervorgeht, die Ablosung der Hauptstramung keineswegs aus del' ohne Reibung 
bereehneten Druekverteilung. 

Wahrend nur der im Abhangigkeitsgebiet del' Ubersehallstromung gelegene 
Grenzschiehtteil die Hauptstromung beeinflussen kann (wobei allenfalls die A.nde
rung der EinfluBbereiche dureh VerdiehtungsstoBe zu berucksichtigen ist), hat 
die Reibungsschieht selbst keine entsprechend begrenzte Wirkung stromauf-

Abb. 283. e bcrschnJlgren1.Schieht bei starkclIl DnlOkamticg nach G. DIWl:GGE". 

warts. Einerseits kann eine Storung im Untersehallteil del' Grenzschieht strom
aufwarts wirken. Anderseits begrenzen die Mach-Linien - also die stehenden 
Sehallwellen - bei rei bender Stromung keineswegs mehr die EinfluBgebiete, sie 
sind dort nieht mehr "Charakteristiken". Die Reibung bedingt einen EinfluB 
liber die Mach-Linien hinweg, eine Wirkung, mit del' sieh LAGERSTR()M31 eingehen
der befaBt hat. Mathematiseh bestimmt sieh namlieh del' Charakter einer Diffe
rentialgleiehung aus den Koeffizienten del' hoehsten Ableitungen, die nun im 
Reibungsglied stehen. Einen Einbliek in den ersten Effekt gewahrt eine Arbeit 
von TSIEN und FINSTON32, die die weehselseitige Einwirkung von nebeneinander 
stromenden reibungslosen Unter- und Uberschallsehichten studieren. Genauer 
erfaBt LWHTHILL26 diesen Effekt, indem er eine laminare reibungslose Stromung 
mit kontinuierlieher Machzahl-Abnahme auf den Wert Null an del' Wand voraus
setzt. 

Eine Ablosung der Hauptstromung hat zwei Voraussetzungen, erst ens eine 
Ruekstromung in del' Grenzsehieht infolge zu starken Druckanstieges und zweitens 
eine ausreiehende Verjungung des Korpers an del' AblOsungsstelle, wodurch 
"Totwasser"-Bildung ermaglicht ",ird. Bei reiner Unterschallstromung ergibt 
sieh das Druekminimum in del' Nahe des Diekenmaximums, so daB del' Druek
an stieg weitgehend mit del' Verjungung des Karpel's zusammenfiillt, womit 
beide Voraussetzungen einer Ablosung gegeben sind. Bei Ubersehullstromung 
hingegen ergibt sieh ein Druckanstieg an konkav gekrummter Wand. Hier kann 
sieh abel' kein wesentliehes Totwasser bilden, aueh dann nieht, wenn die Ge
sehwindigkeitsprofile del' Reibungssehieht Ab16sungseharakter haben. Theoretisch 
ist das Verhalten del' Stromung in dies em FaIle noeh nicht geklart, doch zeigen 
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Versuche an konkav gekrummten oder geknickten Korpern in Uberschall
stromung, daB wesentliche Stromungsablosungen trotz starken Druckanstieges 
ausb1eiben (Abb.283). 1m vorliegenden Fall handelt es sich urn eine laminare 
Grenzschicht bei einer Reyno1ds-Zahl von Re = 4 . 105. Das Schlierenbild ist 
kaum von einem entsprechenden bei turbulenter Grenzschicht zu unterscheiden. 

Die starksten Druckanstiege ergeben sich an St6Ben, doch sind diese Vorgange 
nicht mehr mit der gewohn1ichen Grenzschichttheorie erfaBbar. Der StoB muB 
in der Grenzschicht an der Schallgrenze endigen, was zu starken Druckgradienten 
in Richtung normalzur Wand fuhren muBte. Schon bei schallnaher reibungs
freier Stromung (Abb. 230, oder 22) ergeben sich hinter dem StoB Druckverteilun
gen mit starken Beschleunigungen, was auf sehr verwickelte Vorgange bei 
StoBen in Grenzschichten hinweist. Keineswegs fuhren StoBe stets zur Ablosung. 
Bei schlanken Korpern mussen die StoBe uberhaupt schief sein, wenn sie eine Ab
lenkung der Hauptstromung yom Korper und damit Ab10sung verursachen 
sollen. 

Ein Kriterium fUr eine Ablosung ist auch bei StoBen die Druckverteilung, die sich 
bei Totwasser stets als konstant ergibt. Aus der absoluten Rohe der Druckspriinge 
am Korper lassen sich hingegen keine sicheren Schliisse ziehen. Denn theoretisch 
ka,nn. der StoB iiberha,upt nicht bis an die Wand reichen, weil dort Unterschall
geschwindigkeit herrscht. Auf3erdem spielt bei rascher Druckanderung die Lage der 
Druckbohrung eine groBe Rolle und vielfach vollfiihrt der StoB im Versuch auch 
kleine Schwingungen. 

Durch Ab16sung kann ein StoB in reiner Uberschallstromung auch aus dieser 
durch die reibungsfreie Stromung gegebenen Lage hemus stromaufwarts rucken. 
Denn ein StoB vermag bei ausreichender Starke ja stromaufwarts zu wandern 
(vgl. Abb. 141). Wahrend aber eine Ablosung bei Unterschallstromung 
stets eine Erhohung des Druckwiderstandes ergibt, weil die hohen Drucke in 
der Umgebung des hinteren Staupunktes ausb1eiben, setzt ein Vorrucken der 
Schwanzwelle den Druckwiderstand herab, da die hochsten Unterdrucke weg
fallen. Da dabei auch gleichzeitig der Reibungswiderstand absinkt, ist der 
Gesamtwiderstand in Abb. 141 urn so geringer, je weiter stromabwarts die 
Schwanzwelle liegt. Dennoch durfte aber der Gesamtwiderstand stets uber dem 
reibungsfreien gerechneten Wert liegen. Bei ange-
stelltem Profil durfte eine Ablosung unter dem Ein- ~ 
fluB der Schwanzwelle auch eine Verschlechterung 
der Gleitzahl ca/cw zur Fo1ge haben. 

Verursachen ausgedehnte senkrechte StaBe eine __ _ __ _ 
Ablosung der Stromung an der Wand, so mussen .az7!Z7lW'$ffi~ 
sie dort als schiefer StoB beginnen, was GabelstoBe Abb. 2 4. Gabel toll mit AblO \lng. 

in Wandnahe zurFolge hat. Wie im entsprechen-
den Absch~.itt VIII, 11 ausgefuhrt, konnen solche GabelstoBe allerdings nicht 
bei allen Uberschallgeschwindigkeiten auftreten. Wenn sie aber theoretisch 
moglich sind, werden sie in Wandnahe auch meist beobachtet. Der erste schiefe 
StoB an der Wand (Abb. 284) verursacht die Bildung eines kleinen "Tot
wassers", auf welches der zweite schiefe StoB auftrifft. Hierbei wird dieser an 
der "freien Strahlgrenze" des Totwassers als Verdunnungsfacher reflektiert 
(vgl. Abb. 159), womit die freie Strahlgrenze wieder in Richtung auf die 
Wand geknickt wird. Dabei hangt es nun sehr yom weiteren Verlauf der 
Wand ab, ob die freie Strahlgrenze wieder auf die feste Wand auftrifft, ob 
sich die Hauptstromung durch die turbulente Durchmischung an der Tot
wassergrenze wieder an die Wand ansaugt, oder ob die Ablosung durch den 
GabelstoB groBere Dimensionen annimmt. 
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Ausschlaggebend fur die Vorgange ist die Reynolds-Zahl (Abschnitt IV, 4). 
Tatsachlich zeigt sich vielfach eine deutliche Abhangigkeit der Versuchsresultate 
von dieser Kennzahl. Mit Riicksicht auf die Praxis sind dabei meist hohe Reynolds
Zahlen erstrebenswert, konnen aber im Versuch wegen des damit verbundenen 

Abb. 285. Schlierenaufnahmen von Stollen mit senkrechter (oben) unu waagrech ter Blenue bei konstanter 
1lach-Zahl in groller Entfernung und Reynolds-Zahlen von: Re. 10-6 = 1,32; 1,57; 1,78 ; 2,02; 2,26 und 2,68 

nach ACKERET, FELD~IANI' und ROTT. 

Aufwandes nicht immer erreicht werden. Von besonderem Interesse, welche 
Anspruche an die GroBe der Reynolds-Zahlen zu stellen sind, sind Versuche von 
J. ACKERET, F. FELDMANN und N. ROTT22 an lokalen Uberschallgebieten und 
von LIEPMANN23 • Abb. 285 zeigt, daB eine Verdoppelung der Reynolds-Zahl 

PlPo 
o.5(J~--i-----~----~~~~--~ 

5(J l(J(J .?5(J .. /171m .J(J(J 

eine wesentliche Anderung des Stromungs
bildes verursacht. Wahrend bei kleinem 
Re-Wert verwickelte StoBvorgange auf
treten, welche wegen der Kleinheit der 
ortlichen Mach-Zahlen aber keine Gabel
stoBe sein konnen, zeigt sich bei hoherem 
Re-Wert im wesentlichen das Bild einer 
reibungsfreien Hauptstromung. Man kann 
also hoffen, bei hohen Reynolds-Zahlen 
die richtige Druckverteilung zu erhalten. 
(Die Reynolds-Zahlen sind mit der Grenz-

..1.1)1). 2 6. Einflu ll dcr RC~'Tlolds-Zahl auf die h' h 1 b' S B d . d Druckverteilung"'. SC lC t ange IS zum to un mIt en 
Un terschallanstrom ungswerten ge bildet. ) 

Abb. 286 zeigt die entsprechenden Druckverteilungen. Der Druckanstieg ruckt 
offenbar mit der Reynolds-Zahl stromaufwarts. Wenn die Unterschiede auch 
deutlich sind, so sind sie mit Rucksicht auf die groBe Empfindlichkeit schall
naher Stromungen gegen die Anstrombedingungen (Abschnitt IX, 9) doch 
nicht als groB anzusprechen. Weitere Versuchsergebnisse mit Untersuchungen 
zum Thema dieses Abschnittes geben die Arbeiten 28 , 29, 30. 

8. Stabilitat der Grenzschicht. 
Das Umschlagen der laminaren in turbulente Grenzschichten kann wie bei 

dichtebestandigen Stromungen auf die Instabilitat der laminaren Grenzschichten 
gegenuber kleinen instationaren Storungen zuruckgefUhrt werden. Die Methoden 
del' Stabilitatsrechnung fUr laminal'e Grenzschichten sind im Kompl'essiblen 
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ahnlich wie im Inkompressiblen. An Stelle der fiir die Stabilitat im Inkompres

siblen maBgebenden GroBe ~~ tritt nun im Kompressiblen :y (e ~~). Die 

Ergebnisse dieser Rechnungen, die von L. LEEs24 und anderen33 , 34 durchgefUhrt 
wurden, zeigen im Kompressiblen einen starken EinfluB des Temperaturfeldes 
auf die Stabilitat, derart, daB eine beheizte Wand die Stabilitat erniedrigt, eine 
gekiihlte Wand sie erhoht. Dieser Effekt hat iibrigens mit der Kompressibilitat 
des Mediums nichts zu tun, er tritt auch bei sehr niedrigen Mach-Zahlen auf35. 
Wenn kein Warmeiibergang an der Wand auf tritt, bewirkt jedoch bei hohen 
Geschwindigkeiten die Reibungswarme Temperaturunterschiede in der Grenz
schicht, die, wie schon erwahnt, die Stabilitat beeinflussen. Bei geniigend hoher 
Kiihlung kann die laminare Grenzschicht bei Uberschallstromung sogar fiir alle 
Re-Zahlen stabil werden24. Jedoch ist dabei zu beachten, daB die Aussage nur 
fiir unendlich kleine Storungen, wie bei den meisten Stabilitatsrechnungen, gilt, 
aber fUr endliche Storungen erst untersucht werden miiBte. 

Noch ein anderer Effekt, dem wohl noch nicht genug Beachtung geschenkt 
wurde, tritt bei stationaren laminaren oder turbulenten Uberschallgrenzschichten 
auf 11. Er erklart sich aus dem wechselseitigen EinfluB von stationarer Haupt
stromung und stationarer Reibungsschichtstromung. Die Verdrangungsdicke 
nimmt im allgemeinen mit dem Druck in Stromungsrichtung zu. Anderseits 
bedingt eine Zunahme der Verdrangungsdicke durch die daraus resultierende 
Randbedingung eine Druckzunahme in der Hauptstromung. Es besteht darnach 
die Moglichkeit, daB eine anfanglich kleine Storung verstarkt wird. Nach 
Naherungsrechnungen, welche K. Osw ATITSCH11 am Beispiel der ebenen Platte 
durchgefiihrt hat, ergibt sich bei M = = 1,7 dadurch eine Verdoppelung der 
Verdrangungsdicke auf einer Lange von rund 15 Verdrangungsdicken bei laminarer 
Grenzschicht, auf der Lange von nur etwa einer Verdrangungsdicke bei turbulenter 
Grenzschicht. Es mag sein, daB derselbe Effekt auch bei den Versuchen von 
ACKERET-FELDMANN-RoTT hereinspielt. Dem Druckanstieg bei Re = 1,325.106 

nach dem Druckminimum in Abb.286 steht das Auftreten eines schiefen 
StoBes am Ort des Druckanstieges gegeniiber. Auch die starke Streuung der 
gemessenen Druckwerte in vielen Uberschallstromungen diirfte mit diesem 
Effekt zusammenhangen. Bei Druckabfall liegen die gemessenen Druckkurven 
in der Regel glatt, wahrend stetig verlaufende MeBwerte in Uberschallstromungen 
bei im Mittel konstantem Druck schwer erzielbar sind. Auch auf diesem Gebiet 
bleibt noch manche Frage offen. 
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XII. Uberblick fiber die Versuchstechnik, Analogien. 
1. Druckmessung, Kraftmessung. 

Die Messung des statischen Druekes in stationarer Stromung an Kanalwanden 
und an Korpern ist eines der einfaehsten experimentellen Hilfsmittel. In del' 
Regel wird die Messung mit gewohnliehen Queeksilbermanometern durehgefUhrt, 
an welehen der Druekuntersehied zum au13eren Luftdruek abgelesen wil'd. Die 
Fol'derungen an die Dl'uekanbohrungen sind dieselben wie bei langsamen 
Stromungen. Der Me13bereieh jedoeh ist in der Regel viel gro13er und die Me13zeit 
viel kUTzer als bei niedrigen Gesehwindigkeiten. Bei kurzen Einstellzeiten hilft 
man sieh dadureh, da13 man die Leitungen zur Me13stelle mogliehst kurz wahlt, 
urn die Aussaugzeit herabzusetzen, die Manometer bloekiert, vor der Messung 
auf die erwarteten Werte einstellt und naeh der Messung abliest. Das Messen 
des statisehen Druekes mit Sonden sto13t auf ahnliehe Sehwierigkeiten wie bei 
langsamen Stromungen. Am vel'breitetsten diirfte die Rohrsonde sein, ein langes 
diinnes Rohr mit einer oder mehreren Druekanbohrungen, das in Hauptstromungs
riehtung dureh die gesamte Diise und Me13streeke fiihrt. 
In Ubersehallstromung kann die "Kegelsonde"34 gute 
Dienste leisten: Ein Kreiskegel mit ansehlie13endem 
Kreiszylinder, in welch letzterem sieh die Druek
anbohrung in einem Abstand von etwa 12 Dureh
messern von der Spitze befindet. Theoretiseh herrseht 
dort etwas Unterdruek, der jedoeh praktiseh bei ge
niigender Sehlankheit des Kegels ohne Bedeutung ist. 

Abb.2 7. Pitot·Rohr. 

Bei niedrigen absoluten Drueken, wie sie gerne bei Kanalen hoher Maeh-Zahlen 
auftreten, ergeben sieh gro13e Ungenauigkeiten, wenn der Untersehied zum 
Luftdruek gemessen wird, weil sieh del' gesuehte Wert aus der Differenz zweier 
nahezu gleieh gro13er Werte ergibt. In dies em Fall sind Torrieelli-Rohre vorzu
ziehen, welehe mit Substanzen sehr niedrigen Sattigungsdampfdruekes gefUllt 
sind. Beispielsweise ist Wasser bei einem Kanal mit einem Ruhedruek von einer 
Atmosphare und einer Me13-Maeh-Zahl iiber 3 nieht mehr verwendbar, weil an 
der Me13stelle der Sattigungsdruek erreieht wird und das Wasser im Manometer 
zu sieden beginnt. Schon VOl' dieser Grenze maeht sieh die Anwesenheit kleinster 
Luftmengen in der Manometerfliissigkeit sehr unangenehm bemerkbar. 

Hohe Maeh-Zahlen lassen sieh vielfaeh aus dem Pitot-Druck weitgehend genau 
bestimmen. Wird in die Stromung ein Staurohr (Pitot-Rohr, Abb. 287) ein
gefiihrt, so stellt sieh in diesem bei .Jl < 1 der "Ruhedruek" Po ein. Das ist del' 
Druck in einem Staupunkt, fUr welehen al1erdings leider nieht die Bezeiehnung 
"Staudruek" verwendet werden kann, weil dieses Wort aus del' Stromungslehre 

diehtebestandiger Medien fiir den Ausdruek ~ e W2 bereits zu allgemein ein

gefiihrt ist. Bei M > 1 legt sieh vor das Staurohr eine Kopfwelle, welehe VOl' del' 
Pitot-Rohroffnung im wesentliehen senkreeht ist. Bei Ubersehallgesehwindig
keiten wird also mit dem Staurohr del' Ruhedruek Po hinter einem senkreehten 
Sto13 gemessen. Zur Vereinfaehung der Ausdrueksweise hei13e del' mit dem 
Staurohr gemessene Druck: Pitot-Druck. Sein Verhaltnis zum Ruhedruek kann 
fiir Luft der letzten Leiter des Diagrammes Tafel III entnommen werden. Aus 
Ruhedruek und Pitot-Druek ergibt sieh damit sehr einfaeh die Maeh-Zahl bei 
Ubersehallgesehwindigkeiten. Sie wird in Sehallnahe auf diese Weise nur ungenau, 
bei hoherer Maeh-Zahl wegen de') gro13eren Betrages von dM/dpo aber sehr genau 
bestimmt, wobei sieh der Vorteil ergibt, da13 der Pitot-Druek weit iibel' dem 
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statisehen Druck liegt und daher leiehter meBbar ist. Man kann also bei hoheren 
Maeh-Zahlen fUr den Pitot-Druek die gleiehen Manometer benlitzen, die bei 
mittleren Maeh-Zahlen fur den stati8ehen Druck verwendet werden. 

Die Pitot-Druekmessung allein gibt nieht immer ein klares Bild del' Vorgange. 
Tritt in del' Stromung beispielsweise ein senkreehter StoB auf, so maeht er sieh 
in del' Pitot-Druckmessung nieht bemerkbar! Denn das Pitot-Rchr gibt in del' 
Stellung VOl' del' zu messenden StoBfront (Abb. 288) und hinter ihr stets den 
Ruhedruck Po hinter dem senkrechten StoB, welcher sich bei del' entsprechenden 
Dbersehallgesehwindigkeit einstellt. 

In zunehmendem MaBe werden aueh elektrisehe DruekmeBmethoden ver
wendet. Auf solehe kann insbesondere bei den instationaren Vorgangen in del' 

-
Abb.28S. Pitotrohr am senkrechten Stoll. 

Ballistik odeI' bei del' Wellenausbreitung 
kaum verziehtet werden. Doeh falIt die 
raffiniertere MeBteehnik aus dem Rahmen 
dieses Buehes. 

Pitotdruekmessungen im Naehlauf des 
Korpers konnen aueh zur Bestimmung des 
'Viderstandes benutzt werden. Die N[ethode 
ist fUr inkompressible Stromungen schon 
lange unter den Namen BETZ odeI' JONES 
bekannt und wurde in letzter Zeit mehrfaeh 

fur kompressible Stromungen erweitert36 , 37. Diese Verfahren beruhen im 
wesentliehen darauf, daB del' Widerstand mit Hilfe des Impulssatzes dureh 
Ruhedruekverluste ausgedruekt wird und diese im Naehlauf ausgemessen werden. 
Die Herleitung del' Formeln bedingt allerdings gewisse plausible Zusatzannahmen. 

Die Wagung del' Luftkrafte stellt kein typiseh gasdynamisehes Problem dar und 
solI hier deshalb nur gestreift werden. Die Waagen zeigen in den Systemen dieselbe 
Vielfalt wie bei niederen Stromungsgesehwindigkeiten. Bei zu hohen Staudrueken 
konnen MeBschwierigkeiten dadureh entstehen, daB del' Modellhalter wegen des 
hohen Modellwiderstandes sehr kraftig gebaut werden muB. 1st er nun Luft
kraft en ausgesetzt, so kann del' Fall eintreten, daB die Krafte auf den Halter 
jene auf das Modell weit ubertreffen, was die MeBgenauigkeit wesentlieh herab
setzt. Die Gefahr dafur ist bei sehr hohen Maeh-Zahlen in del' Praxis gar nieht 
so groB wie bei mittleren Maeh-Zahlen, weil Hypersehallmessungen meist nur 
bei sehr kleinen Diehten durehgefUhrt werden konnen. Del' besproehene Effekt 
ist ohne Bedeutung, wenn die Waage in das Modell odeI' in den Halter 
verlegt wird, was etwa unter Verwendung von Drahten gemaeht werden kann, 
deren elektriseher Widerstand sich bei Dehnung des Drahtes andert (strain gage). 
Bei Dbersehallstromungen konnte man einen wesentliehen V orteil aus dem 
Umstand erwarten, daB ein stromabwarts gelegener Halter die Stromung am 
Modell nieht beeinflussen kann. Diesel' Vorteil betrifft abel' nieht die UntersehalJ
naehlaufe von Modellen. Insbesondere bei stumpf endenden Korpel'll (bei Ge
sehossen) kann del' Bodendruek yom Halter wesentlieh gestort werden. Dies ist 
insbesondere bei Sehallnahe, wo del' Bodensog stark am Gesamtwiderstand 
beteiligt ist, zu beachten, in Hypersehallstromung abel' ohne Bedeutung. 

2. Optische Methoden. 

Bei del' Durchleuehtung eines libel' einer Heizung aufsteigenden Luftstromes 
lassen sich auf einem del' Liehtquelle gegenuberliegcnden Schirm odeI' aueh mit 
freiem Auge leieht Aufhellungen und Sehatten in del' Luft beobaehten. Sie 
ruhren daher, daB sieh mit del' "Massendiehte" aueh die "optisehe Diehte" del' 
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Luft andert (Luftf1i.mmern). Die Dichteunterschiede der Luft bewirken Ab
lenkungen der einfallenden Lichtstrahlen, wodurch es zu Aufhellungen und Ver
dunkelungen (Schatten) in der Beobachtungsebene kommen kann. Sie beruhen 
also einfach auf einer Linsenwirkung bestimmter Luftteile, die beispielsweise 
dort gegeben ist, wo die optische Dichte einer Luftschicht konstanter Tiefe 
quer zur Beobachtungsrichtung zuerst zu- und dann wieder abnimmt. In der 
Umgebung der maximalen optischen Dichte entspricht eine solche Luftschicht 
also einer Sammellinse, sie erzeugt dort eine Erhellung. Da die optische Dichte 
mit groBer Genauigkeit einfach proportional der Massendichte e ist, ist die Starke 
der Schatten oder der Erhellungen, welche von einer Luftschicht bestimmter 
Tiefe hervorgerufen werden, proportional der zweiten Ableitung der Luftdichte 
quer zur Beobachtungsrichtung. 
Die auf dem geschilderten Effekt 
beruhende Beobachtungsmethode 
heiBt Schattenmethode1• 

Viel groBere Bedeutung als 
diese besitzt die sogenannte 
Schlierenmethode 2• Sie gehort in 
der Uberschalltechnik neben der 
Wagung der Luftkrafte oder der 
Messung des statischen Druckes 
zu den gebrauchlichsten Hilfs
mitteln, wird aber fast aus
schlie.l3lich zur qualitativen und 
nicht zur quantitativen Beob
achtung verwendet (Abb. 289a). 

Abb. 289. Schlierenbeobachtung. 

Eine Lichtquelle, z. B. ein Spalt A vor einer Bogen- oder Quecksilberdampf
lampe, wird im Brennpunkt einer groBen Linse B (Schlierenkopf) aufgestellt, 
so daB hinter dieser ein Parallelstrahlenbundel entsteht, mit welchem das 
Objekt 0, etwa der Uberschallkanal, durchleuchtet wird. Dahinter steht eine 
zweite Linse D, in deren Strahlenkreuzungspunkt eine scharfe Kante E, die 
sogenannte Schlierenblende, steht. Eine dahinter befindliche Linse F bildet 
das Objekt 0 auf dem Schirm Gab. Der Lichtspalt A erscheint am Ort 
der Schlierenblende E als Lichtfleck. Er solI von E etwa zur Halfte ab
gedeckt werden, so daB das Bild auf dem Schirm halb verdunkelt erscheint. 
Eine Anderung der optischen Dichte des Objektes quer zur Lichtstrahlrichtung 
fiihrt zu einer Lichtstrahlablenkung in Richtung des Dichtegradienten. Dies 
hat eine Verschiebung des Lichtfleckes an der Schlierenblende zur Folge, wonach 
je nach deren Stellung der entsprechende Objektteil auf dem Schirm erhellt 
oder verdunkelt erscheint. Mit der Schlierenmethode wird also die erste Ab
leitung der Dichte normal zur Schlierenblendenkante beobachtet. Mit dieser 
Methode konnen die Machschen Linien, wegen der in ihnen auftretenden Dichte
unterschiede, leicht sichtbar gemacht werden (Abb. 283). Naturlich erscheinen 
auch die Dichteunterschiede der glasernen Kanalwande, die sogenannten 
Schlieren, auf dem Bild. Es muB daher "schlierenfreies" GIas (Kristallglas, 
Schaufensterglas, aber kein gewohnliches Fensterglas) verwendet werden. 

Durch Drehen der Schlierenblende kann man den Dichtegradienten in 
beliebiger Richtung als Erhellung oder Schatten erhalten. Fur die Methode 
selbst gibt es zahlreiche Anordnungen3. Bei genugender Brennweite der Linse B 
kann diese so eingestellt werden, daB der Lichtstrahl leicht konvergent durch 
das Objekt geht. Die Linse D bleibt dann weg und die Schlierenblende wird 
im Strahlenkreuzungspunkt von B aufgestellt. Im allgemeinen sind Hohlspiegel 
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Linsen vorzuziehen. Die Farbfehler der Linsen fallen dann weg und Anordnungen 
werden moglieh, welehe nur auf einer Kanalseite Raum benotigen. In Abb. 289 b 
beispielsweise wird der Lichtstrahl mit einem Spiegel groBer Brennweite zweimal 
dureh den Kanal gesehiekt (Koinzidenz-Methode). Damit sieh Liehtquelle und 
Beobaehtungsschirm nieht storen, wird das Licht nahe am Lichtspalt zweek
miWig mit einem Prisma umgelenkt. 

Wegen der im folgenden Absehnitt geschilderten Schwierigkeiten bei Tem
peraturmessungen wird vielfach versucht, mit Interferometern die Diehte zu 
messen. Zusammen mit einer Messung des statisehen Druckes gewinnt man 
damit die erforderliehe Auskunft iiber zwei thermodynamisehe ZustandsgroBen. 
Das Prinzip ist dabei stets folgendes. Zwei von einer Lichtquelle stammende 
Strahlen (koharentes Licht) zur Interferenz gebraeht, erzeugen dunkle Inter
ferenzstreifen an Stellen, wo sieh die Lange des optisehen Liehtweges beider 

Abb.200. Doppclspa ltintcr[cromcter . 

Strahlen um eine ungerade Anzahl halber Wellenlangen unterscheidet. Dadurch 
entstehen die bekannten Systeme von Interferenzstreifen. Wird nun die Dichte 
der Luft auf dem Wege des einen Strahles geandert, so entstehen Untersehiede 
in den optisehen Liehtweglangen, welehe entweder ein Interferenzstreifensystem 
entstehen lassen oder ein schon vorhandenes Streifensystem verandern. Aus 
dies en Veranderungen laBt sich die Diehteverteilung im Versuchsobjekt bestimmen. 
Vielfach sind die Versehiebungen so stark, daB die Dichteanderungen auf einem 
Liehtweg auf dem anderen Liehtweg kompensiert werden miissen. Dabei ist es 
von Bedeutung, ob mit "weiBem" oder mit "monochromatischem" Licht gearbeitet 
wird. Bei letzterem ist die Anzahl der Interferenzstreifen bedeutend groBer 
als bei weiBem Licht, weil die Lichtwellenlange genauer festliegt. "WeiBes" 
Licht hat dagegen den Vorteil, daB das "Hauptmaximum", die Stelle exakt 
gleieh Langen Liehtweges beider Strahlen, Leicht zu erkennen ist, da die Schade 
der Intederenzstreifen an beiden Seiten des Maximums rasch abnimmt. 

Die einfaehste Anordnung zeigt das Doppelspaltintederometer. Es wurde 
mit Erfolg bei Stromungen angewendet4 (Abb. 290). Das Licht eines Spaltes A 
wird mit einer Linse Bin einem Mikroskop E abgebildet. An der Limle B befindet 

sieh ein Doppelspalt 0, welcher die beiden koharenten 
Liehtstrahlen erzeugt. Hinter diesem Spalt befindet 
sieh in einem Liehtweg das Objekt D, im anderen allen
falls ein Kompensator. Die Genauigkeit dieser Methode 
nimmt mit dem Abstand der Doppelspalte abo Die 
Liehtstrahlen sind also mogliehst nahe aneinander 

Abb. 201. Mach-Zehnder- JlU fiihren. Das Doppelspaltinterferometer eignet sieh 
Interferometer. daher besonders fiir Dichtemessungen nahe an Wanden 

oder den Vergleieh der Diehte in Grenzsehieht und 
Potentialstromung und zeiehnet sieh durch seine groBe Einfachheit aus. Weit
gehend unabhangig voneinander konnen die Liehtwege etwa beim Mach
Zehnder-Interferometer5, 6,33 gefiihrt werden. Hier werden die Liehtstrahlen 
mittels halbdurehlassiger Spiegel getrennt (Abb. 291). Da aber die Liehtwege 
bis zum Intederenzstreifenbild bei weiBem Licht auf einige Wellenlangen, bei 
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monochromatischem Licht auf einige hundert Wellenlangen genau gleich lang 
sein miissen (wofiir beim Doppelspaltinterferometer sehr einfach die Abbildung 
durch die Linse sorgt), stellt dieses Instrument groBeAnspriiche an die Versuchs
technik. Ein einfacheres Interferometer wurde neuerdings von S. F. ERDMANN32 
entwickelt. 

Bei quantitativer Auswertung kommen die optischen Methoden vor allem 
bei ebener Stromung in Frage. Rotationssymmetrische Felder konnen schritt
weise berechnet werden. In letzter Zeit wurden auch Erfolge bei der Dichte
messung in raumlichen Feldern erzielt 30• 

3. Temperaturmessung. 

1m vorderen Staupunkt eines Korpers ste11t sich bei stationarer Stromung 
ohne Warmezufuhr selbst dann die Ruhetemperatur ein, wenn Uberschall
geschwindigkeit herrscht und sich daher vor den Staupunkt eine Kopfwelle 
legt. Denn der Energiesatz (II, 7) gilt ja iiber StoBe hinweg. Lediglich bei nicht 
idealen Gasen ergibt sich mit der Abhangigkeit der Enthalpie yom Druck ein 
EinfluB der Ruhedruckabfalle auf die Staupunktstemperatur. Bei laminarer 
Grenzschicht ergab sich in Abschnitt XI, 3 theoretisch ebenfalls ein Anstieg 
der Temperatur bis nahezu zum Ruhewert isoenergetischer Stromung, und bei 
turbulenter Stromung zeigen Versuche ein ahnliches Resultat. Die mittlere 
Temperatur eines Korpers liegt also der "Ruhetemperatur" viel naher als der 
Stromungstemperatur, weshalb ein angestromtes Thermometer ein wenig ge
eignetes TemperaturmeBinstrument darstellt. Dies zeigen auch die Messungen 
von FR. MULLERB, der in einer Laval-Diise mit einem gewohnlichen Thermo
meter iiberall nahezu die Kesseltemperatur erhielt. W. F. HILTON9 erhalt an 
einem quer angestromten Zylinder zwischen dem vorderen Staupunkt und dem 
Totwasser nahezu die ganze Skala der zwischen Ruhe- und Stromungstemperatur 
gelegenen Werte. Da der Warmeiibergang an den Stellen diinnster Grenzschicht 
und hochster Geschwindigkeit am groBten ist, verwundert es nicht, daB die 
niederen Totwassertemperaturen die mittlere Thermometertemperatur nur wenig 
beeinflussen. HILTON fiihrt auch Messungen an Plattenthermometern unterschied
licher Dicke durch und vergleicht die Versuche - indem er auf verschwindende 
Plattendicke extrapoliert - mit dem theoretischen Resultat von E. POHLHAUSEN 
(XI, 3). Er findet in der Nahe des vorderen Staupunktes, wo die Stromung 
noch als laminar anzusehen ist, innerhalb der MeBgenauigkeit Ubereinstimmung 
mit der Theorie und empfiehlt das Plattenthermometer als geeignetes MeB
instrument. Ganz analoge Versuche wurden.von ECKERT und WEISE 29 durchge
fiihrt. 

Fiir die Feststellung der Temperatur wird jedenfalls stets die Kenntnis der 
Geschwindigkeit erforderlich sein. Ein Instrument, mit welchem die Staupunkts
temperatur gemessen wird, gibt beispielsweise S. SVENSSON10. Mit dem Energie
satz ergibt sich mit der Geschwindigkeit dann leicht die Stromungstemperatur. 
Eine zusammenfassende Arbeit stammt von E. ECKERT 7, weitere Untersuchun
gen von G. R. EBER31 und L. F. RYAN35. 

4. Kanaltypen. 

Stationar laufende Kanale werden vielfach - ganz analog zu den Kanalen 
niedriger Geschwindigkeit yom "Gottinger Typus" - als einfache Rundlauf
kanale mit starkem, mehrstufigem Geblase gebautll (Abb. 292). Die vor
handenen Kanale haben dabei meist eine "geschlossene M ef3strecke", d. h. del' 

Oswatitsch, Gasdynamlk. 28 
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Luftstrahl, in welchem sich das Modell befindet, ist von festen Wand en begrenzt 
und nicht wie bei del' "offenen Mef3strecke" ein Freistrahl. (Diese Ausdrucks
weise sagt also nichts daruber aus, ob del' Freistrahl von einem Gehause um
geben ist odeI' nicht.) 

Bei Hochgeschwindigkeitskanalen laufen yom Geblase her oft betrachtliche 
Storungen stromaufwarts durch den Diffusor in die MeBstrecke. Diese Storungen 

werden durch die Verengung des 
Querschnittes in ihrer Fortpflanzungs
rich tung noch verstarkt. H. EGGINK 

" " beseitigt diese Storungen durch Ein-
" i schalten einer kurzen UberschaU-

I strecke zwischen MeBstrecke und 
Diffusor. Ein solcher Uberschall-

J.:-.'-- ____ .. _ ______ _____ ':'-;' sperriegel fUr stromaufwartslaufende 
, -/ Storungen kommt im allgemeinen 

naturlich nur bei Anlagen in Frage, 
_~ hh. 202. Geschlossener tberschnllknnal fOr stationiircn 

Detrieb. wo die Geschwindigkeiten schallnahe 
sind und eine Beschleunigung auf 

Uberschallgeschwindigkeit den Leistungsbedarf nicht wesentlich steigert. 
Bei Uberschallkanalen tritt an die Stelle der konvergenten Kanalduse eine 

Laval-Duse. Wegen der fur die Geschwindigkeit erforderlichen Leistung 
ist bei hoheren Mach-Zahlen der MeBquerschnitt meist verhaltnismaBig 
klein. Da die oft betrachtliche Anlaufzeit eines solchen Kanals fUr die Ver
suchszeit verloren ist, wird bei einem solchen Kanal del' Anstellwinkel eines 
Modells moglichst wahrend des Versuches zu verstellen sein. Die fUr genauere 
Uberschallversuche erforderliche Lufttrocknung (Abschnitt II, 19) ist beim Typus 
nach Abb. 292 leichter zu lOs en als beim Typus nach Abb.293, wo standig 
frische Luft verwendet wird. 

Da bei einem Kanal fUr einen standigen Energiestrom gesorgt werden muLl, 
ist nach Gl. (II, 4) bei einer bestimmten Mach-Zahl, d. h. bei einem bestimmten 

Verhaltnis von i zu W2, die Leistung pro
portional zum Querschnitt, zur Dichte und 
zur dritten Potenz der Geschwindigkeit. 
Wenn die Mach-Zahl vorgeschrieben ist, ist 
auch die Geschwindigkeit im wesentlichen 
gegeben, da die Schallgeschwindigkeit durch 
die Temperatur des Luftstromes praktisch 
ziemlich festgelegt ist. Zur Erfiillung der 
Ahnlichkeitsgesetze ist man nun an mog
lichst hohen Reynolds-Zahlen des Modells 
interessiert. Diese sind del' Dichte, del' Ge

Abb. 293. Absaugkanal fiir intermittieren-
den Betrieb. schwindigkeit und der Modellange proportio-

nal und werden bei gegebener Leistung dann 
am groBten, wenn man die Dichte moglichst hoch und den MeBquerschnitt, del' 
ja im wesentlichen proportional zum Quadrat der Modellange ist, moglichst klein 
halt. Die Luftdichte laBt sich beim geschilderten Kanaltyp leicht variieren, 
nur machen hohe Dichten starke Kanalwande erforderlich. Auch sind zu kleine 
Yrodelle nicht genau genug herstellbar. 

Einen zweiten Kanaltypus zeigt Abb. 293. Ein Kessel wird von standig 
laufenden Pump en ausgesaugt. Durch eine Duse, eine MeBkammer und einen 
schnell schlieBbaren Hahn wird die Luft fur die Dauer des Versuches in den 
Kessel gesaugt. Bei dieser "intermittierenden" Methode sind verhaltnis-
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maBig kleinere Leistungen der Pumpen und Motoren erforderlich, weil die 
Versuche selbst nur verhaltnismiWig wenig Zeit erfordern. Allerdings ist 
ein ausreichendes Kesselvolumen und fiir genauere Versuche bei Absaugen 
aus der Atmosphare eine verhaltnismaBig groBe Lufttrocknungsanlage er
forderlich. Die stationare Stromung im Kanal stellt sich praktisch sofort 
ein. Eine instationare Ausgleichswelle braucht ja nur einen kleinen Bruchteil 
einer Sekunde, urn durch den Kanal zu laufen. Nur fUr Versuche, bei welchen 
sich am Modell eine Endtemperatur einstellen soll, ist der intermittierende 
Betrieb weniger geeignet. 

Auch das Auffiillen und intermittierende Ablassen eines Kessels in die Atmo
sphare ist als Uberschallkanaltypus denkbar. Doch ist dabei das Absinken des 
Ruhedruckes im Kessel nachteilig. Allerdings ist praktisch stets quasistatisch 
zu rechnen. Die Krafte und Drucke im Kanal konnen einfach auf den gleichzeitig 
herrschenden Ruhedruck im Kessel bezogen werden. Das Absinken der Kessel
temperatur infolge der Expansion der Kesselluft braucht dabei fUr Kraftmessungen 
nicht bekannt zu sein. Nach bekannten Formeln ist der Staudruck der An
stromung 

(1) 

durch den leicht zu messenden Druck und die von der Laval-Diise abhangende 
Mach-Zahl allein festgelegt. Ein Vorteil ergibt sich bei geniigend hohen Drucken 
im Speicherkessel daraus, daB der Hauptteil der Luftfeuchte bei der Kompression 
ausgeschieden wird. Die Sattigungsdampfdichte hangt ja nur von der Tem
peratur abo Wird diese also durch Kiihlung bei der Kompression etwa auf Zimmer
temperatur gehalten, so entfallt bei etwa lO at Druck auf die Masseneinheit der 
Luft nur mehr so wenig Wasserdampf, daB der KondensationsstoB kaum mehr 
in Erscheinung tritt. 

Die Kondensation stort im iibrigen nicht so sehr durch die Anderung des 
iiber dem Querschnitt gemittelten Stromungszustandes, wie er in Abschnitt II, 19 
behandelt wnrde, sondern durch ihre Auswirkung auf die Verteilung iiber den 
Querschnitt. Die Kondensation tritt namlich bei starkerer Wolbung der Diisen
wande zuerst an diesen auf und verursacht dort Druckanstiege, welche sich langs 
Machscher Linien in die Stromung fortpflanzen (X-StoBII, 16). Der ungleich
maBige Kondensationsbeginn auf den einzelnen Stromlinien nebst den von den 
Wanden ausgehenden Storwellen, die lediglich den Kondensationsbeginn an den 
Wanden anzeigen, verursachen naturgemaB eine schwer kontrollierbare Ver
schlechterung des MeBstrahles. 

Die Kanale bediirfen mit wachsenden Mach-Zahlen groBerer Druckgefalle 
(vgl. Abb. 296). Beim Absaugen in Unterdruckkessel ergeben sich dabei prak
tische Grenzen daraus, daB das Erzeugen von Vakua unter 1/20 at Druck schon 
einigen Aufwand erfordert, und daB der Druck auch bei groBen Kessel
anlagen durch das Auffiillen wahrend der Blaszeit rasch ansteigt. AuBerdem 
wird bei zu kleinen Drucken in der MeBkammer die Druckmessung und die 
Wagung schwierig und das Schlierenbild undeutlich. Schon bei Machscher Zahl3, 7 
betragt der Druck ja nur mehr 0,01 des Ruhedruckes! Fiir Hyperschallkanale 
wird man also stets aus Uberdruckbehaltern in die Atmosphare oder ins Vakuum 
abblasen miissen. 

Bei allen Kanaltypen macht es sich fiir den Leistungsbedarf giinstig bemerkbar, 
daB bei steigenden Anforderungen an das Druckverhaltnis und gleichbleibendem 
MeBquerschnitt mit dem engsten Querschnitt der Laval-Diise auch die geforderte 
Menge stark abnimmt. 

28· 
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Einen dritten, sehr verbreiteten Typus, der ebenfalls mit Energiespeicherung12 • 1:> 

arbeitet, zeigt Abb. 294. Die erforderliche Energie wird hier von einem 
Dampfstrahl- oder PreJ3luftinjektor 
geliefert. 1m letzten Fall ist auch 
eine Kombination mit einem Rund
laufkanal moglich, womit gleichzeitig 

Hilhn das Problem del' Lufttrocknung ge

Abb.204. Tnjcktorkanal. 

lost werden kann. Del' Injektorkanal 
kommt VOl' aHem in Schallnahe in 
Frage. Der starke Druckanstieg, 
welcher bei hoheren Uberschall
geschwindigkeiten hinter del' MeG
strecke erzeugt werden miiBte, er-
fordert entweder groGe Luftmengen 

odeI' hohe Geschwindigkeiten des injizierten Strahles. Zu groBe Luftmengen 
werden abel' bessel' gleich fUr einen Uberdruckkanal mit Ausblasen verwendet. 
Mit groBen Ubergeschwindigkeiten steigen aber anderseits die Verluste im 

"I 
L..... 

Abb.295. toBlage illl Diffusor. 

Injektor auGerordentlich an. 
Eine ausfiihrliche Behandlung noch 

weiterer Kanaltypen mit vielen Zitaten 
gibt A. EULA14. 

Die bisher gebauten Uberschallkanale 
stellen im wesentlichen ein Rohr mit zwei 
Verengungen dar, deren erste durch die 
Kanal-Laval-Diise und deren zweite durch 
den Diffusor gegeben sind. Damit ergibt 

sich im wesentlichen das im Abschnitt II, 11 behandelte Stromungsproblem. 
(Bei offener MeBstrecke ergeben sieh an den Strahlrandern dabei noeh zu
satzliche Verluste, was Diffusoren groBerer Weite und noch hohere Druck

l,O~~-,,----.-----------, 
• Ailchen 

gefalle erfordert.) Wie dort ausgefiihrt, kann del' 
Diffusor auch bei den hochsten Mach-Zahlen nicht 
mehr als auf 60% der MeGstreeke verengt werden, 
wenn del' Kanal anlaufen soIl. In den iiblichen ge· 
schlossenen Kanalen bestehen die Verluste in 

l!. 
Po 

~., 

o AckeNlrzvricl!} 
.. "vir/onill 
x /1'1'1'1 
o Amerikil IS 

innerer Reibung und in VerdichtungsstoBen, 
welehe mogliehst nahe am engsten Diffusorquer
schnitt in dessen divergentem Teil (Abb. 295) stehen 
sollen. (1m konvergenten Teil ist del' StoB, wie 
schon in Abschnitt II, 11 ausgefiihrt, instabil.) Mit 
steigenden Maeh-Zahlen gewinnen die StoBverluste 
an Bedeutung und sind bei hoheren Mach-Zahlen 
allein ausschlaggebend. Abb. 296 zeigt, daB die 
Verluste bei hohem Ubersehall allenfalls etwas untel' 

o ,~-----!z:-------!:.J-----II+--M-:-:--:!5 den Verlust des senkrechten StoBes in del' MeB-

Abb. 296. Druckriickgewinn in 
iYberschallkanalen. 

streeke gedl'iiekt werden konnen. Dabei kommt es 
auf die Diffusorform an I5 . Die beiden ausgezogenen 
Kurven geben den Pitotdruck pp del' MeBstreeke und 

den Ruhedruck Po bei maximaler zulassiger Verengung des Diffusors. Die Ver
suche entsprech ~n Drucken am Diffusorende. Durch Verengen des Diffusol's uach 
dem Anlaufen nes Kanals laBt sich del' Dl'uckriickgewinn wesentlich steigel'nl6. 

Neben allen hier geschilderten Kanaltypen fiir stationare Stromungen gewinnt 
ein Kanaltypus mit instationarer Stromung zllnehmende Bedeutung, auf eng-
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lisch als "shock tube" bezeichnet. Es handelt sich urn ein langes gerades Rohr, 
in welchem die in Abschnitt III, 16 behandelte instationare Ausgleichstramung 
realisiert wird. In einem sol chen Rohr konnen nicht nur instationare Stromungen, 
sondern in gewissem Umfang auch stationare Stromungen untersucht werden. 
Wegen der kurzen Dauer der Vorgange ist aber der Anspruch an die MeB· 
technik graBer als bei den gewohnlichen Kanalen. Naheres im obengenannten 
Abschnitt. 

o. Schallnahe Kanale. 

Ein besonderes Problem stellt das Messen in Schallnahe dar. Der MeBquer
schnitt einer Diise ist in Schallnahe kaum groBer als der kritische Querschnitt. 
Bei einer geschlossenen MeBstrecke darf nun die Differenz von MeBquerschnitt 
und Modellquerschnitt nicht kleiner sein als der zur vorgesehenen Mach-Zahl 
gehorige kritische Querschnitt. Sonst stellt sich in jenem Querschnitt, in welchem 
das Modell sein Dickenmaximum besitzt, kritische Stromung ein und die vor
gesehene Mach-Zahl wird gar nicht erreicht. Betragt beispielsweise der Modell
querschnitt nur 1 % des MeBquerschnittes, so konnen Mach-Zahlen zwischen 
0,9 < M < 1,1 gar nicht geblasen werden. Schallnahe Versuche erfordern also 
relativ sehr groBe MeBquerschnitte. Bei offener MeBstrecke diirfte der skizzierte 
"Absperreffekt" ("choking") wesentlich geringer sein, weil der Freistrahl aus
weichen kann. 

Bei Dberschallkanalen wird der Absperreffekt noch vom "Anlaufeffekt" 
(Kanal mit zwei Verengungen) iibertroffen. Wahrend bei einer Mach-Zahl von 
1,5 in der MeBstrecke der Modellquerschnitt auf Grund des Absperreffekts 15% 
des MeBquerschnittes betragen darf, darf er nach den Rechnungen von Ab
schnitt II, II nur 8,5% betragen, damit der Kanal anlauft. 

Aber nicht nur die Verdrangungswirkung des Modells, sondern auch sein 
Widerstand kann zu einem "Absperreffekt" fiihren, wie sich leicht mit Hilfe 
der Stromfadentheorie (entspr.echend zu Abschnitt II, 15) ermitteln laBt. 

1m nachsten Abschnitt wird sich zeigen, daB auch die Kanalkorrekturen mit 
Annaherung an die Schallgeschwindigkeit auBerordentlich anwachsen, so daB auch 
von diesem Gesichtspunkt groBe MeBquerschnitte erforderlich erscheinen. Aller
dings wurden bisher Korrekturen nur mit Linearisierungen gerechneb, was ihren 
Wert fUr Schallnahe wesentlich einschrankt. 

Der EinfluB der Begrenzung des MeBstrahles auf die Druckverteilung am 
Korper muB umso starker sein, je groBer die Starungen sind, welche der Karper 
in unendlicher Stromung dort erzeugt, wo sich die Strahlbegrenzung bei der 
Messung befindet. Nun ist anzunehmen, daB sich der Druck mit zunehmendem 
Profilabstand rascher dem ungestorten Druck nahert, als sich die Stromlinien der 
Parallelstramung anpassen. Denn der Druckabfall vom Karper weg hangt von den 
Zentrifugalkraften, die Ausbuchtung der Stromlinien aber von der kaum ver
anderlichen Stromdichte abo Die Bedingung konstanten Druckes, wie sie am Rand 
der offenen MeBstrecke besteht, stellt voraussichtlich daher eine bessere Naherung 
dar als die Bedingung paralleler Strc.mlinien an den festen Kanalwanden. Daher 
diirfte bei gleicher Kanalkorrektur der offene Kanal bedeutend geringeren 
Querschnitt aufweisen. Wenn sich diese Behauptung bestatigt, wiirde in Schall
nahe ein Freistrahlrand moglichst hoher Luftdichte die geringste Leistung fiir 
eine bestimmte Mach-Zahl und eine bestimmte Reynolds-Zahl des Modells er
fordern. Denn es ist zu beachten, daB fiir die Beurteilung eines Kanals nicht die 
mit der Kanaldimension, sondern die mit der Modelldimension gebildete Reynolds
Zahl maBgebend ist. 
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Fur schallnahe Messungen buchtet man die Kanalwand vielfach etwas aus 
und miBt in dem von der WOlbung hervorgerufenen Dbergeschwindigkeits
gebiet17,18 (bumping method). Freilich muB das Modell klein im Verhaltnis 
zur GroBe des Storgebietes sein, und eine Ermittlung der Fehlerquellen ist gerade 
in diesem FaIle besonders schwierig. Brauchbare Messungen in Schallnahe wurden 
auch mit "halboffenen" KaniiJen erzielt, d. h. mit MeBstrecken, welche zwei
seitig von festen Wanden und zweiseitig von Freistrahlen begrenzt sind. 

Eine exaktere Methode fur schallnahe Dberschallgeschwindigkeiten gibt 
G. DROUGGE19 an. Er erzeugt mit einem schlanken Keil, der sich am Rand einer 
halboffenen DberschallmeBstrecke befindet, eine Parallelstromung geringer 
Dberschallgeschwindigkeit, in welcher die Messungen vorgenommen werden. 
Der Vorteil dieser Methode liegt darin, daB die MeB-Mach-Zahl durch Neigung 
des Keiles auch wahrend des Blasens kontinuierlich bis sehr nahe an M = 1 
verandert werden kann. Auch die Anlaufschwierigkeiten werden durch eine 
Anderung wahrend des Blasens teilweise umgangen. 

6. Kanalkorrekturen und Strahltypen. 

Dadurch, daB nur in Kanalen endlichen MeBquerschnittes gemessen werden 
kann, im allgemeinen aber nach der Druckverteilung oder nach den Luftkraften 
bei einem Korper in unendlich ausgedehntem Stromungsfeld gefragt wird, ergeben 
sich gewisse Korrekturen der MeBwerte, beispielsweise des Staudruekes und 
der Maeh-Zahl der Anstromung, des Anstellwinkels usw. Diese Kanalkorrekturen 
bilden einen festen Bestandteil der UnterschallmeBteehnik und werden in zahl
reichen Arbeiten behandelt. Hier interessieren sie nur im Hinbliek auf einige 
grundsatzlieh gasdynamisehe Probleme. 

Die Korrekturen erhalt man mathematiseh dureh Anordnung von Quellen 
oder Senken in groBerem Korperabstand in der Weise, daB sieh am Ort einer 
festen Kanalwand eine gerade Stromlinie, am Rand eines Freistrahles aber 
konstanter Druck, also konstante Gesehwindigkeit ergibt. Beispielsweise ergibt 
sich ein Korper in einem geschlossenen Kanal quadratischen Querschnittes, 
wenn man in jedes Quadrat eines unendlichen Netzes denselben Korper anordnet. 
Diese Ermittlung der gewunsehten Stromung aus der Superposition unendlich 
vieler Stromungen einzelner Korper laBt sich auch bei Unterschallstramung 
im Gultigkeitsbereich der linearisierten gasd. Gl., also im Gultigkeitsbereich 
der Pro Regel, durchfUhren. Der EinfluB quer zur Stromungsrichtung wachst 
allerdings stark mit der Mach-Zahl an und betragt naeh Gl. (VII, 21) und 
Gl. (VII, 28) (fUr x = 0) sowohl fUr den ebenen wie fur den achsensymme
trisehen Korper den 11/J3-faehen Wert der dichtebestandigen Stromung. Dar
nach unterscheiden sich die Korrekturformeln fur Unterschallstromungen im 
Rahmen der Pro Regel von jenen fur M = 0 urn den allerdings oft gewichtigen 
Faktor 1//33. 

Wegen der Einengung dureh die Wande ergeben sieh bei geschlossener MeB
strecke am Karper im Mittel zu hohe Geschwindigkeiten, wegen der Ausweich
moglichkeiten bei offener MeBstrecke aber zu kleine Storungen. Bei halboffenen 
Kanalen, bei welchen die MeBstreeke in einem bestimmten Verhaltnis von festen 
Wanden und von freien Strahlrandern begrenzt ist, muB also die Kanalkorrektur 
klein sein. 

Eine andere Beseitigung der Kanalkorrektur gibt F. VANDREy 20 an. In 
einer geschlossenen MeBstrecke wird einer Randzone eine verminderte Geschwin
digkeit erteilt. Hat die Randzone die Geschwindigkeit Null, so ergibt sich in der 
Mitte ein Freistrahl mit gerade entgegengesetzter Korrektur, wie wenn die Rand-
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zone gleiche Geschwindigkeit mit der Mittelzone hat. Es muB also einc bestimmte 
Geschwindigkeit del' Randzone geben, fUr welche die Wandeinfliisse verschwinden. 

Das Verschwinden del' Wandkorrektur in beiden geschilderten Fallen ergibt 
sich mit Hilfe del' Pl'. Regel in gleicher Weise auch fiir kompressible Stromungen 
und sollte gerade in diesem Fall besondere Bedeutung haben. 

Auch iiber die Linearisierung hinaus diirften die beiden geschilderten Methoden 
zur Aufhebung des Kanaleinflusses Bedeutung haben, allerdings unter Abanderung 
del' quantitativen Verhaltnisse. Bei der Methode von V AN'DREY wird auBerdem 
die Strahldurchmischung an del' mathematisch angenommenen Sprungstelle der 
Geschwindigkeit zu beachten sein. 

Arbeiten iiber Kanalkorrekturen in Schallnahe, denen also die in Teil IX 
wiedergegebene nichtlineare gasd. Gl. zugrunde liegen miiBte, sind bisher nicht 
bekanntgeworden. Hier bleiben sehr wichtige Fragen im Augenblick noch un
beantwortet. Hoclistwahrscheinlich gibt es auch in groBter Schallnahe noch 
endliche Korrekturen. Das Resultat der liaearisierten Gleichung, nach dem die 
Korrektur mit {J-3 bei M -- 1 iiber aIle Grenzen wachst, gilt hier ebensowenig 
wie die PI'. Regel, nach del' die Storungen an einem 

Zu vollig anderen als den v0fausgegangenen ' 
Korpel' mit {J-l bei M -->- 1 unendlich werden. ~~~:: 
Betrachtungen kommt man bei Dberschallkaniilen 1 
(Abb.297). Hier wird die Parallelstromung durch ~ 
das Modell nicht VOl' dessen Kopfwelle gestort. 
Die endliche Strahlbegrenzung macht sich in l'einer Abb.297. Modell im Uberschallkanal. 

Dberschallstromung erst dort bemerkbar, wo die Kopfwelle nach del' Reflexion 
an der festen Wand odeI' am freien Strahlrand auf das Modell auftrifft. Daraus 
el'gibt sich die Beschrankung del' Modellange. Da die MeBstrecke nicht un
notig lang sein soIl, wird das Modell moglichst weit in die Diise hineingeschoben, 
um auf diese Weise den "MeBrhombus" auszuniitzen. In del' Praxis ergibt sich 
allerdings hinter dem Modell ein oft langeI' Unterschallnachlauf, langs welchem 
sich Storungen am Modellende bemerkbar machen konnen. Daher sollen auf den 
Unterschallteil des Nachlaufes moglichst kleine Storungen auftreffen. 

7. Schaumstromung. 

Die Analogie zwischen einer Schaumstromung und einer Gasstromung soIl 
hier nicht wegen ihrer technischen Bedeutung, sondern wegen der nahen Ver
wandtschaft der verglichenen Stromungen als erste Analogie behandelt werden. 
Unter einem Schaum38 sei dabei eine Mischung eines Gases mit einer Fliissigkeit 
in festem Massenverhaltnis verstanden. Dabei ist es zunachst gleichgiiltig, ob 
sich in der Fliissigkeit nur einige Gasblaschen befinden (Mineralwasser), oder ob 
die Gasblasen nur von diinnen Fliissigkeitsfilmen bedeckt werden (Seifenschaum). 
Stets sei die Mischung so fein, daB der Schaum einfach als homogene Substanz 
betrachtet werden kann. 

Es sei nun e die mittlere Schaumdichte, e die Gas- und a die Fliissigkeits
dichte. Mit fl als Massenanteil des Gases und 1-fl als Massenanteil der Fliissig
keit am Gemisch ergibt sich dann das Volumen der Masseneinheit des Schaumes 
als Summe von Gas- und Fliissigkeitsvolumen: 

I I I e = fl Q + (1- fl) (i' (2) 

1m allgemeinen wird sich das Gas in den Blasen isentrop ausdehnen, nur 
bei auBerordentlich kleinen Blasen ist ein nennenswerter Warmeiibergang zwischen 
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Gas und Flussigkeit denkbar. Mit der Isentropenbeziehung von Gasdichte und 
Druck gibt Gl. (2) eine Beziehung von mittlerer Dichte e und Druck, am, del' sich 
das Verhalten der Schaumstromung el'gibt. 

Besonders einfach stellen sich die Verhaltnisse dar, wenn p, Jy .!L angenommen 
(j 

werden kann. Unter nol'malem Druck heiBt das: p, Jy 10-3. Mit eo und eo als 
RuhegroBen folgt dann naherungsweise aus Gl. (2): 

1 

- 1 - 1 e ( P )-; e = ---;; e; eo = ---;; eo; eo = Po . 
Beim groBenordnungsmaBigen Uberwiegen des Gasvolumens dehnt sich der 

Schaum wie der Gasanteil aus. Fur die "Schallgeschwindigkeit" ergibt sich mit 

Gl. (3): d (i3 ) 
(;2 = d~ = P, o~ s = P, c2 (4) 

und aus der Bernoullischen Gleichung folgt: 

~ P P 
W 2 /·1 J·l W2 ~2~=. e dp = p, e dp = P,~2-· (5) 

Po Po 

D. h. der Schaum hat die V p,-fache Geschwindigkeit und V p,-fache "Schall
geschwindigkeit", welche das Gas allein unter denselben Dl'uckverhaltni"sen an-

nehmen wurde. Dabei ist unter der "Schallgeschwindigkeit" einfach e ~~ l/-~[ 
zu verstehen, das ist jene GroBe, welche fUr die Bildung der Machschen Zahl 
ausschlaggebend ist. (Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Schalles im Schaum 
kann dieser GroBe nicht ohne weiteres gleichgesetzt werden, denn sie ergibt sich 
aus einem akustisch recht komplizierten Vorgang, bei welchem die Schallfrequenz 
eine Rolle spielt.) Nach Gl. (4) und (5) ergibt sich dieselbe Abhangigkeit der 

~ ~ 

Mach-Zahl M = W Ie vom Druck wie beim reinen Gas, die kritische Geschwindigkeit 

aber (immer unter der Annahme p, Jy 10-3) nur als der V wfache Betrag des 
Wertes beim reinen Gas. Uber dies em Wert erfordert eine Beschleunigung des 
Schaumes eine Erweiterung des Stromfadens, es gibt EinfluB- und Abhangigkeits
gebiete und alle bekannten Erscheinungen einer Uberschallstromung. 

Nahe verwandt der Schaumstromung ist die Kavitation. Bei Erreichen des 
Dampfdruckes scheidet das Wasser Dampf ab, und der Druck konnte erst dann 
fallen, wenn aIle Fllissigkeit verdampft ist. Wird wieder angenommen, claD sich 
dabei ein homogenes Gemisch von Wasser und kleinen Dampfblaschen bildet, so 
unterscheidet sich die Kavitation von der eben geschilderten Schaumstromung 
dadurch, daD liber dem Sattigungsdruck nur Wasser vorhanden ist, beim Sattignngs
druck die Blasen a~er vom Wasser gespeist werden und sich nach dem vorhandenen 
Raum ausdehnen. Uber dem Sattigungsdruck ist praktisch M = 0, beim Siittigungs-

druck aber ~~ = 0, also M = 00. Beim Eintreten von Kavitation springt also die 

Stromung von Inkompressibilitiit auf Hyperschall. Damit steht im Einklang, daD 
Kavitation stets an der engsten Stelle einer Dlise beginnt. Die Erscheinungen 
werden in der Praxis meist noch dadurch etwas moduliert; daD vor Erreichen des 
Siittigungsdruckes schon die im Wasser gelOste Luft. aURzutreten beginnt. 

8. Wasserstromung mit freier OberfUiche21 • 

Auf ebener Unterlage strome stationar Wasser mit freier Oberflache, deren 
Flachennormale nur wenig von der Fliichennormalen der Unterlage, d. h. del' 
Richtung der Schwerkraft (z-Richtung) abweiche. Fur einen beliebigen Strom-
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faden gilt bei reibungsfreier Stromung die Bewegungsgleichung (II, 44), wobei 
dort mit x die Bogenlange verstanden wird, wofUr hier besser der Buchstabe l 
verwendet wird. Die auf die Masseneinheit in Stromungsrichtung wirkende 
Kraft X ist dann leicht durch die Schwerebeschleunigung g auszudrucken mit 
dem Resultat: 

dW 1 dp dz 
W CiT = -ear-gar' 

woraus nach Integration die bekannte Bernoulli
sche Gleichung fUr eine Flussigkeit (e = eo) 

~-u-____ ~ ______ ~~ ______ ~ 

folgt: Y~~ 
W2 P -+L+nz=_o +gz. (6) 

2 ~ ~ ~ 0 

Mit dem Index 0 sind wieder die Ruhe
groBen bezeichnet (Abb. 298). Die Annahme 
geringer Oberflachenneigung gestattet nun eine 

Ahb. 29. Wa $er$tromung mit frcier 
Obcrfliiche. 

Vernachlassigung' der Vertikalbeschleunigungen, womit sieh der Druck aus 
Wasserschichthohe h und dem aufder Obprflache lastende Atmospharendruck Pet 
wie folgt ausdruckt: 

P = Pa + g eo (h - z); Po = g eo (ho - zo)· (7) 

Mit Gl. (6) und (7) ergibt sich die Geschwindigkeit unabhangig von z und 
nur abhangig von der Wasserschichthohe: 

W2 
-2- + g h = g ho· (8) 

Gl. (8) entspricht vollig der Energiegleichung (II, 9) fur id. Gase konst. sp. W., 
wobei die absolute Temperatur im wesentlichen durch die Wasserschichthohe 
ersetzt ist. 

Nach Gl. (7) werden auch die Horizontalbeschleunigungen von z unabhiingig, 
denn es ist: op oh op oh 

ax = g eo ox; 8ij = g eo 8ij' 

Damit werden auch die Geschwindigkeitskomponenten u, v von z unabhangig. 
Nicht nur der Geschwindigkeitsbetrag, sondern auch die Projektion der Stromungs-
richtung auf die Unterlage ist in einer Vertikalen dieselbe. y 
Damit ergibt sich aber die Kontinuitatsbedingung vollig "'~' . 
analog zu jener der ebenen kompressiblen Stromung. r 
Mit f als Breite des Stromfadens auf der Unterlage "I ~, 
(Abb. 299) lautet die Kontinuitatsbedingung fUr einen - "" 
durch vertikale Wande begrenzten Faden: '- - . 

h W f = konst. (9) Abb.299. Stromfaden. 

h tritt an die Stelle von e einer ebenen kompressiblen 
Stromung. Ganz entsprechend ergibt sich auch die Integral
form (IV, 2) der Kontinuitatsbedingung fur eine in der 
gebene Kurve oder die Differentialform in der x, y-Ebene: 

ohu + ohv = O. 
ox oy 

Aus Gl. (10) und (8) folgt vollig analog zur gasd. Gl.: 

stiick der Wasser
Anaiogiestromung. 

Ebene z = 0 ge-

(10) 

(g h - u2 ) OU _ U v (~ + ~) + (g h - v2 ) ~ = o. ox oy ox oy (11) 

Dazu tritt noch die Gleichung der Wirbelfreiheit. 
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Urn den zum Druck beim Gas analogen Ausdruck zu finden, sei G1. (8) in die 
:Form der differentiellen Bernoulli-Gleichung gebracht: 

( g h 2 ) 
1 g h2 d -2- 1 dh 

W dW =.- h d~2~ = -:---d~ h dh = - g h h' 

Daraus ersieht man, daB dem Gasdruck nun nicht der Flussigkeitsdruck, 

sondern der Ausdruck g ~2 entspricht, das ist im wesentlichen der uber die Hohe h 

integrierte Flussigkeitsdruck P - Pa' Aus der Ableitung von g :2 nach h, dem 

Analogon der Dichte, ergibt sich tatsachlich g h, das Analogon' des Quadrates 
der Schallgeschwindigkeit. Auch V g h stellt eine Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
kleiner Storungen dar, namlich jene der sogenannten "Grmidwellen" (vgl. etwa 
PRAN'DTL, Fuhrer durch die Stromungslehre). Die Analogie kann also wie folgt 
zusammengefaBt werden: 

Ebene Gasstromung: e T ..L c2 • 

eo 
, 

To 
, 

Po 
, , 

Flussigkeit freier Oberflache: 
h h ( :J2; gh. h; , h; , 

Auf3erdem gibt es Gegenstucke zur Machschen Zahl, zur kritischen und 
maximalen Geschwindigkeit usw. Ein Vergleich mit den Formeln (1,27) fUr 
isentrope Zustandsanderung zeigt, daB die geschilderte Wasserstromung der 
Bewegung eines id. Gases konst. sp. W. mit x = 2,0 entspricht, ein Wert, der von 
keinem realen Gas erreicht werden kann. Die hochsten x-Werte besitzen ein
atomige Gase mit x = 5/3, 

\Venn sich Wasser langsamer als die lokale Grundwellengeschwindigkeit 
bewegt, spricht man von stramendem Wasser, ist W> Vih spricht man von 

schie(3endem Wasser. Das letztere entspricht einer 
ebenen Uberschallstromung. Ganz wie bei dieser, 

N konnen in offenen Gerinnen geringer Wassertiefe 
stehende StOrungswellen (Machsche Linien) be
obachtet werden. 

--ibb. 300. Senkrechter Wasserstoll . 

Auch ein dem VerdichtungsstoB entsprechen
der Vorgang, der Wassersto(3, tritt auf (Abb. 300). 
In ihm vermindert sich die Geschwindigkeit 
unter gIeichzeitigem Anwachsen der Hohe h 

plOtzIich, doch keineswegs so sprunghaft wie im VerdichtungsstoB. Da es nur 
zwei Variable hinter dem senkrechten Was:.erstoB gibt, namIich TV und h, sind 
diese bereits durch Kontinuitatsbedingung und Impulssatz allein bestimmt. 
Sie ergeben sich aus Gl. (IV, 2) und (IV, 4) wie foIgt: 

Wh = Wh' , (12) 

mit der Looung: 

! = ; = ! lV 8 :: + 1 - I J (13) 

Der Energiesatz (8) hingegen bIeibt nicht in dieser Form erhalten, sondern 
der Wert von ho andert sich im Wassel'stoB. Ein (allerdings sehr) kIeiner Teil 
del' Energie verwandelt sich namlich in Warme, ein Effekt, der wohl im Energie
,.;atz (II, 5) fUr Gase, nicht aber in Gl. (8) berucksichtigt ist. Da nun ho sowohleo 
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als auch To entspricht, beim VerdichtungsstoB des Gases aber eo geandert wird, 
wahrend To konstant bleibt, erstreckt sich die geschilderte Analogie exakt 
nicht mehr auf den WasserstoB 21, 23, ganz abgesehen davon, daB dieser nicht mit 
jener Sauberkeit auftritt wie der GasstoB. 

Die geschilderte Analogie wird in zunehmendem MaBe in der Versuchstechnik 
benutzt, weil sich entsprechende Kanale mit sehr geringem Aufwand herstellen 
lassen. Die leicht durchfuhrbaren Versuche eignen sich besonders zur Demon
stration oder zur schnellen Orientierung, die sich mit gewissen Vorbehalten auch 
auf StoBvorgange erstrecken kann. Fur hahere Anspruche ist die Analogie 
allerdings weniger geeignet, schon deshalb, weil sie sich auf ebene Stramungen 
mit x = 2 beschrankt. 

9. Elektriscbe Analogien. 
Die Analogie zwischen mechanischen und elektrischen Stramungen ist kaum 

junger als die Lehre von der Elektrodynamik selbst. Die elektrische Stramung 
durch einen Elektrolyten konstanten spezifischen Widerstandes entspricht genau 
einer dichtebestiindigen Stromung, wobei das elektrische Potential dem Geschwin
digkeitspotential und der Stromdichtevektor dem Geschwindigkeitsvektor analog 
ist. In einem quellenfreien Feld muB die Divergenz beider Vektoren verschwinden. 
Eine dichtebestandige Stramung kann daher in einem sogenannten Potential
tank nachgebildet werden. Dem Karper und den Seitenwanden der MeBstrecke 
im Windkanal entsprechen gleiche Stucke aus dielektrischem Material im 
Potentialtank. Anfang und Ende der MeBstrecke bilden hingegen zwei Elektroden
platten, welche auf der fur die elektrische Stromung erforderlichen Potential
differenz gehalten werden. Solche Potentialtanks werden in zunehmendem MaBe 
verwendet. 

Nach G. J. TAYLOR24 laBt sich der Potentialtank wie folgt auf ebene kom
pressible Stramungen anwenden. Die ebene inkompressible Stramung wird 
durch die elektrische Stromung urn ein Profil zwischen zwei ebenen Dielektrika 
dargestellt, die nahe aneinander liegen kannen. Wird nur das eine Dielektrikum 
verbeult, so daB der Abstand h der Seitenplatten und damit die Schichtdicke 
des Elektrolyten variiert, so entspricht die Stramung einer kompressiblen Gas
stramung mit einer ortlichen Dichte e proportional zu h. Diese elektrische 
Stramung ist namlich genau analog zu der im letzten Abschnitt behandelten 
Wasserstramung. Wie bei dieser, darf sich die Schichtdicke h nur langsam andern. 
Wahrend sich aber bei der Wasserstramung die Schichtdicke h, einem Verhaltnis 
der spezifischen Warm en von u = 2 entsprechend, selbst einstellt, ist sie hier 
frei wahlbar: Nach G. J. TAYLOR ergibt sich fUr Unterschallstromungen nun 
folgendes Iterationsverfahren. Wie bei der Methode von JANZEN-RAYLEIGH 
wird von der dichtebestandigen Stramung als erster Naherung ausgegangen. 
Aus ihr werden die Dichten in einer ersten Naherung berechnet und h dement
sprechend eingestellt. Daraus ergibt sich die Geschwindigkeitsverteilung in einer 
zweiten Naherung, die aber keineswegs mehr del' zweiten Naherung nach der 
Methode von JANZEN-RAYLEIGH entspricht. Die Iteration kann bei gleichbleiben
dem Arbeitsaufwand fortgesetzt werden. 

Nach F. VANDREy 25 kann das geschilderte Verfahren auch auf die Hodo
graphenebene angewendet werden. Hierbei ergibt sich der Vorteil, daB mit e 
auch der Plattenabstand h nur yom Geschwindigkeitsbetrag oder yom Betrag des 
Stromdichtevektors abhangt. Man hat dann also einen bestimmten Potential
tank mit einer in bestimmter Weise drehsymmetl'isch veranderlichen Schicht
dicke des Elektrolyten. Bei Anwendung auf Profilstramungen ergeben sich aber 
wieder die bekannten Schwiel'igkeiten bei der Darstellung der Randbedingungen. 
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Zu einer anderen Art von Analogie fiihrt das Auflosen der Differential
gleichungen in Differenzengleichungen entsprechend der Relaxationsmethode. 
Damit gelangt man zu BedinguRgen, welche jenen in einem Netzwerk elektrischer 
Leiter gleichkommen. Ein solches Netzwerk27, 28 kann einerseits als elektrische 
Analogie fUr eine Stromung, anderseits als elektrische Rechenmaschine hir die 
Relaxationsmethode angewendet werden. 
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448 Integrale und Integralformeln. 

Integrale nnd Integralformeln. 

(Siehe etwa W. GROBNER und N. HOFREITER: Integraltafel, 1. Teil. Springer
Verlag, 1949. Bei den unbestimmten Integralen sind die willkiirlichen Konstanten 
weggelassen. ) 

1. J Va t2 + 2 b t + edt = ~ (t + !) Va t2 + 2 b t + c + 
+ ac-----b2 In iat+b +Vat2 +bt+c!, fur a>O; 

2alla ! Va 

fUr a < 0: 
1 ( b) I 2. b2-----ac. at + b = - t + - vat + 2 b t + c + --------;= arCSIn -. r===. 
2 a 2aV- a Ilb2-----ac 

.J f dt =~-lnl-at::t=b +Vat2 +2bt+c!, fiir a>O; 
~. Va t 2 + 2 b t + c Ii a I Va 

= ______ 1 . arcsin a t +~_, fUr a < O. 
V - a V b2 ----- a c 

:3. f dt _. = ~ Va t2 + 2 b t + c -----~f. dt ..' 
Va t2 + 2 b t + c a a V a t2 + 2 b t + c 

4. J 1 : t2 = arctg t; J ... dt = ;. 

1 

-J dt 'tJ d n D. (/1----- t2 = arcsIn; . .. t = 2' 
o 

1 

13. JV 1 t tdt=V(l-t)t+ ~arcsin(2t-I); J ... dt=-"'f. 

o 

7. f Vt (I-t) dt = ! [(2 t -1) Vt (I-t) + ! arcsin (2 t -----1)]; 

1 

f·"dt=~. 
I) 

I 

1 

.f". dt = l~' 
o 

1 

f." dt 
I) 

1 __ 1_ 
(2' 



Integrale und Integralformeln. 

1 

13 J-t_2~_~ t2 . J dt _~_I-
. (I + t2)5/. - 3 (I + t2)3/.' ••• - 6 V2 ' 

o 
1 

f ~~ 2+P f 3 
14. (I + t2)3/. = VI + t2-; ••• dt = V2 - 2. 

o 
2 2 1 

J t3 dt 3" + t f 2 5 1 
15'(1-+ t2)5/; = - (I + t2)3/.; ... dt = 3" -6 V2' 

o 

16.J t4 dt =~ 3t+t3 -~Inlt+ VI +t2 1; 
(l+t2)3/2 2VI+t2 2 

1 r ... dt = Vi - ~ In (1 + Vi)· 
o 

17. J t4 dt = _ ~ 3 t + 4 tS + In 1 t + V 1 + t2 I ; 
(1 + t2)5/2 3 (1 + t2)3/0 I 

1 J ... dt = In ( 1 + V"2) - 6 ~2 . 
o 

18 J- dt _ t 
. (l_t 2 )3/0 - VI- t2 • 

J tdt 1 
19. (l_t2)3/. = ~(1 _ t2 . 
20. JVt(l-t)~-= Va(l-a) In [V(l-a)t-Va(l-t)]2 + 

t-a It-al 
1 

- (a - !) arcsin (2 t -1) + Vt (1- t); f ... dt = (! -a) n. 
o 

419 

21. f dt = _ 1 Inl- ad + a2 + V(a2 - (X2) (a2 -t2) I 
. Va2-t2 (t- (X) Va2_(X2 t- (X , 

fur I iX I < a; 

1 . a 2 - (X t f" I I 0 = arcsln--I --I' ur iX > a> . V (X2 - a2 a t - (X 

22. Betzsche UmkehrformeI: 

1 

f(x)= C __ 1 1 Jg(t)Vt(l-t)~ 
Vx(l-x) n 2 Vx(l-x) . t-x' 

o 

23. Abeische Integraigieichung: 
:l; x 

J t(g) d~ = g(x); 
Vx-g 

f(X)=~~J g(t) dt. 
n dx jlx - t 

a a 
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Berichtigungen. 

l:l.27, 01. (37) :;tatt: (~ -If lie:;: (~;'---Ir; 
,,+1 

l:l.38, U1. (53) 2. Teil: = (1*)-2- V;-~--:-!:} I ((!Q~',r-l ---11 = 

= (1~~ r~2-1~ 11/1 I +~ ~ ~ r (Pp* (-~ 1 -- 1 I ; 
l:l. 5». Kopf del' Tab. J 1, 7 lim;: Detonatiom;dnwk/ AlI:;gnng:;drllck; 

l:l.»0, 01.(69) statt: -If\(-,r-cut) lim;: -ll\(--x+cut); 

l:l. 108, 1. und 2. Zeile von oben :;tatt: Zustand 1 lind 2 lies: ZlIstuud 2 lIml :l 
(82 = 8 3); 

l:l. Ill, 12. Zeile von oben Rtntt: Inn lies: 2Inn; 

~. 138, 2. Zeile von unten statt: "Matlsenoinheit" lim;: "I-talllllciuhci V' ; 

~. 148, uuton stuLt: ,~_ (p C;W') tlnd _,~, (I!' hW'_) 
dZ' oz' jjz' (;IZ' 

ll'''~.''. 1 0 ( __ JW') ,1 () (_" (,'1,)),,'). 
v>' - - -- p' lind - -'-' P ,,-, , 

(2' 8z' oz' U' c:z' OZ 

~. 14U, 3. Zcile von oben "tatt:, "A'~',-- lius: (~X ('..:- ' o ( 'IT' ) 'J ( "'l") 
ax' (>.r' - D.t:' ax" 

l:l. 152, 4. Zeile von oben: x untoI' dol' 'Vurwl "trC'ichon; 

l:l. 156, 18. Zeile von oben statt: 01. (26) lie:; (27); 

~. 176, 25. Zeile von oben statt: f· fil' WI lie,,: f· (h' 1V2 ; 

~. 177, 3. Zeile von oben lies :i1 ('1\)- i2 ('1\) ~ i2 ('1\) - i2 ('1\) = Cv ('1'2 ,'1\); 

~. 188, 20. Zeile von oben :;tatt: + i sin ,r liuo-;: -- i "in ,f; 

~. l!l:~, Ul. (64): (J = arctg z!y; 

~. 205, 7. Zoile von tlutOll: 1V2 -- IV 12 ~ -, 2I d:J == ; 

:-:. 2Hi lIud :-:.217, (:1. (141) staLt: -(1 -J/l~) lie,; liberal!: I- (I ,.H~); 

~. 221, 9. Zcilo von Hnton statt: In /t/fj lies: In Yilt; 
1 

~. 228, U1. (7): IjJ ~ I- "f)-f· ... di;; 
) Jl • 

u 
1 1 

~. 2:32, U. Zeile von obel1: lJu = T (L'u f vu)' '~f (vo ,-vu); 

~. 240, 01. (:~4): (jJe = Ips cos X = .. , ; 
S. 247, in del' Unterschrift ZlI Abb. 133 stutt: \Villd t:leutiolls lie::;: vVillg ~eutiol1s; 



II 

H. 2;)5, 

+00 
1 ,. 

Gl. (GO): h ([») == ~}' ... ; 
n. 
-00 

Beriehtigungen. 

~. 2GIJ, n,wh Kleindruek statt: G1. (20) lie::;: G1. (25); 

S. :'70, in del' Unterschrift zu Abb. I4fl lieR: KARMAN-MoORE (-) und naeh Ver-
suchen (- -.); 

t-l. 27 ii, 5. Zeiie von unten statt: 20 em lies: 13 em; 

t-l. ;lOl, 2. Zeilc von unton statt: f} = Hml\x lies: {} < &max; 

M. ~:Ol, i1. Zeile von oben Rtatt: sinO, cos{} lies: sin(1J~&o), eos(1t~&o); 

M. ;;U, l:~. uut! 12. Zcilo von unten statt: aus16scn lies: ausiosehen; 

2 ,~'~'~~-
M. 342, G1. (I;l): = ± T lit + 1 (l\{*-1)3/ 2 + ... ; 

M. ::4:l, :1. uull 4. Zoile nach T'lb. IX, 2: statt 1VI1 lies: 11:(1*; 

N. ;;.-i;j, 11.,12.,17. und 18. Zeilc von oben: entgegongesetztes Vorzeiehen hei F 2" (x) 
uull 11\" (x); 

N. ::i;7, 24. )'.('ilo von ,,[,ell statt: (n. (il) lies: Gl. (48); 

0. :lm, 27. Zeile von oLen statt: eH. (4:3) lies: 01. (3); 

S. ;Hi\), li. Zoik von unten statt: II lios: n; 

N. ;:'7B, 

N. 40ii, 

N.40!l, 

;--;. 414, 

29. hc,ile von oben Rt,ltt: Dickenmaximum lies: Breitenmaximum; 

; 2. loile von uuten: Aus Cl. (40) folgt fllr z cot IX > £ > n 2 z cot IX: 

9. hl'ile von obnn staU: Gl. (1\l) lies: 01. (26); 

tHo (8[,): W = ~- ~ r (. .. ; 
.. rlw. 

\1. Zl,iln von 01ell stntt: ---- hes: 
Lix 

DUI e u 2 
~- uud OJ = -----2 ; 
OX Pi + (!r u 1 

h. ·}20, 8. Zeile von oLen st,tU: AURstl'i)nmng lies: Au Benstromung; 

~. 420, (~l. (2B) statt: iJ**2 lies: ,-- 0**2; , 
tl. 421, ] 4. Zcije von oLen "taU: Kriirnmungsradius lies: Kriimmung; 

h. -±22, 5. Zeile von uuLcll "t,ttt: Ciesehwimligkeitsver1auf lies: Sehallgeschwindig
kei'tsvoI"lauf; 

ti.441, m. (7): Po = Pa + g en (ho-- zo); 

S. 44k, :l. ::;taU: ~ 1(' dt ~--- ll·es·. J' t dt 
J Va t2 + 2 b t + c Va t2 + 2 b t + c 

= I" n . 
S. 448, 4. shltt: .! ... Lit = - T ltes: /

' n 
. .. dt = '')"; . ~ 

o 

N. 44!', 13. ~t<1tt: ... 
1 t2 • 

- ----~3- lIes: 
3 (1 + t2) /2 

1 t3 

"3 (1 +-~)3/2 ; 

U~W;t lit~;ch. Cht~\.ly namik. 
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AI AI' ~ /"(1, 0g AI AI' ~~ (140 11& J'c' fljz 
Q Q 1 1 o 1 1 1 {l,5. qlJ. aw f . 
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4. q! 

41 41 1,1 q8 411 
4! 42 "'8 4" M! 4!! 491 
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8,' qJ Q,! 
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q. 4J Q,8 u,! 

4J 
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4. 0,' 
D.8 U 
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47 1,7 0,1 42 
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47 M 4! 
'70 45 470 IUO 
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0,D. 

o,J 0,' 0,70 4' 
7,J 41 a. 4J 4J 0,10 0,' 

M! aJO J 
1, 1,0 0, 7 4lD 4J fIJI 0 l,O 0,1 
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Jstnfru,! Zusf~ntlJJntl(run§ ( Iou Otl.JU 
0,1 

l1 tJ,tJI 
mil tintm YtrhJllnis tier spuifiidltl1 , 0,1 

IfIJrm!R 
» ,,'100 l,2 42 41 

M' .J!.. s c' 401 
f/ -ff-J11 10-

A , 
~. Ruht/kuck ;';nltrm ,stoJrtcltttn ,ftu8 l,J 

7 41 0,01 
8 'Ir~ 10-

10 Z' 1O' 10-
10 '1,,- 10 '1,,-' ~-, ". 4D. 
JO • 0 •• l.<I!N'I 0 
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Berichtigungen. 

K 27, GI. (37) ,,;tatt: (-~ ---Ir lies: (~;---Ir; 
,,+1 

t-;. 3ll, GI. (53) 2. Teil: = ( e(J*) --2 VI + :-~-t-I (-(Je*- )"-1 --- 11 = 

= L~~ r~2"~ 1 k I +~ -t- } 1 ( l~* (~~ - 11 ; 
H. 5!1. Kopf <In 'l'ttb. 1I, 7 lies: DetonationsdI'uckjAusgangsdruok; 

t-;.!I0, 01.(69) ,,;tatt: -F1(-.v-cot) lies: -Ji'l(--X+Cot); 

t-;. 10ll, 1. und 2. Zeile von oben statt: Zu,,;tand 1 und 2 lie,,;: Zu,,;ümd 2 und 3 
(82 = 8 3); 

t-;. 111, 12. Zeile von oben statt: In n lieK: 2 In n; 

t-;. 13ll, 2. Zeile von unten statt: "l\i<tsseneinlll'it" lim;: ,,1{,atU1H'inhei t··; 

t-;. 14ll, ulltell KlaU: " ( , ') '(' ') (I (;W () I (i'W 
,- It __ - und -,--- It ,,' 
oz' oz' dz' oz 

lieH: ,- -,-, M - " ulld .-;" ,-,' p 1 () (__ O-W') 1 () ( , 
(J rJz oz (J cz 

;-m/ ). 
()Zl , 

:-l. 14U, 3. Zl'ile VOll oben statt: - ,e, ;.: ~ -, lies: ,(" Je ~ -;, ; 'J ( "'1" ) _'! (- ':'1") 
(i ,I: (,I' (),l: cu; 

H. 152, 4. Zeile VOll oben: x unter der \Vur:r.el Ktn'ielwn; 

~. 156, lll. Zeile VOll oben c;tatt: GI. (26) lieK (27); 

t-;. 176, 25. Zeile von oben Htatt: f· (Jl' W1 lies: f'!!2' W2; 

3. Zoile VOll obon lies: i 1 ('1\) - i 2 ('1\) ~ i 2 ('1'2) - i 2 ('1\) ~ Cv ('1'2 ,'1\); 

H. IllH, 20. Zeile von obon Htatt: + i Kill ,I: !im,: -- i ,;in ,I'; 

t-;. 177, 

t-;. I!l3, GI. (64): (J = arctgz/y; 

H. 216 und H, 217, W. (141) statt: -(1 -~\[~) lies überall: + (1 ,Jl~); 

t-;. 221, H. Zeile von unten c;tatt: In h/y lim,: Inyjh: 
1 

I /. t-;. 22H, ca. (7): 'I' ~ +(Jn. ,., d:;; 

() 

I 
t-;. 2:32, U. Zeile von obell:vu ~ 2' (/Ju t- cu) 

t-;.240, GI. (34): (j.Je = 'pe eOK 1. = . , , ; 

t-;. 247, in der Unterschrift :r.u Abb. 133 Htatt: Willd t-;eetiolls lieK: Wing i::ioetiuw,;; 
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l:l.27, 01. (37) :;tatt: (~ -If lie:;: (~;'---Ir; 
,,+1 

l:l.38, U1. (53) 2. Teil: = (1*)-2- V;-~--:-!:} I ((!Q~',r-l ---11 = 

= (1~~ r~2-1~ 11/1 I +~ ~ ~ r (Pp* (-~ 1 -- 1 I ; 
l:l. 5». Kopf del' Tab. J 1, 7 lim;: Detonatiom;dnwk/ AlI:;gnng:;drllck; 

l:l.»0, 01.(69) statt: -If\(-,r-cut) lim;: -ll\(--x+cut); 

l:l. 108, 1. und 2. Zeile von oben :;tatt: Zustand 1 lind 2 lies: ZlIstuud 2 lIml :l 
(82 = 8 3); 

l:l. Ill, 12. Zeile von oben Rtntt: Inn lies: 2Inn; 

~. 138, 2. Zeile von unten statt: "Matlsenoinheit" lim;: "I-talllllciuhci V' ; 

~. 148, uuton stuLt: ,~_ (p C;W') tlnd _,~, (I!' hW'_) 
dZ' oz' jjz' (;IZ' 

ll'''~.''. 1 0 ( __ JW') ,1 () (_" (,'1,)),,'). 
v>' - - -- p' lind - -'-' P ,,-, , 

(2' 8z' oz' U' c:z' OZ 

~. 14U, 3. Zcile von oben "tatt:, "A'~',-- lius: (~X ('..:- ' o ( 'IT' ) 'J ( "'l") 
ax' (>.r' - D.t:' ax" 

l:l. 152, 4. Zeile von oben: x untoI' dol' 'Vurwl "trC'ichon; 

l:l. 156, 18. Zeile von oben statt: 01. (26) lie:; (27); 

~. 176, 25. Zeile von oben statt: f· fil' WI lie,,: f· (h' 1V2 ; 

~. 177, 3. Zeile von oben lies :i1 ('1\)- i2 ('1\) ~ i2 ('1\) - i2 ('1\) = Cv ('1'2 ,'1\); 

~. 188, 20. Zeile von oben :;tatt: + i sin ,r liuo-;: -- i "in ,f; 

~. l!l:~, Ul. (64): (J = arctg z!y; 

~. 205, 7. Zoile von tlutOll: 1V2 -- IV 12 ~ -, 2I d:J == ; 

:-:. 2Hi lIud :-:.217, (:1. (141) staLt: -(1 -J/l~) lie,; liberal!: I- (I ,.H~); 

~. 221, 9. Zcilo von Hnton statt: In /t/fj lies: In Yilt; 
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~. 228, U1. (7): IjJ ~ I- "f)-f· ... di;; 
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1 1 
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S. 247, in del' Unterschrift ZlI Abb. 133 stutt: \Villd t:leutiolls lie::;: vVillg ~eutiol1s; 



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (ISO Coated v2 300% \050ECI\051)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Perceptual
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.1000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails true
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 150
  /ColorImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 150
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.40
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 150
  /GrayImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 150
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.40
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 600
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /PDFA1B:2005
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<


    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e55464e1a65876863768467e5770b548c62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200036002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc666e901a554652d965874ef6768467e5770b548c52175370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200036002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>



    /HUN <>
    /ITA (Utilizzare queste impostazioni per creare documenti Adobe PDF adatti per visualizzare e stampare documenti aziendali in modo affidabile. I documenti PDF creati possono essere aperti con Acrobat e Adobe Reader 6.0 e versioni successive.)
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020be44c988b2c8c2a40020bb38c11cb97c0020c548c815c801c73cb85c0020bcf4ace00020c778c1c4d558b2940020b3700020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200036002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken waarmee zakelijke documenten betrouwbaar kunnen worden weergegeven en afgedrukt. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 6.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>


    /SKY <>

    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>

    /ENU <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.276 841.890]
>> setpagedevice




